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Уже понад століття одним з найпопулярніших у теорії груп є напрямок 

досліджень, основною метою якого є вивчення груп, в яких ті чи інші підгрупи або їх 
системи задовольняють певні умови. Такий підхід до вивчення груп бере свій початок з 
кінця ХІХ століття, коли у 1897 році Р. Дедекіндом були описані скінченні неабелеві 
групи, всі підгрупи яких нормальні.  

Виділяючи в групі ту чи іншу систему підгруп та підкоряючи всі підгрупи цієї 
системи деякій умові, можна отримувати найрізноманітніші класи груп. Абсолютно 
чіткого вираження ідея дослідження груп з заданими обмеженнями на підгрупи та їх 
системи набула у роботах видатного радянського  алгебраїста, одного з засновників 
радянської теоретико-групової школи С.М. Чернікова. Свій вклад у розвиток ідей і 
методів цього напрямку зробили багато відомих алгебраїстів з різних країн, зокрема: 
Б. Амберг, Р. Бер, Н. Блекберн, Х. Віландт, В. Гашюц, В.М. Глушков, Ю.М. Горчаков, 
Ф. Джіованні, Д.І. Зайцев, Н. Іто, Л.С. Казарін, М.І. Каргаполов, П.Г. Конфорович, 
М.Ф. Кузенний, Л.А. Курдаченко, С.С. Левіщенко, Ф.М. Лиман, В.Д. Мазуров, 
А.І. Мальцев,  Б. Нейман, О.Ю. Ольшанський, М.Ф. Сесекін, М.М. Семко, Я.П. Сисак, 
А.І. Старостін, В.І. Сущанський, Ф. Холл, В.С. Чарін, М.С. Черніков, С.А. Чуніхін, 
О.Ю. Шмідт, Л.А. Шеметков, В.І. Шунков та інші. 

З дедекіндових груп, тобто груп, у яких нормальні всі підгрупи, розпочалось 

вивчення довільних груп, у яких усі підгрупи деякої системи  задовольняють умову 
нормальності. З’ясувалось, що існування великої кількості нормальних підгруп значною 
мірою впливає на властивості самої групи та досить часто дозволяє охарактеризувати її 
будову. Тому вивчення груп, в яких визначальним обмеженням є нормальність, свого 
часу зумовило величезну кількість наукових досліджень. Стислий огляд основних 
узагальнень дедекіндових груп подано у таблиці 1.  
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Таблиця 1  

Дослідження груп з умовою інваріантності для виділених систем підгруп   
 

Клас груп 
Виділена система 

інварінтних підгруп  
Назва груп 

Роки 
дослідження 

Дослідники 

Скінченні 
неабелеві групи 

Усі підгрупи групи Гамільтонові групи 1897 Р. Дедекінд 

Нескінченні  
групи 

Усі підгрупи групи Дедекіндові групи 1933 Р. Бер 

Скінченні групи 
Система усіх максимальних  

підгруп 
Нільпотентні групи 1926 О.Шмидт 

Неабелеві групи 
Система централізаторів 

усіх підгруп групи 
– 1940-1951 П. Конторович 

Неабелеві групи 
Система усіх  неабелевих 

підгруп групи 
Метагамільтонові 

групи 
1962-1995 

Г. Ромаліс,  
М. Сесекін, 
С.Черніков, 

С.Левіщенко 
О. Махньов, 

М. Кузенний, 
М. Семко,  

В. Нагребецький 

Нескінченні 
неабелеві групи 

Система усіх  нескінченних 
неабелевих підгруп групи 

IH -групи 1964 С. Черніков 

Нескінченні  
неабелеві групи 

Система усіх  нескінченних 
абелевих підгруп групи 

IH-групи 
1966, 

1988-1989 

С.Черніков, 
М.Кузенний, 
С. Левіщенко, 

М. Семко, 
І. Суботін 

Неабелеві 
бінарно 

ступінчасті 
групи 

Система усіх  нециклічних 
підгруп групи 

H - групи 1967 
Ф.Лиман,  

А. Устюжанінов 

Нескінченні  
неабелеві групи 

Система усіх  нескінченних 
підгруп групи 

INH-групи 1967 С.Черніков 

Неабелеві 
бінарно 

ступінчасті 
групи 

Система усіх  абелевих 
нециклічних підгруп групи 

AH - групи 1968 Ф.Лиман 

Скінченні р-
групи 

Система нормалізаторів 
усіх підгруп групи 

– 1968 К. Хоббі 

Скінченні групи 
Система усіх  

ненільпотентних 
підгруп групи 

– 1968 В. Нагребецький 

Скінченні бі- та 
трипрімарні 

групи 

Система усіх  циклічних 
немінімальних 
підгруп групи 

– 1969 
Л. Казарін,  

Г. Бернштейн 

Неабелеві групи 
Система усіх розкладних 

підгруп групи 
 

di -групи 1970 Ф. Лиман 

Скінченні групи 
Система усіх мінімальних 

підгруп групи 
– 1970 Д. Баклі 

Неабелеві 
локально 

скінченні групи 

Система усіх підгруп, 
відмінних від своїх 

нормалізаторів 
– 1971 Г. Жордано 

Нескінченні 
групи 

Система усіх не цілком 
розщеплюваних підгруп 

 1971 
М. Сесекін, 

 М. Гольденберг 
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Клас груп 
Виділена система 

інварінтних підгруп  
Назва груп 

Роки 
дослідження 

Дослідники 

Неабелеві групи 
Система усіх підгруп поза 
сепаруючою підгрупою 

– 1971 Д. Кеппіт 

Неабелеві групи 
Система усіх підгруп 

комутанта 
– 1972-1980 І. Суботін 

Неабелеві групи 
Система усіх абелевих 

підгруп, відмінних від своїх 
нормалізаторів 

АD-групи 1974-1978 М. Черніков 

Скінченні групи 
Система усіх не 

абнормальних підгруп 
групи 

– 1974 А. Фаттахі 

Неабелеві групи 
Система усіх максимальних 
абелевих  підгруп рангу 2 

ia2 -групи 1974 Ф. Лиман 

Нескінченні 
неабелеві групи 

Система усіх  нескінченних 
підгруп поза сепаруючою 

підгрупою 
– 

1974-1978 
1997-1999 

А. Баранник, 
О. Одінцова 

Неабелеві групи 

Система всіх 
максимальних абелевих 

підгруп рангу 1 непростих 
порядків 

Майже 
дедекіндові групи 

1981 
Ф. Лиман,  
Т. Чечина 

Скінченні групи 
Система усіх максимальних 
підгруп силовських підгруп 

групи 
– 1982 Г. Уолс 

Неабелеві pd-
групи 

Система усіх pd-підгруп 
групи 

pdI -групи 1982 Ф. Лиман 

Неабелеві pd-
групи 

Система усіх нециклічних 
pd-підгруп групи 

Hpd -групи 1982 Ф. Лиман 

Неабелеві групи 
Система усіх  нециклічних 
підгруп поза сепаруючою 

підгрупою 
– 

1984-1986 
2000-2001 

Т. Чечина 
О. Одінцова 

Неабелеві pd-
групи 

Система усіх розкладних 
pd-підгруп групи 

pdi
-групи 1984-1988 Ф. Лиман 

Нескінченні pd-
групи 

Система усіх нескінченних 
pd-підгруп групи 

pINH -групи 1987-1990 Ф. Лиман 

Нескінченні 
неабелеві групи 

Система усіх підгруп, щоне 
мають скінченної системи 

твірних 
– 1989 

Л. Курдаченко, 
В. Пилаєв 

Неабелеві pd-
групи 

Система усіх абелевих 
нециклічних pd-підгруп 

групи 

HApd -групи 1991 Ф. Лиман 

Нескінченні 
неабелеві групи 

Система усіх  
нерозкладних циклічних 
підгруп поза сепаруючою 

підгрупою 

– 2005-2007 О. Одінцова 

  
Перші результати, отримані Ф.М. Лиманом наприкінці 60-х років минулого 

століття під керівництвом С.М. Чернікова, були пов’язані із вивченням класів H - та  
HA-груп, яких системи нормальних підгруп складалися лише з нециклічних та з 
абелевих нециклічних підгруп відповідно. Було встановлено, що за певних обмежень 
H -групи є розв’язними, а у періодичному випадку – нільпотеними, класу 2.  

Клас HA-груп виявився значно ширшим. Зокрема, серед неперіодичних HA-груп 

вже зустрічаються групи без скруту, а серед скінченних HA-груп – нерозв’язні. Вказані 
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результати були покладені в основу кандидатської дисертації «Групи з деякими 
системами інваріантних підгруп», яку Федір Миколайович захистив у жовтні 1968 року.  

Подальші дослідження Ф.М. Лимана стосувалися вивчення будови неабелевих 
груп, в яких нормальними є усі розкладні підгрупи. Такі групи в [9] були названі di-
групами. До di-груп були віднесені також усі неабелеві групи, що не містять розкладних 
підгруп. Було встановлено, що останні вичерпуються або кватерніонними 2-групами, 
або є групами Фробеніуса певної структури. З іншого боку, di-групи, що містять 
розкладну підгрупу, виявились розв’язними  і у випадку їх неперіодичності – 
обов’язково мішаними групами.   

У спільних роботах Ф.М. Лимана та Т.Г. Лелеченко (Чечиної) [23,25] вивчались 
групи, в яких нормальними є усі абелеві групи рангу 1 непростих порядків. Було 
доведено, що умова нормальності для вказаних підгруп рівносильна умові 
нормальності усіх циклічних підгруп складених порядків. Неабелеві групи, в яких 
множина циклічних підгруп складених порядків непорожня і складається лише з 
нормальних підгруп, названо майже дедекіндовими. Слід відзначити, що окремі класи 
скінченних майже дедекіндових груп паралельно вивчалися Г. Бернштейном та 
Л.С. Казаріним. 

У роботах [12-14] вивчалися групи, в яких нормальними є усі максимальні абелеві 
підгрупи рангу 2 (за умови існування вказаних підгруп у групі). Такі групи названі  
а2і-групами (або у випадку р-груп – а2ір-групами). Було доведено, що кожна а2ір-група є  

pH -групою, якщо у ній рівняння хр=1 має точно р2 розв’язків, а також подано повний 
опис нескінченних а2ір-груп, які є розширеннями квазіциклічних груп і мають точно три 
інволюції при р=2. Аналогічна задача була розв’язана й для а2ір-груп, в яких рівняння 
хр=1 має точно р2 розв’язків, і які не містять нормальної квазіциклічної підгрупи.  

Паралельно, у роботах [14,16] Ф.М. Лиманом було встановлено, що довільні 
нескінченні локально скінченні неабелеві р-групи, в яких рівняння хр=1  має точно р2 
розв’язків (р – довільне просте число) є циклічними розширеннями прямих добутків 

двох квазіциклічних р-груп і р 3. 
Великий цикл робіт (див., наприклад, [26, 28-30, 32-34,39, 41]) був присвячений 

дослідженню груп, в яких нормальними є ті чи інші системи pd -підгруп для деякого 

простого числа р. Так з’явилися класи pdI-груп, Hpd -груп, HApd -груп, INHp-груп, ІНр-
груп та dip-груп, в яких нормальними є відповідно: усі pd-підгрупи, усі нециклічні pd-
підгрупи, усі абелеві нециклічні pd-підгрупи, усі нескінченні pd-підгрупи, усі нескінченні 
абелеві pd-підгрупи та усі розкладні pd-підгрупи. Було доведено, що між 
досліджуваними класами груп існують тісні зв’язки. Наприклад, для неперіодичних 
локально розв’язних та нескінченних локально скінченних ненільпотентних pd-груп 
умова нормальності усіх нециклічних pd-підгруп є рівносильною умові нормальності 
усіх pd-підгруп.  

Інший спосіб розширити клас дедекіндових груп полягає у заміні умови 
нормальності нормалізаторною умовою. Вивчення груп з нормалізаторною умовою 
(або N-груп), тобто груп, в яких кожна власна підгрупа відмінна від свого 
нормалізатора, започатковано О.Ю. Шмідтом у 1916 р. Такого роду дослідження 
проводились також Б. Нейманом, С.М. Черніковим, О.Г. Курошем, Ю.А. Корзюковим, 
К.Ш. Кемхадзе, М.С. Черніковим, Ч. Хоббі, Г. Жордано та іншими алгебраїстами. Не 
залишились вони й поза увагою Лимана Ф.М. Декілька його робіт [20,21,27,31] 
присвячено дослідженню нескінченних груп з нормалізаторною умовою для 
нециклічних підгруп та  pd-підгруп.  
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У [20] було встановлено, що у класі нескінченних локально скінченних груп (як і у 
класі локально розв’язних груп без скруту) нормалізаторна умова для нециклічних 
підгруп рівносильна нормалізаторній умові для всіх підгруп. Аналогічний результат 
отримано при дослідженні локально нільпотентних груп з нормалізаторною умовою 
для pd-підгруп.  

Наведені вище результати щодо узагальнень дедекіндових груп та N-груп, були 
викладені Лиманом Ф.М. у монографії [48] та в докторській дисертації «Групи з 
обмеженнями на нормалізатори деяких систем підгруп», захищеній у 1996 році.  

Наприкінці 90-х років ХХ століття проблематика питання щодо вивчення груп з 
умовою нормальності для різних систем підгруп виявилась майже вичерпаною. Одним 
із шляхів подальших теоретико-групових досліджень стало дослідження груп з умовою 

нормальності для підгруп виділеної системи  не у всій групі, а у деяких її підгрупах. З 

цим  напрямком тісно пов’язане поняття -норми групи, що є перетином 

нормалізаторів певної родини її підгруп .  

При вивченні властивостей -норм виникає ряд проблем, пов’язаних з вивченням 

властивостей груп залежно від вибору системи підгруп  і певних обмежень, яким 

задовольняє -норма. Як правило, у  більшості з них в ролі -норми виступала вся 

група, тобто вивчалися групи з нормальними системами підгруп . 

Вперше ситуацію, коли -норма є власною підгрупою групи, почав вивчати  Р. Бер 

у 30-х роках минулого століття для системи  усіх підгруп групи. Звуження системи  
всіх підгруп до системи всіх циклічних і навіть всіх абелевих підгруп не приводить до 
розширення норми групи. Але при розгляді інших систем підгруп, зокрема, усіх 
нециклічних, усіх нескінченних, усіх нескінченних абелевих підгруп групи тощо (за 

умови, що такі підгрупи в групі існують), модифікована -норма буде, взагалі кажучи, 
відрізнятися від норми групи (див. таблицю 2).  

Окрім вивчення норми групи у значенні Бера, робилися поодинокі спроби 

дослідження інших -норм. Зокрема,  у 50–60-х роках минулого століття  вивчалися 
норми максимальних абелевих та субнормальних підгруп. Проте у той час вивчення 

взаємозв’язків між властивостями групи та її -норм стримувалося відсутністю 

достатньої інформації про будову -норм (або інакше – про будову груп, в яких 

нормальними є усі підгрупи заданої системи підгруп ). Тепер, коли в багатьох 

випадках будова –норми відома, з’явилася можливість досліджувати групи з наперед 

заданими властивостями їх  –норм.  
У 90-х роках  після тривалої перерви з’явились нові публікації, присвячені 

вивченню властивостей деяких -норм групи. У роботі [42]  Ф.М. Лиманом було 
введено поняття норми нециклічних підгруп групи, а в [42,45,46] вивчалися властивості 
нескінченних груп, в яких така норма має скінченний індекс. Подальші дослідження 
властивостей груп залежно від властивостей норми нециклічних підгруп проводились 
під його керівництвом  Лукашовою Т.Д.   

Напрямок досліджень властивостей груп за властивостями їх  -норм виявився 
досить плідним. Зокрема, вдалося конструктивно описати будову широких класів груп, 

в яких -норми є або нетривіальними, або мають скінченний індекс у групі для цілого 
ряду систем підгруп (зокрема, для систем нескінченних, нескінченних абелевих, 
нескінченних циклічних, абелевих нециклічних підгруп). Результати цих досліджень 
опубліковані у роботах [56-57,59-60, 68,69].  
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Таблиця 2 

Дослідження  -норм для виділених систем підгруп   
 

Виділена система 

підгруп  
Назва -норми 

Позначення 
норми 

Роки 
дослідження 

Дослідники 

Система усіх підгруп 
групи 

Норма групи )(GN  1934-1961 

Р.Бер 
Є.Шенкман, Л.Уос, 

Дж.Байдлеман, 
Г.Хайнекен, М.Невелл, 
Дж.Ван, С.Го, Н.Гавіолі, 

Л.Легаррета, С.Сіка, 
М.Тота, Ф.Руссо 

Система усіх 
субнормальних 

підгруп 

Підгрупа Віландта або 
норма субнормальних 

підгруп 

)(GW  1958 

Г.Віландт, Д.Робінзон, 
Дж. Розенблад, 

Дж.Коссі, О.Кегель,  
Дж.Коссі, Р.Брайс, 

Р.Брендл, Ф.Джованні, 
С.Франчіозі, А.Каміна, 

К.Касоло, 

Система усіх 
максимальних 

абелевих підгруп 

Норма максимальних 
абелевих підгруп 

NA(G) 1961 В.Каппе 

Система усіх  
нескінченних 

субнормальних 
підгруп групи 

Узагальнена підгрупа 
Віландта або норма  

нескінченних 
субнормальних підгруп 

)(GIW  1995 
Дж. Байдлеман, М. 
Діксон, Д.Робінсон 

Система  усіх 
нециклічних групи 

Норма нециклічних 
підгруп 

NG 1993-1997 Ф.Лиман, Т.Лукашова 

Система усіх 
зростаючих групи 

Норма зростаючих 
підгруп 

)(G  2000 Ф.Джованні, Ж.Вінцензі 

Система  усіх 
нескінченних 

абелевих підгруп 
групи 

Норма нескінченних 
абелевих підгруп 

NG(A∞) 2001 Ф.Лиман, Т.Лукашова 

Система усіх 
нескінченних підгруп  

групи 

Норма нескінченних 
підгруп 

NG(∞) 2001 Ф.Лиман, Т.Лукашова 

Система  усіх 
нескінченних 

циклічних підгруп 
групи 

Норма нескінченних 
циклічних підгруп 

)( CNG  2006 Ф.Лиман, Т.Лукашова 

Система усіх 
нециклічних pd-

підгруп групи 

Норма нециклічних pd-
підгруп 

)( HpdNG  2003 Т.Лукашова 

Система усіх 
абелевих 

нециклічних підгруп 
групи 

Норма абелевих 
нециклічних підгруп 

A
GN  

2004 
Ф.Лиман, Т.Лукашова, 

М.Друшляк 

Система усіх 
несубнормальних 

підгруп групи 

Норма 
несубнормальних 

підгруп 
)(GW 

 2005 Ф.Марі, Ф.Джованні 

Система усіх 
неабелевих підгруп 

групи 

Норма неабелевих 
підгруп 

)(GN 

 2005 Ф.Марі, Ф.Джованні 

Система усіх  pd-
підгруп групи 

Норма pd-підгруп )( pdING  2005 Т.Лукашова 

Система усіх Норма циклічних )( pG CN
 2007 Т.Лукашова, М.Друшляк 
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Виділена система 

підгруп  
Назва -норми 

Позначення 
норми 

Роки 
дослідження 

Дослідники 

циклічних підгруп  
непростих порядків 

групи 

підгруп непростих 
порядків 

 
Останнім часом Федір Миколайович велику увагу приділяє дослідженням 

властивостей норми абелевих нециклічних підгруп, про що свідчить цілий ряд спільних 
робіт з М.Г. Друшляк (див. наприклад, [74-75, 78-79]). 

Не менш вагомими є досягнення Федора Миколайовича Лимана не лише як 
науковця, а й у якості організатора науки. За його ініціативи у 1982 році на базі кафедри 
математики Сумського державного педагогічного інституту проведено VІІІ Всесоюзний 
симпозіум з теорії груп, в якому брали участь провідні науковці – фахівці у галузі 
сучасної алгебри. На Сумщині це було перше творче зібрання математиків такого 
високого рівня. 

За особистої ініціативи Ф.М. Лимана в 2001 році на базі Сумського педагогічного 
університету було проведено ІІІ Міжнародну алгебраїчну конференцію в Україні, в якій 
взяли участь понад 100 докторів і кандидатів наук з 20 країн світу. 

Проведенню таких масштабних заходів сприяли широкі наукові зв’язки Федора 
Миколайовича. Ще під час навчання в аспірантурі він неодноразово виступав з 
доповідями на найрізноманітніших алгебраїчних форумах: у 1967 році відвідав Батумі, у 
1968 році – брав участь у ІХ Всесоюзному алгебраічному колоквіумі у Гомелі. Потім 
були Краснодар (Всесоюзний симпозіум з теорії груп), Алма-Ата, Шушенське, Гомель 
(Всесоюзний симпозіум з теорії груп, 1975 рік), Черкаси (Всесоюзний симпозіум з теорії 
груп, 1977 рік), Ленінград (Всесоюзна алгебраїчна конференція, 1981 рік), Батумі 
(конференція математиків ВНЗ Грузинської РСР, 1981 рік), Москва (Всесоюзний 
симпозіум з теорії груп, 1984 рік), Кишинев (Всесоюзна алгебраічна конференція, 
1985 рік), Мінськ (Всесоюзний симпозіум з теорії груп, 1986 рік), Москва (Міжнародна 
алгебраїчна конференція, 2008 рік). У якості співголови або члену оргкомітету брав 
участь у роботі кількох Міжнародних алгебраїчних конференцій в Україні (з 1997 по 
2009 рр). 

На симпозіумі з теорії груп у Краснодарі зав’язалася тісна дружба з білорусами: 
Шеметковим Л.О., Монаховим В.С., Селькіним М.В. та Воробйовим М.Т. Федір 
Миколайович підтримував дружні стосунки з уральською алгебраїчною школою 
(Старостіним А.І., Фоміним А.М., Махньовим О.О.); з новосибірськими алгебраїстами 
(Мазуровим В.Д., Мерзляковим Ю.І., Каргаполовим М.І.) та цілою плеядою видатних  
математиків: Шунковим В.І. (Красноярськ), Ольшанським О.Ю (Москва), Кемхадзе Ш.С., 
Кемхадзе К.Ш. (Батумі), Горчаковим Ю.М. (Тверь),  Устюжаніновим А.Д. (Іркутськ). До 
речі, у 1967 році А.Д. Устюжанінов займався тією ж проблематикою, що і Федір 
Миколайович – досліджував групи з нормальними нециклічними підгрупами.  

Особливо теплі стосунки у Федора Миколайовича зав’язались з алгебраїстами 
Інституту математики НАН України та Київського національного університету імені 
Шевченка: Зайцевим Д.І., Дроздом Ю.А., Кириченком В.В., Сущанським В.І., 
Петравчуком А.П., Левіщенком С.С., Кузенним М.Ф., Черніковим М.С., 
Працьовитим М.П. та українськими математиками Кляцькою Л.М. (Черкаси), 
Семком М.М. (Ірпінь) та Курдаченком Л.А. (Дніпропетровськ). 

Продуктивна наукова діяльність Ф.М. Лимана завжди успішно поєднувалась з 
організаційно-педагогічною роботою. Його підручники з вищої математики, 
математичної логіки, числових систем, посібники з вищої алгебри користуються 
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заслуженою популярністю як серед студентів, так і серед викладачів математики 
багатьох вишів України. 
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