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АНАЛІЗ І ОЦІНКА ЕНЕРГЕТИЧНИХ ХАРАКТЕРИСТИК ДРОБАРОК З КЕРОВАНИМИ 
ПАРАМЕТРАМИ 

 
АНОТАЦІЯ. Розглянуто питомі витрати енергії на одиницю отриманої продукції в подрібню-

вальних машинах. З метою зменшення енерговитрат пропонується розробка узагальненої теорії 
подрібнення і її подальше дослідження. 

Ключові слова: дробарка, енерговитрати, напруження на площадці. 
 
АННОТАЦИЯ. Рассмотрены удельные затраты энергии на единицу получаемой продукции в 

дробильных машинах. С целью уменьшения энергетических затрат  предлагается разработка 
обобщенной теории измельчения и ее дальнейшее исследование.  

Ключевые слова: дробилка, энергетические затраты, напряжение на площадке.  
 
The SUMMARY. Work is devoted to survey of specific expenses of energy on unit of received production 

in crushing machines. With the purpose of reduction of power expenses development of the generalized 
theory of crushing and its further research is offered.  

Key words: the Crusher, power expenses, a pressure on a platform. 
 
 
Постановка проблеми 
Питомі витрати енергії на одиницю про-

дукції (що отримується) є основним техні-
ко-економічним показником подріблюва-
льних машин. 
Розробка питань, пов'язаних з визначен-

ням затрат енергії на подрібнення, є доволі 
складна задача бо затрати енергії залежать 
від цілого ряду факторів, які змінюються за 
процес роботи і важко піддаються розра-
хунку.  
Вирішальний вплив на процес подріб-

нення мають сили, що діють між частинка-
ми (міжкристалічні сили), оскільки руйну-
вання відбувається у найбільш слабких мі-
сцях  - площинах спайності. Точне визна-
чення величини міжкристалічних сил і 
створення єдиної теорії подрібнення зумо-
вило появу  різних гіпотез і є основною з 
ключових задач над вирішенням яких пра-
цює велика кількість інженерів. 
Складність вирішення цієї задачі полягає 

у великому числі параметрів, які визнача-
ють процес руйнування матеріалу (розміру, 
форми, наявності тріщин, взаємного розта-
шування шматків, крихкості, міцності, од-
норідності вихідного матеріалу, його воло-
гості, виду і стану робочих поверхонь ма-
шини). Тому залежність для визначення 
енерговитрат може бути представлена тіль-
ки в загальному вигляді, але існуюча вели-

ка кількість емпіричних залежностей не дає 
чіткого уявлення відносно процесу руйну-
вання, а є показником окремих технологій 
руйнування, які також не мають теоретич-
ного підґрунтя, так як процес руйнування 
матеріалу повинен бути обґрунтований  за-
конами будови і руйнування твердих тіл. 
Мета статті – аналіз енергоємності про-

цесу подрібнення. 
Аналіз останніх досліджень і публіка-

цій. 
Для визначення енергії відомо чотири 

основні закони. 
Розглянемо більш детально ці закони.   
1. Закон поверхонь, запропонований  

П. Ріттінгером, формулюється наступним 
чином: “Робота витрачена на подрібнення, 
прямо пропорційна поверхні кусків про-
дукту, отриманої в процесі подрібнення” 

,SkA удуд ∆⋅=                  (1) 

де k – коефіцієнт пропорційності, Нм/м2;   

удS∆ - величина новоутвореної поверхні, 

м
2. 
При подрібненні кубічного куска розмі-

ром D   з визначеною ступінню подрібнен-
ня і величина новоутвореної поверхні буде  
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де 
i

D
 - розмір кубічного куска подрібнено-

го продукту; ( )3
3

i
D

D
 - кількість кубічних 

кусків, утворених при подрібненні із ви-
східного куска. 
Робота подрібнення одного куска буде 

дорівнювати 

.DkD)1i(k6SkA 2
r

2 =−=∆⋅= удуд    (3) 

Цей закон застосовують у тих випадках 
коли степінь подрібнення матеріалів дося-
гає вельми великих значень, а об’єм подрі-
бнюваного тіла відносно невеликий, тобто 
при тонкому помелу. 

2. Закон подрібнення Кіка-Кірпічева, за-
кон об’ємів: “Енергія, необхідна для одна-
кового подрібнення форми геометрично 
подібних тіл, пропорційна об’ємам або ма-
сам цих же тіл”, тобто 
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де A – робота деформації, Нм; стσ - межа 

міцності, Н/м2; E – модуль пружності при 
стиску, Н/м2. 

Якщо прийняти, що  
E

k
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σ
=  - коефіці-

єнт пропорційності, то формулу можна за-
писати у наступному вигляді 

,DkVkA 3
КК ==                    (5) 

де Кk  - коефіцієнт пропорційності, Нм/м3; 

V – об’єм кубічного куска з ребром D . 
Аналізуючи приведені вище закони, не-

обхідно виділити наступне: закон Кірпіче-
ва-Кіка враховує затрати енергії на пружну, 
а потім пластичну деформацію тіла і зовсім 
не враховує витрат енергії на утворення но-
вих поверхонь, на подолання сил зовніш-
нього і  внутрішнього тертя, на втрати ене-
ргії, пов’язані з акустичним, електричним і 
тепловим явищами. Закон Ріттінгера, на-
впаки, не враховує затрати енергії на пруж-
ну і пластичну деформації тіла і враховує 
тільки витрати енергії для утворення нових 
поверхонь. 
Із наведеного вище виходить, що за про-

цес подрібнення, коли утворення нових по-
верхонь практично незначне, слід застосо-

вувати закон Кірпічева-Кіка, тобто точна 
відповідність гіпотези при крупному подрі-
бненні, змінювалась великим відхиленням 
при середньому подрібненні і повною не-
відповідністю при помелу. Тому у випадку 
помелу матеріалу при інтенсивному утво-
ренні нових поверхонь ця гіпотеза майже 
не застосовується.    

3. Ф. Бонд вважав, що витрачена робота 
повинна включати роботу деформації (де-
формація об’єму)  і утворення нових повер-
хонь (поширення тріщин). Теорія Бонда 
вказує на те, що енергія, яка передається 
тілу під час стиску, розподіляється спочат-
ку по його масі і відповідно пропорційна  

3D , але з моменту початку утворення на 
поверхні тріщин ця енергія концентрується 
на поверхні по краях тріщин, і тоді вона 
пропорційна 2D . За цією основою прийма-
ється, що робота руйнування пропорційна 
середньому геометричному із об’єму і по-
верхні куска, тобто 

,DkDDkA 5,223
прпр ==        (6) 

де A – робота, витрачена на подрібнення; 
D – лінійний розмір куска; 

прk  – коефіцієнт пропорційності. 

Загальний вигляд рівняння Ф. Бонда: 

,
11

8080













−=

Dd
kA                 (7) 

де 8080, Dd  - розміри отворів сит, через які 
проходить 80% матеріалу відповідно до і 
після подрібнення. 
Ф.Бонд також запропонував свою мо-

дель руйнування шматка матеріалу. Споча-
тку дробильні елементи стискають матері-
ал, під дією зусиль елемент деформується і 
поглинає енергію. При перевищенні в будь-
якій точці руйнуючого напруження утво-
рюється тріщина, енергія якої перетворю-
ється в роботу по розширенню тріщини, 
внаслідок чого частинка розколюється. Ви-
никнення першої тріщини відбувається 
внаслідок локального досягнення гранич-
них значень зусиль в структурі матеріалу. 
Ф. Бонд робить припущення і прирівнює 
границю пружності крихкого матеріалу до 
границі міцності, таким чином стверджую-
чи, що для утворення першої тріщини, ене-
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ргія накопичується у вигляді енергії пруж-
них напружень. Переміщення енергії до 
країв тріщини приводить до концентрації 
напружень в інших місцях внаслідок чого 
утворюються додаткові тріщини і розриви. 
Але сила стиску може бути прикладена так 
швидко, що тріщина в частинці виникає до 
встановлення рівномірного розподілення 
енергії, внаслідок чого зменшується кіль-
кість енергії необхідної для руйнування. 
Тобто робота, на думку Ф.Бонда, що витра-
чена на руйнування шматка матеріалу є ро-
бота, яка витрачається на утворення першої 
тріщини.  
Модель Ф.Бонда є недосконалою, бо ва-

на не врахуває: пластичні ефекти, прирів-
нявши границю пружності і міцності мате-
ріалу, властивості мікропружності і макро-
пружності зразка.     
Закон Ю.Бонда застосовується взагалі 

для зони, яка знаходиться між зонами міл-
кого подріблення і грубого помелу. 
Дж. Свенсен і Дж. Мюркес, аналізуючи 

формулу Ф.Бонда запропонували свій варі-
ант: 
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де 0E  - фактор пропорційності; 80k  - роз-
мір чарунок сита, крізь які проходить 80% 
продукту  подрібнення; f80k  - розмір чару-
нок сита, крізь яке проходить 80% висхід-
ного  матеріалу. 
Після проведення дослідів Дж. Свенсен і 

Дж. Мюркес узагальнили формулу і при-
йшли до висновку, що не слід пов’язувати 
кількість затраченої енергії з розміром 
шматків, відповідним процентом прохо-
дження, і що критерієм процесу подрібнен-
ня, є середній розмір шматків для будь-
якого процента проходження. Остаточно 
формула набула такого вигляду: 
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де  m– показник степеня, m=0,8-1,3. 
Тут mk  визначається за формулою 
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де 1090 kk −  - розміри граничних частинок, 
менше яких, за розміром містяться відпові-
дно 90, 70, 50, 30, 10%. 
Е. Пірет проробив ряд досліджень за 

ударним і квазістатичним руйнуванням  
кварцу, намагаючись підтвердити модель 
Ф.Бонда.  
На його думку критичні напруження при 

малих концентраціях енергії виникають 
тільки в деяких точках, як наслідок відбу-
ваються протяжні розриви з утворенням 
невеликої кількості частинок з великою 
площею поверхні (повільний стиск). При 
великих концентраціях енергії критичне 
напруження швидко і послідовно зростає в 
ряду точок. Розриви поширюються на малі 
відстані, новоутворена поверхня мала але 
утворена за рахунок багатьох частинок. В 
другому випадку витрачатиметься більше 
енергії ніж в першому. Перевищення по 
площі новоутвореної поверхні є 19- крат-
ним при низьких концентраціях енергії (по-
вільний стиск). 
На основі дослідів Е. Пірет зробив ви-

сновок, що навіть при малих концентраціях 
енергії (повільний стиск) завжди відбува-
ються її великі втрати.   
П.А.Ребіндер об’єднав закони Рітінгера і 

Кірпічева-Кіка, вважаючи, що руйнування  
настає після деформації куска і повна робо-
та дроблення дорівнює сумі роботи дефор-
мації і роботи утворення нових поверхонь. 
Основні положення теорії Ребіндера на-

ступні: при деформації твердих тіл за пері-
од, безпосередньо передуючий його руйну-
ванню, тобто за період пружних і пластич-
них деформацій, накопичується об’ємна 
енергія, яка при досягненні критичного 
значення приводить до руйнування твердих 
тіл. Фізично цей процес виражається в 
утворенні тріщин в місцях дефектів струк-
тури матеріалу, за яких і відбувається руй-
нування. Закон П.А.Ребіндера математично 
можна виразити в наступному вигляді: 

,VkFkA .. ∆∆ 2пр1пр +=                  (11) 

де A- робота, витрачена на руйнування   

твердого тіла, дж;  пр.1k – коефіцієнт про-

порційності, н/м;  F∆ - новоутворена при 
руйнуванні поверхня, м2; пр.2k  – коефіцієнт 
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пропорційності, н/м2; V∆ - деформована 
частина об’єму тіла, м3. 
Гіпотеза П.Ребіндера була доповнена 

складовою зовнішнього тертя і представле-
на у вигляді: 

DKDKDKA f
2

2
3

1 ++= ,               (12) 

де f21 K,K,K  - відповідно коефіцієнти 
пропорційності для утворення нової повер-
хні, залишкової деформації і зовнішнього 
тертя. 

 А.К. Рундквіст запропонував таку уза-
гальнюючу формулу 

( )kDdkdA −= 4/
,                   (13) 

де ( k−4 ) – показник ступеня, який визна-
чається дослідним шляхом. 
Продиференціювавши залежність отри-

маємо 

 dDDkkdA k−−= 3/)4( .               (14) 
Якщо припустити, що вся маса матеріа-

лу, який має загальний об’єм Q, складаєть-
ся із однакових за розміром шматків, то за-
гальне число шматків 
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n =                         (15) 

 Тоді елементарна робота 
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де 0k  - стала. 
За зміною розміру шматка матеріалу від  

0D  (початковий) до kD  (кінцевий) повна 
робота в загальному випадку буде дорівню-
вати: 
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і остаточно робота ( формула А.К. Рундкві-
ста) 
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Із загальної формули А.К. Рундквіста 
можна отримати всі часткові випадки, при-

ймаючи для показника  k  відповідні чис-
лові значення: для гіпотези Ріттінгера  
k =2; для гіпотези Ф. Бонда  k =1,5. Для 

гіпотези Кірпічева-Кіка при k =1 формула 
А.К.Рундквіста приводить до невизначено-

сті
0

0 . Тому слід повернутись до рівняння 

(14) і прийняти k =1, тоді: 
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Звідки 
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Більш універсальну узагальнюючу фор-
мулу запропонував проф. Блохін В.С.: 

nx

dx
kdE / −= ,                  (21) 

де /E – питома енергія, надана одиниці 
об’єму тіла, що руйнується, необхідна для 
приросту енергії новоутвореної поверхні;   
k – коефіцієнт пропорційності;  x  – серед-
ній діаметр зерен; n - коефіцієнт, який за-
лежить від діапазону крупності і способу   
подрібнення. 
Геометрична інтерпретація цього виразу 

зображена на рис. 1. 
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Риc.1 Залежність питомої витрати енергії Е/ 

від крупності твердих частинок 
матеріалів, що руйнуються 

 
Шляхом інтегрування диференціального 

рівняння загальної гіпотези  ми можемо 
отримати відомі гіпотези: 
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П.Ріттінгера при n =2; Кірпічева-Кіка 
при  n =1; Ф.Бонда при n =1,5.   
Механізм руйнування, на думку В.С. 

Блохіна, наступний. На початковій стадії 
взаємодії інструмента з породою відбува-
ється їх пружна деформація в зоні контак-
ту, потім в місці їх зіткнення утворюється 
невелика вм’ятина (деформація стиску, ви-
кликаючи мікроруйнування породи). 
Останнє відбувається при порівняно неве-
ликих навантаженнях (10-30% від наванта-
ження, необхідного для здійснення повного 
руйнування). Із збільшенням навантаження 
до 40-50% від руйнуючого формуються кі-
льцеві тріщини, які розповсюджуються 
концентричними колами навколо зони кон-
такту, і які супроводжуються видавлюван-
ням породи по цим тріщинам і крихким 
сколам (розтягнення). Одночасно почина-
ється формуватись ядро попереднього руй-
нування. При збільшенні навантаження по-
являються конічні тріщини, які розповсю-
джуються в середину породи від поверхні 
контакту (розтягнення). Ці тріщини розді-
ляють навантажену породу на два конуса 
(внутрішній і зовнішній). Ядро ущільнення 
(попереднього руйнування) повністю впи-
сується у внутрішній конус. Подальше збі-
льшення навантаження до 60-80% від руй-
нуючого викликає зорстання площадки  
контакту, зародження і руйнування по но-
вим концентричним тріщинам, крихке руй-
нування породи в ядрі (порода стирається в 
порошок) і розвиток конічних тріщин. По 
мірі подальшого навантаження внутрішній 
конус і ядро збільшуються, зазнаючи все-
бічний стиск, відбувається інтенсивне утво-
рення тріщин (стиск), викликаючи розши-
рення об’єму конуса і ядра. Останні, 
виконуючі роль клина, розривають зовніш-
ній конус (розтягнення). Руйнування відбу-
вається вибухоподібним чином із значним 
розльотом відколених частин породи. При 
цьому навантаження, які припадають на 
руйнування зовнішнього конуса, в 20 раз 
менше, чим навантаження, прикладені до 
зруйнованої гірської породи (100%), при 
цьому, до 80% всього навантаження витра-
чається тільки на підготовку до руйнування 
зовнішнього конуса, формування ядра по-
переднього руйнування ( усестороннього 

стиску) і розвиток внутрішнього конуса, а 
всього на підготовку до руйнування шматка 
гірської породи – до 95%. 
Цікаву енергетичну гіпотезу висловив 

Р.А.Родін.  
Він встановив, що процес руйнування 

шматка гірської породи правильної форми з 
ізотропними властивостями складається із 
наступних стадій (рис.2): 

1) Поява контактів і виникнення пруж-
них деформацій (1-0); 

2) Утворення зони всебічного стиску її 
збільшення і формування до моменту появи 
ефективної тріщини (1-2); 

3) Виникнення ефективної тріщини і її 
розвиток до критичних розмірів  (2-3); 

4) Швидкісний розвиток ефективної 
тріщини до повного руйнування подрібню-
ваного шматка (3-4) і повної витрати пруж-
ної  енергії. 
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Рис.2  Руйнування пружно-крихкого тіла 

за Р.А.Родіним: 
I – деформація преса; 

II – руйнування зразків різної міцності 
 
Було встановлено, що велика частина 

енергії витрачається на пружну деформа-
цію самої системи – дробарки або преса. 
(На прикладі рис. 2, 80% енергії затрачу-
ється на деформування преса при подріб-
ненні міцного вапняку). Розподіл енергії по 
стадіям руйнування є таким: 1 – 10%; 2 – 
73,4%; 3 – 22,5%; 4 – 4,4%. 
Схема руйнування матеріалу за 

Р.А.Родіним є наступною. 
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Спочатку в зоні дії сили утворюється 
площадка контакту і відбувається пружній 
стиск. Після досягнення визначених зусиль 
починається місцеве руйнування з утворен-
ням зони всебічного стиску конічної фор-
ми. По мірі збільшення зусиль збільшуєть-
ся площа контакту і відповідно об’єм кону-
са.  
Простір в середині зони всебічного стис-

ку складається із частинок, які складають 
97% всієї новоутвореної поверхні руйну-
вання. Ці частинки підлягають сильним на-
вантаженням, ефективному тертю між со-
бою, при формуванні і розширенні зони 
стиску і утворенню ефективної тріщини, на 
що і витрачається (95%) енергії. 
Р.А.Родін запропонував математичний 

вираз витрат роботи на подрібнення шмат-
ка матеріалу правильної форми з ізотроп-
ними властивостями: 
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де рσ  -  межа міцності матеріалу під час 

розколу;  фk - коефіцієнт форми в зоні кон-

такту, границі зміни 0,318-0,5; Вk - коефіці-
єнт пропорційності;  кст.σ - граничне напру-
ження під час стиску; αtg - коефіцієнт тер-
тя;   R – радіус руйнування шматка. 
Запропонована гіпотеза може бути сфо-

рмульована таким чином: робота, затрачена 
на одиничне руйнування шматка гірської 
породи, пропорційна роботі, затраченій на 
утворення нових поверхонь і тертю між 
утвореними поверхнями в зоні всебічного 
стиску. 

 
Висновок 
З наведених вище законів слід зазначити, 

що не один з них не дає точного уявлення 
про руйнування матеріалу. Закон Ріттінгера 
враховує степінь подрібнення, обумовлену 
приростом новоутворених поверхонь, але 
до теперішнього часу ще не визначена оди-
нична робота А0, яка відповідає одиниці 
приросту поверхні для різних матеріалів. 

Закон Кірпічева – Кіка враховує роботу 
деформацій до моменту отримання першої 
тріщини, але не враховує степінь подріб-
нення. 
За законом Ребіндера враховуються сте-

пінь подрібнення, робота деформації і зов-
нішнє тертя, але не  вказані методи визна-
чення кількості циклів повторень знако-
змінних зусиль для повного руйнування 
матеріалу. 
Тому всі розглянуті закони основуються 

на процесі подрібнення тіл правильної гео-
метричної форми під дією рівномірно роз-
поділених стискаючих навантаженнях, фа-
ктично ж руйнування матеріалу відбуваєть-
ся під дією зосереджених навантажень. То-
му застосування законів для розрахунку 
дробильно-помольних машин ускладнене і 
потребує введення додаткових поправкових 
коефіцієнтів. 
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