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Моделювання робочих процесів машин 
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ОПТИМІЗАЦІЯ РЕЖИМУ ПУСКУ ВИСУВНОЇ РУКОЯТІ  

КРАНА–МАНІПУЛЯТОРА ПІД ЧАС ГОРИЗОНТАЛЬНОГО ПЕРЕМІЩЕННЯ ВАНТАЖУ 
З УРАХУВАННЯМ ЙОГО КОЛИВАНЬ  

 
АНОТАЦІЯ. Приведено спосіб усунення коливань вантажу на етапі пуску висувної рукояті крана-

маніпулятора при шарнірному кріпленні вантажу на жорсткому підвісі. Оптимізація проводиться за 
допомогою варіаційного числення. 
Ключові слова: маніпулятор, оптимізація, плавність руху. 
 
АННОТАЦИЯ. Приведен способ устранения колебаний груза на этапе пуска выдвижной рукояти 

крана-манипулятора при шарнирном креплении груза на жестком подвесе. Оптимизация прово-
диться с помощью вариационного исчисления. 
Ключевые слова: манипулятор, оптимизация, плавность движения. 
 
SUMMARY. The provides a method of eliminating vibrations of the goods at the stage of starting the 

crane with articulated suspension of cargo on a hard link. Optimization carried out with the help of calculus of 
variations 

Key words: manipulator, optimization, smoothness of motion. 
 
 
Постановка проблеми  
Крани-маніпулятори з гідроприводом на 

транспортних засобах отримали досить 
широкого застосування в лісопромислово-
му комплексі та сучасному будівництві. За-
стосування кранів-маніпуляторів дозволяє 
скоротити час простою автотранспорту та 
кількість автотранспортних засобів; значно 
скоротити, під час вантажних робіт, вико-
ристання стрілових самохідних кранів; під-
вищити чіткість та ритмічність доставки 
вантажів.  
При роботі кранів-маніпуляторів, за 

процес зміни вильоту, в їх стріловій системі 
виникають складні коливальні процеси, які 
є наслідком зміни навантажень та перероз-
поділу енергії під час пуску та гальмування 
[1, 2]. Це викликає нерівномірний рух ван-
тажозахоплювального пристрою, виника-
ють додаткові навантаження на силові еле-
менти та систему приводу, створюються 
незручності при експлуатації. 
Отож постає задача створення режимів 

руху крана-маніпулятора під час зміни ви-
льоту вантажу, які будуть виключати його 
коливання. 

 
 
 

Аналіз останніх досліджень і публіка-
цій  
Проблему усунення коливань вантажу в 

кранах розглядалося у роботах [3, 4], проте 
розв’язок даної проблеми для кранів-
маніпуляторів з гідроприводом у повному 
обсязі не було розглянуто. Слід відмітити 
дослідження даної проблеми, які ґрунту-
ються на використанні математичних тео-
рій оптимальних процесів [5, 6], проте такі 
дослідження більше проводилися для кра-
нів із гнучким підвісом вантажу. Для сис-
тем, де підвіс вантажу є жорстке тіло, такої 
задачі розв’язано не було. 
Один із аспектів вирішення проблеми 

усунення коливань в маніпуляторах із гід-
роприводом покладено на гідроакумулюючі 
пристрої системи гідроприводу, які за ра-
хунок своїх параметрів виконують роль га-
сителів коливань. Проте такі пристрої є не-
досконалими та повністю не усувають ко-
ливань, так як для них не розроблено мето-
дики розрахунку режимів руху стрілової 
системи маніпулятора за яких будуть відсу-
тні коливання.  
Відмітимо також те, що сучасні способи 

усунення коливань вантажу пропонується 
реалізовувати за допомогою певної керую-
чої дії на об’єкт керування під час перехід-
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них режимів його руху (розгін, гальмуван-
ня). 
Плавність зміни кінематичних та дина-

мічних характеристик стріли крана-
маніпулятора з вантажем із одночасним 
демпфіруванням коливань вантажу можна 
отримати за допомогою використання тео-
рії варіаційного числення [7].  

 
Метою даного дослідження є оптиміза-

ція руху висувної рукояті крана – маніпуля-
тора з вантажем в процесі горизонтального 
руху під час перехідних режимів; усунення 
коливань вантажу закріпленого на жорст-
кому підвісі в кінці перехідного режиму 
руху. 

 
Виклад основного матеріалу 
Розглянемо динамічну модель крана-

маніпулятора (рис.1), що складається зі 
стійки 1, підйомної стріли 2, рукояті 3, ви-
сувної балки 4, вантажозахоплювального 
пристрою 5 та привідних гідроциліндрів 6, 
7, 8.  
Проведемо дослідження процесу зміни 

вильоту вантажу за рахунок горизонтально-
го переміщення висувної балки 4. Стріла 2 
та рукоять 3 при зміні вильоту, в цьому ви-
падку, залишатимуться нерухомими. При-

ймемо також наступні припущення: підві-
шений захоплюючий пристрій з вантажем 
подібний до вільно висячого фізичного ма-
ятника; припускаємо, що поперечні коли-
вання вантажу порівняно з повздовжніми 
коливаннями незначні, тому їх дію не вра-
ховуємо. 
За узагальнюючі координати наведеної 

динамічної моделі крана-маніпулятора при-
ймаємо координати висувної балки 1x  і ва-
нтажу x .  
Кінетична енергія системи, що розгляда-

ється має вигляд: 
222

11 2

1

2

1

2

1
xmJxmT &&& +ϕ+= ,          (1) 

де 1m  – зведена маса висувної рукояті кра-
на-маніпулятора; m– зведена маса ванта-
жу, вантажозахоплювального пристрою та 
підвісу; J – зведений в точку закріплення 
момент інерції вантажу, вантажозахватного 
пристрою та підвісу. 
Рівняння руху наведеної системи під час 

горизонтального переміщення вантажу ви-
значатимуться з рівняння Лагранжа 2-го 
роду й матимуть наступний вигляд: 

 Рис. 1. Динамічна модель зміни вильоту вантажу крана-маніпулятора 
при горизонтальному переміщенні висувної балки 
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де x– координата центра мас вантажу під 
час руху; 1x – координата переміщення при-
веденої маси висувної балки крана-
маніпулятора; g – прискорення вільного 
падіння; l – відстань від точки кріплення 
вантажозахоплювального пристрою до 
центра ваги вантажу, вантажозахоплюваль-
ного пристрою та підвісу; F – привідне зу-
силля в гідроциліндрі, що діє на висувну 
балку; W – сила опору переміщення, що діє 
на висувну балку. 
Із рівняння (2) визначимо відхилення  

вантажу, яке виникає під час руху: 
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Для дослідження мінімізації відхилення 
вантажу запишемо критерій руху у вигляді 
функціонала, який необхідно мінімізувати, 
наступним чином:   
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або 
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Необхідно також задати крайові умови 
руху висувної рукояті з вантажем, які для 
режиму пуску будуть наступними: 
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Умовою мінімуму функціонала (5) є сис-
тема рівнянь Ейлера-Пуассона [4]: 
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Після перетворень та спрощення система 
(7) перепишеться таким чином: 
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Взявши інтеграл лівої та правої частин 
рівняння (9) та визначивши сталі інтегру-
вання за даних крайових умов (6), отрима-
ємо залежність зміни переміщення висувної 
рукояті в залежності від переміщення ван-
тажу: 
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Прискорення висувної рукояті маніпуля-
тора залежно від прискорення вантажу бу-
де: 
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Підставивши в рівняння руху (2) залеж-
ності (10) та (11) після спрощень, отримає-
мо закон зміни вильоту вантажу, що задо-
вольнятиме мінімум функціонала (5), 
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Для заданих параметрів динамічної мо-
делі ( J = 900кг×м2, m= 1000кг, 1m = 500кг, 

l = 0.9м ) на ділянці пуску системи ( 1t = 3с, 
V = 0.4 м/с) характеристики зміни перемі-
щення та швидкості динамічної моделі ма-
ніпулятора, що розглядається з вантажем, 
які забезпечуватимуть критерій (5) зобра-
жені на рис.2 та рис.3. 

 

 
Рис.2. Залежність зміни переміщення висувної 

рукояті маніпулятора та вантажу 
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Рис.3. Залежність зміни швидкості висувної 

рукояті маніпулятора та вантажу 
 
Реалізація отриманого режиму руху не 

можлива, що видно з графіка на рис.2. Від-
сутність збігу координат вантажу та приві-
дної ланки на початку руху та їх початкові 
значення не дають можливості здійснити 
рух системи. 
Розглянемо критерій, який виражається 

функціоналом з підінтегральною функцією 
у вигляді похідної від відхилення вантажу: 
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за крайових умовах руху висувної рукояті з 
вантажем: 
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Умовою мінімуму функціоналу (14) є 
система рівнянь Ейлера-Пуассона: 
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Після перетворень та спрощення система 
(16) визначиться наступним чином: 
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Розв’язок рівняння (18) за крайових умов 
(15) буде мати наступний вигляд: 
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Прискорення висувної рукояті маніпуля-
тора при горизонтальному переміщенні за 
визначеного закону руху вантажу буде ма-
ти наступну залежність 
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Графічне зображення зміни переміщення 
та швидкості динамічної моделі маніпуля-
тора, що розглядається з вантажем, які за-
безпечуватимуть критерій (13), зображені 
на рис.4 та рис.5. 

 

 Рис.4. Залежність зміни переміщення висувної 
рукояті маніпулятора та вантажу 

 

 
Рис.5. Залежність зміни швидкості висувної 

рукояті маніпулятора та вантажу 
 
З аналізу за наведеними графіками (рис.4 

та рис.5) отриманого закону руху (19) вису-
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вної рукояті та вантажу при їх горизонта-
льному переміщенні, маємо, в початковий 
момент руху, відхилення швидкостей ван-
тажу та рухомої ланки маніпулятора на фік-
совану величину, що свідчить про немож-
ливість реалізації даного режиму руху. 
Дослідимо критерій оцінки руху, що ви-

ражається функціоналом з підінтегральною 
функцією у вигляді другої похідною від ві-
дхилення вантажу,  
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за крайових умовах руху висувної рукояті з 
вантажем: 
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Умовою мінімуму функціоналу (14) буде 
система рівнянь Ейлера-Пуассона: 
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Виконавши перетворення та спрощення 
системи (24) отримаємо 
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Розв’язок рівняння (26) за крайових умов 
(23) матиме наступний вигляд 
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Прискорення висувної рукояті маніпуля-
тора при горизонтальному переміщенні за 
визначеного закону руху буде мати наступ-
ну залежність 
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  (28) 

Графічне зображення зміни переміщення 
та швидкості динамічної моделі маніпуля-
тора з вантажем, що розглядається, які за-
безпечуватимуть критерій (21), зображені 
на рис.6 та рис.7.  
Приведені на рис.6 та рис.7 графіки руху 

вантажу та висувної рукояті маніпулятора, 
свідчать про можливість реалізації отрима-
ного оптимального режиму переміщення 
вантажу з усуванням коливань вантажу піс-
ля завершення циклу пуску системи. 

 

 
Рис.6. Залежність зміни переміщення висувної 

рукояті маніпулятора та вантажу 
 

 Рис.7. Залежність зміни швидкості висувної 
рукояті маніпулятора та вантажу 
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Для реалізації руху динамічної системи  
приведеної на рис.1 на етапі її пуску за ре-
жимом (27), визначимо привідне зусилля, 
яке необхідно створити привідним гідроци-
ліндром маніпулятора. Із системи рівнянь 
руху (2) маємо: 

11 xmxmF &&&& ⋅+⋅= ,   (29) 

де x&&  та 1x&& - оптимізовані прискорення ван-
тажу та висувної рукояті. 
Закон зміни прискорення вантажу, що 

задовольнятиме мінімум функціонала (21), 
отримаємо з рівняння руху (2), підставивши 
в його залежності (27) та (28) та матиме на-
ступний вид: 
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(30) 

На рис.8 зображено графічну залежність 
зміни привідного зусилля, яке повинен роз-
винути гідроциліндр приводу висувної ру-
кояті маніпулятора.   

  

   
Рис.8. Зміна зусилля в привідному гідроцилінд-

рі висувної рукояті маніпулятора 
 
 
Висновок 
В роботі розглянуто методику розрахун-

ку оптимального режиму пуску висувної 
рукояті маніпулятора разом із вантажем під 
час її горизонтального переміщення при 
шарнірному закріпленні вантажу на жорст-
кому підвісі. Визначено кінематичні харак-
теристики руху системи та рушійна сила в 

привідному механізмі за яких усувається 
коливання вантажу. Дану методику розра-
хунку треба використовувати при синтезі 
режимів роботи висувної рукояті маніпуля-
тора під час її горизонтального переміщен-
ня для усунення коливання вантажу. 

За результатами даного дослідження ви-
значено, що коливання вантажу будуть 
усуватися якщо оптимізація режимів руху 
виконується за критерієм прискорення від-
хилення вантажу. 
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