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АНАЛІЗ ІСНУЮЧИХ МОДЕЛЕЙ КІНЕМАТИЧНИХ СПІВВІДНОШЕНЬ ПРИ КОЧЕННІ КОЛЕСА  
З ПНЕВМАТИЧНОЮ ШИНОЮ ПО ПЛОСКІЙ ОПОРНІЙ ПОВЕРХНІ, ЩО ДЕФОРМУЄТЬСЯ  

  
АНОТАЦІЯ. Проведено аналіз існуючих моделей кінематичних співвідношень при коченні колеса з 

пневматичною шиною по плоскій опорній поверхні, що деформується, в області їхнього контакту. 
Ключові слова: кочення колеса, кінематика, деформація, опорна поверхня, проковзування. 
 
АННОТАЦИЯ. Проведен анализ существующих моделей кинематических соотношений при ка-

чении колеса с пневматической шиной по плоской деформирующейся опорной поверхности в об-
ласти их контакта.  
Ключевые слова: качение колеса, кинематика, деформация, опорная поверхность, проскальзывание. 
 
SUMMARY. The analysis of existing models of the kinematic relationships is carried out at rolling wheel 

with the pneumatic tyre on a flat deformed basic surface in the field of their contact. 
Key words: rolling wheel, kinematics, deformation, basic surface, slip. 
 
  
Вступ

Кочення колеса з пневматичною шиною 
(еластичного колеса – ЕК) по плоскій опор-
ній поверхні, що деформується – ПДОП 
(ґрунту, землі, сніговій цілині тощо), за різ-
них режимів його силового навантаження, 
обов’язково супроводжується явищем про-
ковзування (ковзання) [1] елементів проте-
ктора шини відносно опорної поверхні. Во-
но, в наслідок тертя ковзання, з одного бо-
ку, суттєво впливає на тягово-зчіпні влас-
тивості рушія [2], а з іншого – на зношення 
протектора шини [3] і строк її служби в ос-
новному за зазначеної причини [4].     

 
Аналіз публікацій і стан проблеми 
Явище проковзування (ковзання) ЕК при 

прямолінійному русі по ПДОП докладно до-
сліджено в [2] і значно уточнено в [5]. Разом 
з цим, до основних недоліків останньої мо-
делі взаємодії ЕК з ПДОП варто віднести 
також, як в [2], апріорне прийняття форми 
поздовжньої лінії контакту як в зоні заван-
таження, так і в зоні розвантаження дугами 
радіусів 1R  і 2R , а також незбіг напрямків 

деформацій тіл, що одночасно контактують.  
В роботі [6] вперше, без обмежень, крім 

геометричних і кінематичних, теоретично 
отримано рівняння поздовжньої лінії конта-
кту ЕК з ПДОП у вигляді моделей, що скла-
даються з нескінченного великого числа 
елементів різної реологічної природи, тобто 

паралельно розташованих тіл Гука, Ньютона 
і Сен-Венана для ЕК та Гука і Ньютона для 
ПДОП, що одночасно деформуються у раді-
альному напрямку [7], рис. 1. На цій основі 
отримано теоретичні залежності швидкості 
проковзування елементів протектора пнев-
матичної шини відносно опорної поверхні 
від коефіцієнта буксування рушія [8]. 

 

 
Рис. 1. Схема силової взаємодії ЕК з ПДОП 

при коченні колеса (при дії на вісь колеса тіль-
ки сили XP  для веденого режиму його силово-
го навантаження, а під час прикладання до ко-
леса тільки крутного моменту KM  – для віль-
ного режиму): А – величина шару ґрунту, що за-
знає деформації   
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Мета та постановка задачі 
Задача полягає в порівнянні існуючих 

моделей [5,8] кінематичних співвідношень 
при коченні ЕК по ПДОП та аналізі їх 
впливу на тягово-зчіпні властивості рушія і 
зношення протектора пневматичної шини.  

 
Виклад основного матеріалу 
Основні припущення, що було застосо-

вано під час теоретичних досліджень кіне-
матики кочення ЕК по ПДОП в роботах 
[5,8] значною мірою відповідають методо-
логічним положенням, які прийняті авто-
рами цих робіт з [9]. Разом з цим ряд при-
пущень із [5] призводить до різних (за ве-
личиною) кінцевих результатів [8] щодо 
кінематичних співвідношень у зоні контак-
ту ЕК з ПДОП. 

 
Рис. 2. Схеми для дослідження кінематики ко-

чення ЕК по ПДОП: а – згідно з [5]; б – згідно з [8]  

 
По-перше, як відзначено раніше [6], це 

апріорне прийняття [5] форми поздовжньої 
лінії контакту в зонах завантаження (nO) і 
розвантаження (Om) дугами радіусів відпо-
відно 1R  і 2R  (рис. 2а). Визначення цих ра-

діусів (у наших позначеннях) здійснюється 
за наближеними виразами [10]:  

0
1 0 1 Z

ЗГ

h
R r

h

 
= + 

 
; 0

2 0 1 Z

ПГ

h
R r

h

 
= + 

 
, 

де 0r  – радіус недеформованого профілю 

пневматичної шини, тобто її профілю поза 
зоною контакту з ПДОП; 0Zh  – нормальний 

прогин шини; ЗГh , ПГh  – відповідно зага-

льна і пружна деформації опорної поверхні 
(ґрунту). 
По-друге, в [5] прийнято, що шина де-

формується в радіальному напрямку, а опо-
рна поверхня (ґрунт) – в напрямку нормалі 
до поверхні контакту, тобто в напрямку ра-
діусів 1R  і 2R . В роботі [8] зазначені дефо-

рмації відповідно до прийнятих моделей 
ЕК і ПДОП [7] виникають одночасно у ра-
діальному напрямку (рис. 2б). 
Проаналізуємо залежності швидкості 

проковзування довільного елемента протек-
тора пневматичної шини (ЕК) у зоні її кон-
такту з ПДОП, тобто ( )Пі ПіV V xξ ξ∆ ∆=  для 

моделі [5] і ( )Пі ПіV Vξ ξ∆ ∆ ϕ=  для моделі [8]. 

Для моделі взаємодії ЕК з ПДОП згідно 
з [5] маємо 
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,(1) 

де 0 0 0Zr hρ = − ; індекс і при R  відповідає 1 

для зони завантаження (nО), а 2 – розван-
таження (Om).  
Представимо вираз для кдV  в (1) у ви-

гляді 0кд K OV /ω ρ θ=  або згідно з [2] 

( )0 1кд KV ω ρ δ≈ − , де Oθ  і δ  – відповідно 

коефіцієнт проковзування центральної опор-
ної точки – О (рис. 2) ЕК і коефіцієнт бук-
сування рушія (коефіцієнт поздовжнього 
ковзання колеса при буксуванні [1]). 
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Тоді з виразу (1) отримаємо 
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. 

Відповідно для моделі взаємодії ЕК з 
ПДОП згідно з [8] отримаємо: 
у зоні завантаження (nО) 

 ( )1 1 1 1П KV A Bξ∆ ω δ= − −   ; (2) 

у зоні розвантаження (Om) 

 ( )2 2 2 1П KV A Bξ∆ ω δ= − −   , (3) 

де 
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( )0 0 0Z ЗГh A r h h= + − + . 

Величини 1m  і 2m , що входять до зале-

жностей (2) і (3), визначаються згідно [6] за 
виразами: 
 1 1 1m dl / dρ= ; (4) 

 2 2 2m dl / dρ= , (5) 

де 1dl , 1dρ , 2dl , 2dρ  – швидкості дефор-

мування ґрунту і шини відповідно у зоні 
завантаження (nO) і розвантаження (Om) 
(рис. 2б). 
Знайти чисельні значення 1m  і 2m , ви-

ходячи тільки з геометричних ( 1ϕ , 2ϕ , 0ρ ) 

і кінематичних ( Kω , δ ) параметрів взаємо-

дії ЕК з ПДОП без розгляду силової взає-
модії контактуючих тіл, не уявляється мо-
жливим. Дійсно, наприклад, для 1m  з вира-

зу (4) з урахуванням розрахункової схеми 
на рис. 2б, отримаємо 

( ) ( )
0 1 0

1 12 2
1 11 1

h m sin h sin
m m

m cos m cos

ϕ ϕ
ϕ ϕ

= =
+ +

. 

Співвідношення швидкостей деформу-
вання 1m  тіл, що взаємодіють, і відновлен-

ня їх деформацій, тобто відповідно 2m  для 

прийнятих в [7] реологічних моделей ЕК і 
ПДОП отримано в [11] у вигляді: 

 1 1 1
1

1 2 2 1 1

E R R E HA
m

Hcos E R R E A cos

∆ µ ν
ϕ ∆ µ ν ϕ

+ += ⋅
+ −

&

&
; (6) 
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E R R E HA
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Hcos E R R E A cos

∆ µ ν
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− −= ⋅
′ ′− +

&

&
, (7) 

де 1E , 1µ  – відповідно модуль деформації та 

коефіцієнт в’язкості шини (ЕК); 2E , 2E′  – 

відповідно модуль деформації ґрунту 
(ПДОП) в зонах завантаження (nO) і розва-
нтаження (Om); 2µ , 2µ′  – відповідно коефі-

цієнт в’язкості ґрунту в зонах завантаження 
(nO) і розвантаження (Om); ν  – коефіцієнт, 
що показує, яку частину модуля деформації 
шини 1E  складають контактні напруження, 

що обумовлені постійним внутрішнім тер-
тям у шині.   
Значення 2E′  і 2µ′  в (7), що відрізняють-

ся від 2E  і 2µ  в (6), врахують необоротні 

зміни властивостей ґрунту в результаті йо-
го деформування на передній (nO) ділянці 
контакту ЕК з ПДОП. 
У виразах (6) і (7) R∆  і R&  згідно з [11] 

визначаються за формулами: 

1 1
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1
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sin cos
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ϕ ϕ

 += − ⋅ − 
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( )0
1

1
1

R
R cos

ω ϕ
ϕ

= −& . 

Експериментальні значення параметрів 
зазначеної реологічної моделі ЕК на при-
кладі пневматичної шини розміром 37,5-39 
мод. Ф-7, а саме 1E , ν  і 1µ  було одержано 

за методикою [12] з урахуванням значень 
параметрів її механічної моделі, отриманих 
за результатами статичних і динамічних 
випробувань ЕК на опорній поверхні, що не 
деформується (ПНОП): 

( )
1 2

0П Q

Q Q H
E

B r
ν

λ
−

= ; 

1 0 0 02 П

Q

B E r cos
νν
ϕ ϕ

= ; 

( )
( ) ( )

0
1

0 0 0 0 01 1

Z

П Z

Qh / g Q H

B r h cos ln sin sin

νµ
ϕ ϕ ϕ

−
=

 + − 

&&

&
, 

де ПB  – ширина протектора шини; Qλ  – 

безрозмірний коефіцієнт, 2 88
00 551 ,

Q ,λ ϕ≈ ; 

0ϕ  – кут контакту ЕК з опорною поверх-

нею, що відповідає 0Zh  при вертикальному 

навантаженні шини ZQ P=  (для ПНОП 

0 1 2ϕ ϕ ϕ= = ); Qν  – значення частки Q  при 

0Zh , що обумовлено постійним внутрішнім 

тертям у шині, тобто половина величини 
петлі гістерезису характеристики наванта-

ження шини в координатах ( )ZQ Q h= ; 0Zh& , 

0Zh&&  – відповідно швидкість та прискорення в 

мить відповідний 0Zh , що знайдені шляхом 

графічного диференціювання осцилограм 
коливань ЕК при її динамічних випробуван-
нях; g  – прискорення вільного падіння.   
Експериментальні значення параметрів 

зазначеної реологічної моделі ПДОП – пі-
щано-глинистого ґрунту типу суглинок [13], 
а саме 2E , 2µ  і ПРk  (де ПРk  – коефіцієнт 

пружності, тобто ПР ЗГ ПГk h h= ), а потім 

2E′  і 2µ′  було одержано за методикою та ін-

формаційно-вимірювальним забезпеченням 
[14] на стенді для дослідження тягово-
зчіпних властивостей одиночних колісних 
рушіїв з великогабаритними пневматичними 
шинами при прямолінійному русі [15]. 

В якості жорсткого колеса (ЖК) для ви-
значення параметрів контакту ЖК з ПДОП – 

1ϕ  і 2ϕ , а також XP  (де XP  – опір коченню 

ЖК на веденому режимі його силового на-
вантаження) було прийнято сталевий валець 
з розмірами 0r , ПB  і вертикальним наван-

таженням ZP , відповідними пневматичній 

шині розміром 27,00-33 (760-838) мод. В-71. 
Товщина шару ПДОП, що зазнає дефор-

мацію – А (рис. 1), експериментально визна-
чалась спеціальним пристроєм за технічним 
рішенням [16]. Швидкість проковзування 
елементів протектора шини відносно опор-
ної поверхні та радіальна деформація шини 
вимірювались за допомогою безконтактних 
приладів – індукційного з аналоговим вихід-
ним сигналом і оптоелектронного відповідно 
за технічними рішеннями [17,18].   
Зазначені експериментальні дослідження 

параметрів ЕК і ПДОП було проведено ав-
торами за програмою Міждержавної спів-
праці в галузі виробництва та випробувань 
пневматичних шин для позашляхових тран-
спортно-технологічних засобів різного при-
значення в країнах СНД у липні – вересні 
2011 року в умовах Полігону будівельно-
дорожніх машин Воронезького державного 
архітектурно-будівельного університету під 
загальним керівництвом к.т.н. Василенко 
А.В. (Росія). 
На рис. 3 наведено теоретичні залежнос-

ті ( )Пі ПіV V x,ξ ξ∆ ∆ ϕ=  для аналізованих 

моделей [5,8] кінематичних співвідношень 
при коченні ЕК по ПДОП. Залежності 

( )Пі ПіV V x,ξ ξ∆ ∆ ϕ=  отримані з викорис-

танням виразів (1) для моделі [5] і (2), (3), 
(6), (7) для моделі [8] з урахуванням експе-
риментальних значень параметрів контакту 
та деформованості ЕК (шина розміром 37,5-
39 мод. Ф-7) і ПДОП (пухкий суглинок з 

0 35A ,= м), а саме – 1 0 69a ,= м, 2 0 6a ,= м, 

1 32 12'ϕ = ° , 2 27 48'ϕ = ° , 0 01Zh ,= м, 01ЗГh ,= м,

0 05ПГh ,= м. 

Аналіз результатів, наведених на рис. 3, 
виявляє, що характер теоретичних залеж-
ностей 1 (модель [5]) і 2 (модель [8]) одна-
ковий, однак чисельні значення ПіV ξ∆  відрі-

зняються у більший бік приблизно на 9,4% 
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для моделі кінематичних співвідношень 
при коченні ЕК по ПДОП [8]. Остання об-
ставина приведе до значного збільшення 
абсолютної величини шляху проковзування 
довільного елемента ЕК відносно ПДОП згід-

но виразу 
2

1

П ПіS V d
ϕ

ξ ξ
ϕ

∆ ϕ= ∫  [2] і більш інтен-

сивному зношенню протектора шини [3]. 

 
Рис. 3. Теоретичні (1, 2) і експериментальна 

(3) залежності швидкості проковзування довіль-
ного елемента протектора пневматичної шини 

ПіV ξ∆  від x(ϕ) у зоні контакту (nm) ЕК з ПДОП: 

1 – модель [5]; 2 – модель [8]; 119K ,ω = с-1; 1кдV = м/с    

 
Незбіг результатів теоретичних (рис. 3, 

крива 2) і експериментальних (рис. 3, крива 
3) досліджень кінематичних співвідношень 
при коченні ЕК по ПДОП приблизно на 
(4,5…5,0)% очевидно обумовлений прийн-
ятими авторами в [8] припущеннями, а саме 
неврахуванням крутильної та поздовжньої 
жорсткості і тангенціальної еластичності 
шини [1], що є метою подальших теоретич-
них досліджень цього явища.  

 
Висновки 
1. Вперше, з урахуванням комплексу ге-

ометричних, кінематичних і силових фак-
торів взаємодії ЕК з ПДОП, отримано уто-
чненні кінематичні співвідношення у зоні 
контакту контактуючих тіл різної реологіч-
ної природи [7], що дозволило значно (за 
величиною ПіV ξ∆ ) уточнити явище проков-

зування протектора шини порівняно з іс-
нуючою моделлю [5].  

2. Використання отриманих результатів 
при визначенні зношування протектора 

шини і строку її служби за існуючими на 
цей час методиками [4,19] дозволить об-
ґрунтувати і розрахувати потреби у матері-
ально-технічних засобах на експлуатацію, у 
першу чергу, землерийно-транспортних ма-
шин підвищеної одиничної потужності й 
вантажопідйомності, зокрема самохідних 
скреперів типорозмірів СС-15 і СС-25, об-
ладнаних пневматичними шинами розмі-
ром відповідно 27,00-33 і 37,5-39.  

3. Експериментальні дослідження пара-
метрів реологічної моделі ПДОП з викори-
станням пристрою для визначення товщини 
шару ґрунту, що зазнає деформації, дозво-
лило відмовитись від використання поняття 
“модуль деформації ґрунту”, яке, в наслідок 
існуючих механічних моделей ґрунту і фо-
рми індентора (штампа), не має однознач-
ного експериментального визначення [10]. 
Застосування індукційного приладу для 
вимірювання швидкості проковзування 
елементів протектора пневматичної шини з 
аналоговим вихідним сигналом дозволило 
вперше експериментально отримати графі-
чну картину цього явища. 

4. Отримані результати досліджень кіне-
матичних співвідношень при коченні ЕК по 
ПДОП показали, що збільшення швидкості 
проковзування елементів протектора шини 
відносно опорної поверхні суттєво вплине 
на тягово-зчіпні властивості рушія, а також 
приведе до значного збільшення абсолютної 
величини шляху проковзування довільного 
елемента ЕК відносно ПДОП і більш інтен-
сивного зношення протектора шини [11,20]. 
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