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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ЗМІНИ ВИЛЬОТУ ВАНТАЖУ  
МАНІПУЛЯТОРОМ З ГІДРОПРИВОДОМ 

 
АНОТАЦІЯ. В статті розглянуто побудову математичної моделі маніпулятора з гідроприводом 

та виконано розв’язок зворотної задачі кінематики із встановленням зв’язку між кінематичними 
залежностями привідної ланки маніпулятора та вантажозахоплювальним пристроєм. Визначені 
кінематичні залежності руху вантажу при типовому режимі роботи маніпулятора.  
Ключові слова: маніпулятор, кінематичний аналіз, динаміка маніпулятора. 
 
АННОТАЦИЯ. В статье рассмотрено построение математической модели манипулятора с ги-

дроприводом и выполнено решение обратной задачи кинематики с определением связи между ки-
нематическими зависимостями приводящего звена манипулятора и грузозахватным устройст-
вом. Определены кинематические зависимости движения груза при типичном режиме работы ма-
нипулятора. 
Ключевые слова: манипулятор, кинематический анализ, динамика манипулятора. 
 
SUMMARY. The paper a considers construction of a mathematical model robot arm with hydraulic drive 

and made to solve the inverse kinematics problem with definition of relationship between a kinematics 
dependencies resulting manipulator and handling devices. Determined kinematics movement of goods in a 
typical operation the manipulator. 

Key words: manipulator, the kinematics analysis, dynamics manipulator. 
 

 
Постановка проблеми 
Маніпулятори з гідроприводом викону-

ють переміщення робочого органа або ван-
тажу з одного положення простору в інше в 
межах зони обслуговування за довільною 
чи наперед заданою траєкторією. У ряді 
випадків закон руху робочого органа на рі-
зних ділянках траєкторії задається техноло-
гічними умовами, а тому повинен програ-
муватися відповідно [1]. Це передбачає 
розробки математичної моделі досліджен-
ня.  
Побудова математичної моделі маніпу-

лятора з гідроприводом є невід’ємною час-
тиною його кінематичного та динамічного 
досліджень. На цих етапах виконується: 
стикування геометричних характеристик 
модулів ступенів рухомості, що проекту-
ються та маніпулятора в цілому з робочим 
простором та робочою зоною; визначають-
ся можливості маніпулятора з точки зору 
кінематики та динаміки при виконанні тих 
чи інших технологічних операцій; врахо-
вуються негативні фактори. Результати та-
ких досліджень використовують для коре-
гування конструкторських рішень, прийня-
тих на попередніх етапах проектування. 
Крім того, вони необхідні в подальшому 

при проектуванні системи керування мані-
пулятора [2].  

 
Аналіз останніх досліджень і публіка-

цій 
Відомі [1]…[5] методи побудови мате-

матичних моделей маніпуляторів для їх кі-
нематичного та динамічного досліджень. 
Стрілова система маніпулятора в таких ма-
тематичних моделях здебільшого представ-
лена як голономна механічна система, а 
геометричні центри ланок співпадають з їх 
центами ваги. 
Серед відомих досліджень математично-

го моделювання маніпуляторів не повною 
мірою розкрито зв'язок між кінематикою 
руху вантажу, що переміщується маніпуля-
тором та кінематикою узагальнених коор-
динат. Зокрема, не відомо яким чином змі-
нюється прискорення вантажу (характер 
зміни функції прискорення та максимальні 
його значення) при керуванні маніпулято-
ром за типовими режимами руху. 

 
Ціль статті 
На прикладі конкретної кінематичної 

схеми маніпулятора з гідроприводом роз-
глянути розв’язок оберненої задачі кінема-
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тики та дослідити зв'язок між змінами кі-
нематичних характеристик вантажу, що пе-
реміщується та узагальненими координата-
ми.   

 
Виклад основного матеріалу 
Розглянуто типову схему маніпулятора з 

гідроприводом, яка є розповсюдженою на 
машинах для лісотехнічних робіт [6] 
(рис.1).  

      

 
Рис. 1. Розрахункова схема гідроманіпуля-

тора: 1 – стояк; 2 – стріла ; 3 – висувна рукоять;  
4 – вантажозахоплювальний орган з вантажем;  
5 – гідроциліндр підйому стріли; 6 – гідроциліндр 
переміщення висувної рукояті  

 
Елементами моделі маніпулятора є не-

рухомий стояк 1; підйомна стріла 2 (яка 
здійснює обертальний рух); висувна балка 
3 (здійснює складний плоскопаралельний 
рух); вантаж та вантажозахоплювальний 
пристій 4 (що також знаходиться в склад-
ному русі). Рух стрілової системи маніпу-
лятора забезпечується гідроциліндрами 
підйому 5 і переміщенням висувної рукояті 
6. 
Запропонована модель маніпулятора має 

два ступеня вільності в площині зміни ви-
льоту вантажу, які визначаються положен-
ням поршнів привідних гідрониліндрів. За 
узагальнені координати маніпулятора при-
йнято кут підйому стріли α  та координату 
положення штоку привідного гідроцилінд-
ра приводу висувної рукояті 2q  (хід порш-
ня). 

Досліджуємо процес зміни вильоту ван-
тажу даним гідроманіпулятором в площині 
зміни вильоту ХОУ (рис.1). 
Для проведення аналізу та дослідження 

конструктивних параметрів, кінематичних 
та енергетичних характеристик представ-
леного маніпулятора з гідроприводом в за-
пропонованій моделі прийняті припущен-
ня, що ланки маніпулятора абсолютно жор-
сткі, люфти та тертя в кінематичних парах 
відсутні, центри ваги ланок співпадають з 
їхними геометричними центрами, а маси 
гідроциліндрів підйому стріли та перемі-
щення висувної балки включено до мас 
стійки та підйомної стрілі відповідно.  
Масу вантажозахоплювального прист-

рою та вантажу зведено до точки їхнього 
підвісу (точка К) та визначено їхнє поло-
ження, яке для даної схеми маніпулятора 
буде визначатися залежностями: 
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де 2L - довжина стріли ( 2L =1,8м). 
Використовуючи отримані вирази поло-

ження вантажозахоплювального органа, 
розв’язано зворотну задачу положень стрі-
лової системи маніпулятора. Враховуючи 
обмеження на узагальнені координати та 
границі зміни тригонометричних функцій, 
буде: 
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Як видно із системи (2), що для 
розв’язку зворотної задачі положень, необ-
хідно задавати координати 4x  та 4y . Вра-
ховуючи обмеження на узагальнені коор-
динати, які обумовлені геометричними ха-
рактеристиками стрілової системи гідрома-
ніпулятора, визначено границі їх зміни.  
Зміна положення штоку привідного гід-

роциліндра висувної рукояті буде залежить 
від його геометричної характеристики - хо-
ду поршня. Прийнято, що хід поршня цилі-
ндра переміщення висувної рукояті  знахо-
диться в межах 2q = 0…2м [7].  

Кут підйому стріли виразимо через па-
раметри гідроциліндра підйому: 
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де a та b – розміри встановлення гідроцилі-
ндра підйому стріли маніпулятора 
( =a 1,44м, =b 0,29м); ϕ  - кут відхилення 
стояка від вертикалі (ϕ  =17о). 
Як видно з виразу (3), кутова координата 

має обмеження на геометричні характерис-
тики стрілової системи маніпулятора. Від-
повідно залежності (3), встановлено, що 
координата переміщення штоку підйомного 
гідроциліндра повинна задовольняти зале-
жність: 
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Із залежності (4) знайдено межі зміни 
координати 1q , тобто: 

)()( 1 baqba +≤≤− ,      (5) 
або для заданих геометричних розмірів 
стріли гідроманіпулятора: =min1q 1,15м та 

=max1q 1,73м. Границі зміни кутової коор-

динати α  для даного проміжку переміщен-
ня підйомного гідроциліндра будуть:  

274,1− рад 579,1≤≤ α  рад. (6) 
На рис. 2 представлено графік зміни кута 

повороту стріли залежно від зміни узагаль-
неної координати. 

 
Рис. 2. Залежність зміни кутової координати 

стріли маніпулятора залежно від лінійного пе-
реміщення штоку підйомного гідроциліндра 
 
Враховуючи обмеження на прийняті уза-

гальнені координати, положення точки за-
хвату маніпулятора також буде мати обме-
ження по переміщенню: 

)cos()( max22 αqL + )( 224 qLx +≤≤ ,  (7) 

)sin()( min22 αqL + )( 224 qLy +≤≤ .  (8) 
При цьому між координатами положен-

ня захвату буде зберігатися залежність з 
обмеженням 

22
424
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42 44

)()( xqLyxqL −+≤≤−+− . 

За системою (1) із обмеженнями (7) та 
(8) побудовано робочу зону маніпулятора, 
що досліджується (рис. 3). 

 
Рис. 3. Робоча зона маніпулятора 

 
Розглянемо лінійне переміщення ванта-

жозахоплювального пристрою маніпулято-
ра. В такому випадку залежність між коор-
динатами положення вантажозахоплюваль-
ного пристрою буде визначатися залежніс-
тю: 
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де nknn yxyx 5544 ,,,  - початкове та кінцеве 

положення вантажу. 
Підставивши вираз (11) у залежності (2), 

отримаємо характеристики зміни узагаль-
нених координат маніпулятора, які необ-
хідно реалізувати для забезпечення пере-
міщення вантажу за заданою траєкторією. 
Розглянемо переміщення точки К з по-

ложення А в положення В по прямій лінії 
(найкоротшому шляху) (рис. 4 а). Відповід-
но, переміщення за складною криволіній-
ною траєкторією руху можна організувати 
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за рахунок почергового переміщення по 
простим прямолінійним ділянкам (рис.4 б). 

 

 
     а          б 
Рис. 4. Траєкторії переміщення вантажу 

а – по прямій лінії; б – по складній траєкторії 
 

Початкове положення точки К визнача-
ємо виходячи із залежностей (1). Приймемо 

=nα 0.5рад, =2q 0м. Тоді =nx4 1,755м, 

=ny4 0,958м.  

Змоделюємо переміщення вантажу в по-
ложення за координатами =kx4 2м, 

=ky4 3,22м, які задовольняють умови 

(7)…(10). Закон переміщення захоплювача 
маніпулятора на площині в такому випадку 
буде визначатися залежністю: 

958,023,9)2( 44 +⋅−= xy .  (13) 
Тоді зміна прийнятих узагальнених ко-

ординат стрілової системи маніпулятора 
буде визначатися наступними залежностя-
ми: 
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На рис. 5 представлені графіки зміни 
прийнятих узагальнених координат гідро-
маніпулятора та координати переміщення 
вантажозахоплювального пристрою під час 

   
   а       б 

    
 

в       г 
Рис. 5 Графічні залежності переміщення вантажозахоплювального пристрою (а), штоку гідро-

циліндра переміщення висувної рукояті (б) та підняття стріли (в) й кута підйому (г) стріли гідро-
маніпулятора 
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його переміщення по траєкторії прямої лі-
нії. 
На приведених графіках бачимо, що при 

прямолінійному переміщенні вантажозахо-
плювального пристрою гідроманіпулятора, 
зміна лінійних узагальнених координат від-
бувається за нелінійними законами. При-
чому переміщення за координатою 

1q =1,53…1,64м, а по =2q 0…2м. 

 Визначимо, як будуть змінюватися кі-
нематичні характеристики вантажозахоп-
лювального пристрою з вантажем при їх 
переміщенні з початкового положення в 
кінцеве, якщо закони зміни узагальнених 
координат будуть проходити за типовими 
процесами. 
Типовий процес руху для механізмів 

приводу гідроманіпулятора складається з 
трьох фаз: фази розгону із постійним при-
скоренням; фази усталеного руху із постій-
ною усталеною швидкістю; фази гальму-
вання. 
Досліджуємо процес переміщення уза-

гальнених координат за визначеними пере-
міщеннями: 1q =1,53…1,64м, =2q 0…2м. 

Для того щоб забезпечити рівномірний рух 
вантажу, приймемо, що час зміни положень 
за двома узагальненими координатами до-
рівнюють поміж собою. Припустима швид-
кість руху штоку гідроциліндра підйому 
стріли 0,0044м/с, а гідроциліндра висувної 
рукояті – 0,08м/с. Тобі будемо мати час ци-
клу: 

iy

inik
wi V

qq
t

−= ,  (15) 

де  inik q,q  – початкове та кінцеве положен-

ня узагальненої координати; iyV  – стала 

швидкість руху за даною координатою. 
Відповідно для даних положень будемо ма-
ти: =1wt 2,75с, 2wt = 25с. Так як час пере-

міщення повинен бути однаковим, а збіль-
шити швидкість  гідроциліндра висувної 
рукояті неможливо, тож скорегуємо швид-
кість гідроциліндра підйому стріли. За часу 
переміщення 25с, швидкість штоку гідро-
циліндра підйому буде 0,0044м/с. 
Задамо закони зміни кінематичних хара-

ктеристик прийнятих узагальнених коорди-
нат: 
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Виконавши графічне інтегрування, 
отримаємо закони зміни переміщень за да-
ними узагальненими координатами та по-
будовано графіки зміни кінематичних хара-
ктеристик за координатами 1q  та 2q  

(рис.6). 
З виразу (1) та (3) визначаємо швидкості 

та прискорення вантажозахоплювального 
пристрою гідроманіпулятора: 
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Повна швидкість та прискорення точки 
підвісу вантажу та вантажозахоплювально-
го пристрою буде 

,2
4

2
44 yxV && +=  2

4
2
44 yxW &&&& += . (21) 

Результати розрахунку за виразами (21) 
із використанням залежностей (16)…(20) 
приведено на рис. 7 (а, б).  
Із графіків видно, що абсолютна швид-

кість вантажу в кінці етапу переміщення 
досягає значення 0,12м/с, а прискорення –  
0,22м/с2. Відносне перевищення швидкості 
вантажу від швидкостей штоків привідних 
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гідроциліндрів буде 2999% та 142% відпо-
відно для підйомного та висувного гідро-
циліндрів. Відносне перевищення за при-
скореннями буде 5400% та 175% за відпо-
відними координатами. Таке відносне пе-
ревищення швидкості та прискоренню за 
координатою підйомного гідроциліндра 
показує, що збільшення кінематики руху за 
цією координатою призведе до миттєвого 
зростання кінематичних характеристик ру-
ху вантажу, що є негативним явищем, бо 
воно призводить до збільшення інерційних 
навантажень на механізми приводу стріло-
вої системи гідроманіпулятора.        

Зважаючи на те, що швидкість підйом-
ного гідроциліндра була перерахована для 
типового процесу і дорівнює 0,0044м/с 
(4.4мм/с), яку в дійсності на маніпуляторах 
з гідроприводом забезпечити досить склад-
но, бачимо що дана ланка системи потребує 
більш детального дослідження динаміки 
руху з визначення її оптимальних режимів 
руху. Із розрахунків видно, що максималь-
не абсолютне прискорення вантажу 0,22м/с 
призводить до утворення інерційного нава-
нтаження, що для вантажу 1000кг буде 
220Н (22кг).  

 

 
а        б 

 
           в        г 
Рис. 6. Графіки зміни переміщення (а), (в) та швидкості (б), (г) штоків привідних гідроцилі-

ндрів гідроманіпулятора 

 
а       б 

Рис. 7. Графіки зміни абсолютної швидкості (а) та абсолютного прискорення (б) вантажозахо-
плювального пристрою та вантажу при типовому процесі переміщення за узагальненими коорди-
натами  
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Відзначимо також те, що прискорення 
точки підвісу вантажу буде змінюватися 
стрибкоподібно, а це створюватиме коли-
вання в металоконструкції стрілової систе-
ми гідроманіпулятора.  

 
Висновки 
В процесі математичного моделювання 

зміни вильоту вантажу за кінематичними 
параметрами були встановлені залежності 
поміж переміщенням, швидкістю та при-
скоренням точки підвісу вантажу та приві-
дними узагальненими координатами стрі-
лової системи гідроманіпулятора. Отримані 
в результаті дослідження співвідношення, 
надають можливість оцінити кінематику 
зміни руху вантажу, а також синтезувати 
програмні переміщення вантажу в площині 
зміни його вильоту.  
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