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АНОТАЦІЯ. В статті проводиться визначення такого режиму руху механізму зміни вильоту шарнір-

но-зчленованої стрілової системи крана, за яким середнє значення кінетичної енергії стрілової системи 
за час зміни вильоту вантажу було б мінімальним. Для цього записано вираз кінетичної енергії стрілової 
системи та проведено її мінімізацію. Наведено порядок проведення оптимізації за допомогою чисельно-
го методу, а саме методу коллокацій. 

Ключові слова: ланка, виліт, стрілова система, кран, рівняння. 
 
АННОТАЦИЯ. В статье проведено определение такого режима движения механизма изменения вы-

лета шарнирно-сочлененной стреловой системы крана, при котором среднее значение кинетической 
энергии стреловой системы за время изменения вылета груза стало бы минимальным. Для этого за-
писано выражение кинетической энергии стреловой системы и проведено ее минимизацию. Приведен 
порядок проведения оптимизации с помощью численного метода, а именно метода коллокации. 

Ключевые слова: звено, вылет, стреловая система, кран, уравнение. 
 
SUMMARY. Purpose. In the article the definition of the motion mode change mechanism departure hinged-

articulated jib crane system, in which the average value of the kinetic energy boom system during changing speed 
cargo would be minimal. Methodology/approach. The study was conducted by means of numerical methods. 
Findings. The method of collocation defined under study mode. Research limitations/implications. It was 
established that the energy mode cannot be set using analytical methods. Therefore, a study conducted by 
means of a numerical collocation method. Originality/value. The research results can be used for energy 
optimizing mechanisms of nonlinear dependence between the coordinates of the links. 
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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 

 
В процесі зміни вильоту вантажу в еле-

ментах шарнірно-зчленованих стрілових 
систем кранів виникають значні динамічні 
навантаження. В попередніх дослідженнях 
проведено оптимізацію режимів руху стрі-
лової системи за кінематичними критеріями 
[1]. А саме визначені закони, що дозволя-
ють мінімізувати різницю між переміщен-
нями, швидкостями та прискореннями кін-
цевої точки хобота та вантажу [2]. Однак, 
запропоновані закони не завжди можуть 
бути використані на практиці. Тому, поста-
ла задача оптимізації за енергетичним ре-
жимом. У цьому разі потрібно провести мі-

німізацію зміни кінетичної енергії стрілової 
системи. 

 
 

ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ 
 

Для вирішення поставленої задачі необ-
хідно розробити методику оптимізації. 
Розглянемо стрілову систему крана  

(рис. 1), яка складається зі: стріли 1, хобота 
2, відтяжки 3, механізму врівноваження 4, 
вантажу 5 та привідного механізму 6. 
Вважаємо, що стрілова система, окрім 

гнучкого підвісу вантажу, складається з аб-
солютно жорстких ланок. Також вважаєть-
ся, що стрілова система повністю врівно-
важена рухомою противагою, і її рух та ко-
ливання вантажу відбуваються лише у вер-
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тикальній площині. За цим кінцева точка 
хобота D рухається по горизонтальній лінії, 
що розміщена на відстані Н від вісі Х [2, 3]. 
Таку стрілову систему в процесі зміни 

вильоту вантажу представимо як голоном-
ну механічну систему з двома ступенями 
вільності [3]. За узагальнені координати 
прийнято кутову координату стріли α  та 
кут відхилення вантажного каната від вер-
тикалі ψ . 
Згідно умови поставленої задачі, потріб-

но встановити такий режим руху привідно-
го механізму, за якого середнє значення кі-
нетичної енергії стрілової системи за час 
зміни вильоту вантажу стало б мінімаль-
ним, тобто: 

0

1 кt

ср
к

T Tdt min,
t

= →∫               (1) 

де t – час; tк – тривалість зміни вильоту;  
Т – кінетична енергія стрілової системи. 
При цьому крайові умови мають вигляд: 

0t = , 0α α= , 0;ψ =  

к
t t= , 

к
α α= , 0ψ = .             (2) 

Кінетична енергія стрілової системи ви-
значається із залежності [4]: 

5
2 2

6
1

1

2 i i
i

T J mx ,
=

 
= ϕ + 

 
∑ & &            (3) 

де iJ , iϕ&  – моменти інерції відносно влас-

них осей обертання та кутові швидкості, 
відповідно стріли, хобота, відтяжки, коро-
мисла противаги та привідного механізму, 
зведені до осі повороту ротора електродви-

гуна; m , 6x&  – маса вантажу та гори-

зонтальна складова його швидкості. Верти-
кальною складовою швидкості вантажу 
знехтувано, оскільки її значення дуже мале, 
порівняно зі значенням  горизонтальної 
складової. 
При цьому, кутові швидкості ланок стрі-

лової системи пов’язані з узагальненою ко-
ординатою α  та її похідними наступним 
співвідношенням: 

i
i

∂ϕϕ = α
∂α

& & , і=1, 2, …, 5,         (4) 

 
Рис. 1. Кінематична схема стрілової системи крана: 1 – стріла; 2 – відтяжка;  

3 – хобот в зборі з контрхоботом; 4 – противага; 5 – рейковий механізм зміни вильоту; 6 – вантаж 

Fig. 1. The kinematics of the jib of the crane: 1 – arrow; 2 – backstay; 3 – trunk assembly;  
4 – counterweight; 5 – gear changing speed rail; 6 – load 
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де i∂ϕ ∂α  – перші передавальні функції 

між кутовими координатами ланок стріло-
вої системи та кутовою координатою стрі-
ли. 
Горизонтальна складова лінійної швид-

кості вантажу з урахуванням його коливань 
визначається залежністю: 

6
x

x H
∂= α + ψ
∂α

& && ,                (5) 

де x∂ ∂α  – перша передавальна функція 
між лінійною координатою вантажу та ко-
ординатою стріли; Н – довжина звисаючої 
гілки вантажного каната; ψ&  – кутова швид-
кість відхилення вантажного каната від ве-
ртикалі. 
З урахуванням залежностей (4, 5) вираз 

кінетичної енергії стрілової системи пред-
ставлено у наступному вигляді: 
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∑
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& &      (6) 

Умовою мінімуму критерію (1) є рівнян-
ня Ейлера-Лагранжа [4]: 

0;

0.

T d T

dt
T d T

dt

∂ ∂ − =∂α ∂α
∂ ∂ − − =

∂ψ ∂ψ

&

&
               (7) 

Після підставлення виразу кінетичної 
енергії стрілової системи (6) в рівняння си-
стеми (7), отримано систему нелінійних 
диференціальних рівнянь другого порядку: 
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де 2 2 2 2,i x∂ ϕ ∂α ∂ ∂α  – другі передавальні 

функції між координатами ланок стрілової 
системи та кутовою координатою стріли. 

Із другого рівняння системи (8) знайдено 
вираз кутового прискорення зміни кутового 
відхилення вантажного каната від вертикалі 

2
2

2

1 x x

H

 ∂ ∂ψ = − α + α ∂α ∂α 
&& && & ,             (9) 

підставивши його в перше рівняння цієї си-
стеми отримано вираз: 

2 25 5
2

2
1 1

0.i i i
i i

i i

J J
= =

 ∂ϕ ∂ϕ ∂ ϕα + α = ∂α ∂α ∂α 
∑ ∑&& &   (10) 

Як приклад визначено передавальні фу-
нкції для деяких ланок стрілової системи 
[5]: 

– стріла 

1 1
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∂α

; 
2

1
2

0
∂ ϕ =
∂α

;            (11) 

– хобот 
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– ротор електродвигуна 
( )

( )
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R a b ab

Θ + µ + α∂ϕ = −
∂α + + Θ + µ + α
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∂ ϕ = − ×
∂α

 + Θ + µ + α + + Θ + µ + α ×
 + + Θ + µ + α 

(15) 
В залежностях (12-15) прийнято наступ-

ні позначення: L – довжина стріли; l – дов-
жина хобота; Н – довжина звисаючої гілки 
каната; а – довжина стояка привідного ме-
ханізму; Θ  – кут нахилу його до горизонту; 
b – довжина стрілового плеча привідного 
механізму; µ  – кут розхилу стріли; R – ра-
діус зубчастого колеса приводу рейкового 
механізму зміни вильоту; і – передаточне 
число привідного механізму. 
Аналогічним шляхом визначено переда-

вальні функції відтяжки та механізму врів-
новаження, однак у зв’язку з громіздкістю 
цих виразів вони в статті не наведені. 
Рівняння (10) з урахуванням виразів (11-

15), а також передавальних функцій інших 
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ланок стрілової системи (відтяжки, механі-
зму врівноваження), будуть мати вигляд 
нелінійних диференціальних рівнянь друго-
го порядку зі змінними коефіцієнтами. З 
урахуванням того, що при розв’язку рів-
няння (10) необхідно забезпечити крайові 
умови руху, тому необхідно розв’язати 
крайову задачу: 

2 25 5
2

2
1 1

0,i i i
i i

i i

J J
= =

 ∂ϕ ∂ϕ ∂ ϕα + α = ∂α ∂α ∂α 
∑ ∑&& &   (16) 

при 0t = , 0α α=  і 
к

t t= , 
к

α α= . 

Для розв’язку таких задач використову-
ють наближені аналітичні методи [6], до 
яких відносяться методи Рітца, Галеркіна, 
коллокацій, тощо. В цих методах розв’язок 
шукають у вигляді суми лінійно незалеж-
них базисних функцій, що задовільняють 
задані крайові умови. В перших двох мето-
дах необхідно знайти визначені інтеграли 
від функцій (12-15), що входять до складу 
диференціального рівняння (10). Ці функції 
не вдається проінтегрувати в аналітичному 
вигляді, тому найбільш доцільно викорис-
тати метод коллокацій. 
При використанні методу коллокацій 

розв’язок крайової задачі (16) з урахуван-
ням передавальних функцій (11-15) визна-
чаємо як: 
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де 0k∆α = α − α ; 0, kα α  – відповідно почат-

кове та кінцеве значення кутової координа-
ти стріли крана; / kt t t=  – відносний час 

руху стрілової системи; t – ковзна коорди-
ната часу; kt  – тривалість циклу руху стрі-

лової системи; ( 1,2,..., )ia i n=  – постійні 

коефіцієнти, що визначаються із системи 
рівнянь в деяких точках відрізка [0, kt ], які 

називаються точками коллокацій. 
Як приклад розглянуто розв’язок поста-

вленої задачі для трьох точок коллокацій: 

1 1/ 4t = , 2 1/ 2t = , 3 3 / 4t = . Після підстав-

лення цих точок в систему (17) отримано: 
– для 1 1/ 4t t= =  
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– для 2 1/ 2t t= =  
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– для 3 3 / 4t t= =  
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Визначимо в точках коллокацій нев’язки 
рівняння (16), в результаті чого отримаємо 
систему трансцендентних рівнянь з невідо-
мими коефіцієнтами 0 1 2, ,a a a : 
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Причому: 
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де 1,2,3.j =  
Вирази (21-22) відповідають кутовим 

координатам стріли в точках коллокацій 

1 1/ 4t = ; 2 1/ 2t = ; 3 3 / 4t = . 
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Для прикладу показано визначення де-
яких передавальних функцій для першої 
точки коллокації: 
Систему трансцендентних рівнянь (21) з 

урахуванням виразів (22-24) та виразів пе-
редавальних функцій інших ланок в усіх 
точках коллокацій розв’яжемо методом іте-
рацій, для чого запишемо цю систему в та-
кому вигляді: 
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В системі (25) індексом k позначається 
порядок наближення. Розрахунки прово-
дяться до того часу, доки коефіцієнти кол-
локацій наступної ітерації не стануть на-
ближатися з заданим рівнем точності до 
попередньої ітерації. 

 
ВИСНОВКИ 

 
В роботі розв’язується задача визна-

чення такого режиму руху механізму зміни 
вильоту шарнірно-зчленованої стрілової 
системи крана, за яким середнє значення 
кінетичної енергії системи за час зміни ви-
льоту стало б мінімальним. Наведено поря-
док визначення цього режиму за допомо-
гою числового методу коллокацій. 
В подальших дослідженнях буде прове-

дено визначення цього режиму, а також 
встановлені графічні залежності зміни кі-
нематичних параметрів стрілової системи 
за часом. 
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