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АНОТАЦІЯ. У статті запропонована уточнена математична модель стрілової системи крана з двома 
ступенями вільності руху в умовах рівномірного та нерівномірного нерівноприскореного повороту. Встанов-
лено умови, за яких виникають квазірезонасні коливання вантажу на канаті, за наявності сухого, в’язкого та 
нелінійного (квадратичного) тертя. 

Ключові слова: підйомно-транспортні машини, нерівномірний поворот, стріла, канат, тертя. 
 
АННОТАЦИЯ. В статье предложена уточнённая математическая модель стреловой системы крана с 

двумя степенями свободы движения в условиях равномерного и неравномерного неравноускоренного поворо-
та. Установлены условия, при которых возникают квазирезонасные колебания груза на канате, при наличии 
сухого, вязкого и нелинейного (квадратичного) трения. 

Ключевые слова: подъёмно-транспортные машины, неравномерный поворот, стрела, канат, трение. 
 
ABSTRACT. Purpose. Consists in justification of model, which всчитывает influence of centrifugal forces on fluc-

tuations of freight which is suspended on a flexible rope, at turn of an arrow of the crane for determination of amplitudes 
of fluctuations in zones of possible resonances. Methodology/approach. Researches in this work are of analytical char-
acter. Findings. The mathematical model of boom system of the load-lifting crane with two degrees of freedom of 
movement and in the presence of different types of viscous and nonlinear viscous (quadratic) friction is offered. Options 
of movement of a leading link (arrow) are considered at its uniform and uneven not uniformly accelerated turn. The de-
veloped mathematical model is part of the generalized dynamic model of the crane in the presence of powers of lin-
ear/nonlinear viscous friction and can be used further for creation of optimum operated crane mechanisms. Research 
limitations/implications. Results of work can be used further for specification and improvement of existing methods of 
engineering calculations of operated crane systems both at design/designing stages, and in modes of real operation. 
Originality/value. The work has scientific and practical interest. 
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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 
 

Відомо, що робота підйомно-транспорт-
них машин (ПТМ), яка (завжди узгоджена з 
виробничим циклом), впливає на ефектив-
ність, час та продуктивність експлуатації 
виробничого устаткування, транспортних 
засобів, тобто на весь технологічний процес 
промислово-транспортних підприємств. 
Характер робочих рухів (зокрема, наявні 
небажані коливання деяких вузлів кранів) 
визначає навантажувальні, часові, геомет-
ричні, кінематично-силові та інші парамет-
ри навантажувально-розвантажу-вальних 
робіт, транспортно-логістичних процесів. 

Відомо, що у ПТМ існують деякі обме-
ження, які впливають на їхні характеристи-
ки: швидкість руху, повороту, захоплюван-
ня вантажу, прискорення, обертальні моме-
нти. Першочергове значення також має і те, 
що по суті ПТМ є динамічними системами, 
стан яких змінюється у часі (завдяки наяв-
ним збуренням від тиску вітру, температу-
рних коливань, динамічних навантажень 
тощо). 

Для вдосконалення та оптимізації конс-
труктивно-експлуатаційних показників 
ПТМ може бути використана уточнена ма-
тематична модель процесу їх експлуатації,  
яка встановлює умови “шкідливих” (неба-
жаних) резонансів у даній механічній сис-
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темі (зокрема, розгойдувань вантажу на ка-
наті крана при здійсненні останнім маневру 
повороту). 

 
ОГЛЯД ПУБЛІКАЦІЙ 

 
Зменшення продуктивності ПТМ вини-

канє, зокрема, при розгойдуванні вантажу 
на гнучкому підвісі (канаті). Особливо зна-
чних амплітуд це розгойдування вантажу 
набуває при повороті крана внаслідок дії 
відцентрової сили та сили інерції вантажу 
за режимів пуску/гальмування ПТМ.  

Отже, вантаж одночасно здійснює коли-
ваннях, що відбуваються у площині хитан-
ня стріли, а також зміщується з цієї площи-
ни. У цьому разі суперпозиція цих двох ко-
ливань ускладнює роботу кранівника та 
суттєво знижує безпеку виконання різно-
манітних робіт на ПТМ. З метою зменшен-
ня розгойдувань вантажу слід збільшувати 
тривалість розгону, застосовувати керова-
ний електропривід, що розганяє або галь-
мує кран за законом відповідно до  
[1, 2]. Слід зазначити, що подібні методи 
керування не враховують різноманітні 
конструктивні та експлуатаційні фактори, а 
саме: зазори у передавальних механізмах та 
жорсткість елементів конструкції ПТМ.  

Тому актуальною є задача оптимізації 
режимів повороту крана, за яких враховано 
вплив конструктивних особливостей ПТМ, 
а небажані коливання елементів є мініма-
льні. Нелінійні маятникові коливання ван-
тажу на гнучкому підвісі за різних режимів 
обертання розглянуті у [3]. Автори [6], ви-
користовуючи підходи [4, 5], обґрунтову-
ють математичну модель коливань вантажу 
при повороту крана ПТМ, проте у даній ро-
боті допущені недоліки і знайдені розв’язки 
не визначають вірно умови резонансів, а 
також відсутні впливи сил тертя (різного 
роду), які уточнюють характеристики руху 
крана, зокрема, за наявності резонансних 
ситуацій. Таким чином, наявні спроби та 
моделі коливань вантажу при поворотах 
кранів ПТМ, вимагають подальших уточ-
нень і обґрунтувань. 

 
 
 

МЕТА РОБОТИ 
 

Мета даної роботи полягає у обґрунту-
ванні моделі, яка враховує вплив відцент-
рових сил на коливання вантажу, що підві-
шений на гнучкому канаті, при повороті 
стріли крана для визначення амплітуд ко-
ливань у зонах можливих резонансів. 

 
 
ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ 
 
Для визначення функції Лагранжа і ви-

ведення рівнянь руху вантажу можна вико-
ристати результати досліджень [3, 6]. Вве-
демо наступні позначення: m  – маса ван-
тажу; l  – довжина підвісу (каната); r  – від-
стань від точки підвісу до осі обертання;  
ω  – колова швидкість повороту крана;  
θ  – кут відхилення каната від вертикалі;  
ϕ  – кут повороту стріли крана; t  – час. 

Остаточно можна отримати наступну 
математичну модель руху вантажу на кана-
ті крана під час його обертання навколо 
власної осі: 

( )

2sin cos sin 0 ;

,

r g

l l

t

  θ − + θ θφ + θ =  
 

φ = φ

&& &

  (1) 

де 29,81 /g м с=  – прискорення вільного 
падіння. 

Якщо ввести позначення /r lα = , 
/g lβ = , тоді (1) набуває вигляду: 

( )
( )

2sin cos sin 0 ;

.t

θ − α + θ θφ + β θ =


φ = φ

&& &

  (2) 

1. Розглянемо випадок повороту крана 
з постійною кутовою швидкістю ω , де 

const=ω=ϕ& . Крім того, вважатимемо θ  
малим кутом, тобто 1<<θ . Тоді (2) при-
ймає вигляд: 

( ) 2 0 ;

.t

θ − α + θ ω + βθ =


φ = ω

&&

            (3) 

Рівняння для θ  у (3) можно розв’язати 

за початкових умов: 0
00

=θ=θ
== tt

& . 

Розв’язок можна подати наступним співвід-
ношенням: 
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( ) ( )
2

2

2
sin

2

t
t

αω Ω θ =  β − ω  
,       (4) 

де 2 2;Ω = β − ω β > ω  

( ) ( )
2 2

2 2
ch ,t t

αω αωθ = γ −
γ γ

    (5) 

де 2 2, .γ = ω −β ω > β  

 

При 2ω=β  маємо: 

( )
2 2

4

t
t

αωθ = .                   (6) 

2. Розв’яжемо систему (2) за будь-яких 
значень θ  та початкових умов 

0
00

=θ=θ
== tt

&  для tφ = ω  чисельними ме-

тодами. Проаналізуємо вплив параметрів 
( ωβα ,, ) на амплітуду коливань та закон 

( )tθ . Для уточненого аналізу використаємо 

метод фазових портретів ( )θθ &,  та ( )θθ &&&, . 
Результати чисельного аналізу для різних 
значень α , β  та const=ω  подані далі на 
графіках на рис. 1. 

3. Розглянемо випадок резонансу, коли 
2ω=β , а ( )tθ  визначається співвідношен-

ням (6). Оскільки вантаж не повинен від-
хилятися більше, ніж на 900, (тому що його 
траєкторію в цьому випадку не можна 
представити у вигляді кола), тоді можна 
визначити область значень α  та β , за яких 
для даної ω  амплітуда коливань θ  не пере-

вищує 900. Подамо (6) при 2ω=β  у наступ-
ному вигляді: 

2

4

tαβθ = .                      (7)  

Таблиця 1. Значення *t , с для різних α , β  і ω  

Table 1. Values *t , с for the different α , β  і ω  

 

Тоді проміжок часу, через який / 2θ = π , 
складає: 

* 2
t

π=
αβ

.                       (8) 

У таблиці подані значення ct ,*  для різ-
них значень α , β  і ω . 

 
 

4. Розглянемо далі випадок нерівномір-
ного нерівноприскореного повороту стрі-
ли крана, тобто  0≠ϕ&& . Для дослідження 
такого руху слід задати таку залежність 

( )tω , яка найбільш точно відповідає руху 
реальної машини. Для цього можна вико-
ристати залежність [4, 6]: 

( ) 2
0

П

sin
2

t t
t

 πω = ω  ⋅ 
,            (9) 

де 0ω  – кутова швидкість повороту стріли 

крана; Пt  – час пуску механізму повороту 

(згідно [4] П 5t c= ). У подальших чисель-

них розрахунках на ПЕОМ цього випадку 
(розв’язок системи (2) за умови ( )tω≡ϕ&  
(9)) α  змінюється у межах (1…5), β  змі-
нюється у межах (0,5…1) с-2, а ω  набуває 
значень (0,4; 0,6; 1,0) с-2. Результати розра-
хунків на ПЕОМ подані на рис. 2. 

Для узагальнення досліджень ми прове-
ли розрахунки на ПЕОМ для випадків, коли 
наявні різні види в’язкого тертя, а саме:  

1) класичне (ньютонівське) в’язке  
тертя θ&~ ;  

2) нелінійне квадратичне в’язке  

тертя 2~ θ& . 
У цих випадках ( )tω=ω , а рівняння для 

визначення закону ( )tθ  буде: 

( )

( )

2
1

2
2

2
0

П

sin cos

sin 0 ;

sin .
2

t t
t


θ − α + θ θφ + γ θ +

 + γ θ + β θ =


 πφ = ω = ω   ⋅ 

&& & &

&

&

    (10) 

 
Результати чисельного розрахунку на 

ПЕОМ моделі руху відповідно до (10) по-
дані на рис. 3 та 4. 

22 , −ω=β с  α  
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,8 1,0 

1 7,93 4,85 4,58 3,96 3,54 3,24 2,80 2,51 
2 5,60 3,96 3,24 2,80 2,51 2,29 1,98 1,77 
3 4,58 3,24 2,64 2,29 2,05 1,87 2,62 1,45 
4 3,96 2,80 2,29 1,98 1,77 1,62 1,40 1,25 
5 3,54 2,51 2,05 1,77 1,59 1,45 1,25 1,12 
6 3,24 2,29 1,87 1,62 1,45 1,32 1,14 1,02 
7 3,00 2,12 1,73 1,50 1,34 1,22 1,06 0,95 



Гірничі та піднімально-транспортні машини 

 52

 

  
а (а) а (а) 

  
б (в) б (в) 

  
в (с) в (с 

  
г (d) г (d) 

  
д (е) д (е) 

Рис. 1. Графічні залежності ( )tθ  – а, ( )tθ&  – б, ( )tθ&&  – в, 

( )θθ &,  – г та ( )θθ &&&,  – д  при наступних параметрах 

1=α ,  22,0 −=β с ,  const0,1 1 ==ω −с  

Рис. 2. Графічні залежності ( )tθ  – а, ( )tθ&  – б, ( )tθ&&  – в, 

( )θθ &,  – г та ( )θθ &&&,  – д  при наступних параметрах 

3=α ,  25,0 −=β с ,  1
0 6,0 −=ω с ,  0≠ϕ&&  

Fig. 1. Graphic dependences ( )tθ  – а, ( )tθ&  – b, ( )tθ&&  – c, 

( )θθ &,  – d та ( )θθ &&&,  – e  at the following parameters 

1=α ,  22,0 −=β с ,  const0,1 1 ==ω −с  

Fig. 2. Graphic dependences ( )tθ  – а, ( )tθ&  – b, ( )tθ&&  – c, 

( )θθ &,  – d та ( )θθ &&&,  – e  at the following parameters 

3=α ,  25,0 −=β с ,  1
0 6,0 −=ω с ,  0≠ϕ&&  
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а (а) а (а) 

  
б (в) б (в) 

  
в (с) в (с 

  
г (d) г (d) 

  
д (е) д (е) 

Рис. 3. Графічні залежності ( )tθ  – а, ( )tθ&  – б, ( )tθ&&  – в, 

( )θθ &,  – г та ( )θθ &&&,  – д  при наступних параметрах 

3=α ,  20,1 −=β с ,  1
0 0,1 −=ω с , 0≠ϕ&&  та при  

наявності лінійного в’язкого тертя 10,1 −=γ с  

Рис. 4. Графічні залежності ( )tθ  – а, ( )tθ&  – б, ( )tθ&&  – в, 

( )θθ &,  – г та ( )θθ &&&,  – д  при наступних параметрах 

3=α ,  20,1 −=β с ,  1
0 0,1 −=ω с , 0≠ϕ&&  та при  

наявності нелінійного в’язкого тертя 10,1 −=γ с  

Fig. 3. Graphic dependences ( )tθ  – а, ( )tθ&  – b, ( )tθ&&  – c, 

( )θθ &,  – d та ( )θθ &&&,  – e  at the following parameters 

3=α ,  20,1 −=β с ,  1
0 0,1 −=ω с , 0≠ϕ&&  and in the 

presence of linear viscous friction  10,1 −=γ с  

Fig. 4. Graphic dependences ( )tθ  – а, ( )tθ&  – b, ( )tθ&&  – c, 

( )θθ &,  – d та ( )θθ &&&,  – e  at the following parameters 

3=α ,  20,1 −=β с ,  1
0 0,1 −=ω с , 0≠ϕ&&  and in the 

presence of nonlinear viscous friction  10,1 −=γ с  
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ВИСНОВКИ 
 

1. Запропонована математична модель 
стрілової системи вантажопідйомного кра-
на з двома ступенями вільності руху та за 
наявності різних видів в’язкого та неліній-
ного в’язкого (квадратичного) тертя. 

2. Розглянуто варіанти руху ведучої 
ланки (стріли) за її рівномірному та нерів-
номірному нерівноприскореному повороті. 
Розроблена математична модель є части-
ною узагальненої динамічної моделі крана 
за наявних сил лінійного/нелінійного 
в’язкого тертя і може бути у подальшому 
використана для створення оптимальних 
керованих кранових механізмів. 

3. Визначені часові параметри при вхо-
дженні механічної системи у резонанс 

( 2ω=β ) за 1<<θ  при різних значеннях α , 
β  та ω . 

4. Отримані чисельні результати дослі-
дження даної механічної системи методом 
фазових портретів дозволяють встановити 
суттєві відмінності впливу різновидів сил 
тертя на закон руху ( )tθ , ( )tθ&  та ( )tθ&& . 

5. Результати даної роботи можуть бути 
у подальшому використані для уточнення 
та вдосконалення існуючих методів інже-
нерних розрахунків керованих кранових 
систем як на стадіях проектування/кон-
струювання, так і у режимах реальної екс-
плуатації. 
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