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АНОТАЦІЯ. Розглянуто вібратор з приводом від лінійного двигуна зворотно-поступального руху з 

явнополюсним якорем та наведено його математичну модель. На підставі рівняння для реактивної 
складової електромагнітної сили визначено механічну роботу та показано її залежність від фазового 
кута коливань. За допомогою імітаційної Simulink-моделі отримано основні характеристики вібратора з 
приводом від лінійного двигуна в залежності від фазового кута коливань та виявлено тенденції, що 
підтверджують результати проведеного математичного аналізу. 

Ключові слова: вібратор, кутові характеристики, лінійний двигун, реактивна складова, явнополюс-
ний якір. 
 

АННОТАЦИЯ. Рассмотрен вибратор с приводом от линейного двигателя возвратно-
поступательного движения с явнополюсным якорем и приведена его математическая модель. На осно-
вании уравнения для реактивной составляющей электромагнитной силы определена механическая ра-
бота и показана ее зависимость от фазового угла колебаний. С помощью имитационной Simulink-
модели получены основные характеристики вибратора в зависимости от фазового угла колебаний и 
выявлены тенденции, которые подтверждают результаты проведенного математического анализа. 

Ключевые слова: вибратор, угловые характеристики, линейный двигатель, реактивная состав-
ляющая, явнополюсный якорь. 
 

ABSTRACT. Purpose. Justification of effective modes operation of the vibrator with the salient-pole linear mo-
tor drive. Methodology/approach. The results of theoretical researches are grounded on common provisions 
one-mass systems vibration theory. Numerical calculation of the linear motor parameters is gained by means of a 
finite element method. The imitative Matlab/Simulink-model was applied to deriving of thrust-angle characteristics 
of the linear motor. Findings. On the basis of reluctance component electromagnetic force equation, mechanical 
work is defined and its dependence on a phase angle of oscillations is displayed. By means of imitative Simulink-
model the basic characteristics of the vibrator with the linear motor drive depending on a phase angle of oscilla-
tions are gained and the trends confirming results of mathematical analysis are determined. Research limita-
tions/implications. It is find out that the reluctance component of electromagnetic force performs the useful work 
on frequencies above undamped natural frequency of the system. There is an optimal value of a phase angle 
which depends on load parameters and amplitude of oscillation. Originality/value. For maintenance of an opti-
mum mode operation of the vibrator with the salient-pole linear motor drive it is necessary to keeping up an opti-
mum phase angle taking into account loading change. 

Key words: vibrator, thrust-angle characteristics, linear motor, reluctance component, variable reluctance 
platen. 

ВСТУП 
 

Вібраційні технології є основою бага-
тьох сучасних технологічних процесів, 
пов’язаних з переміщенням та обробкою 
матеріалів, ущільненням, сортуванням, 
гранулюванням тощо. Зазвичай для реалі-
зації зворотно-поступального руху застосо-
вуються обертові двигуни з відповідними 
механічними передачами. Невисока ефек-
тивність обертових приводів зумовлена 
значними механічними втратами в переда-
вальних пристроях, а недостатня надійність 

– динамічними перевантаженнями в пере-
дачах та недовговічністю застосовуваних в 
них типових серій асинхронних двигунів 
[1]. 
Використання вібраційних пристроїв з 

приводом від лінійних двигунів (ЛД) має 
свої особливості, які визначаються конс-
труктивним виконанням та характером ро-
бочого процесу. До переваг таких приводів 
можна віднести відсутність механічних пе-
редач, що підвищує надійність та зменшує 
механічні втрати. Відсутність лобових час-
тин обмотки у коаксіальних ЛД покращує 
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вібростійкість. Разом з тим, застосування їх 
в якості вібраторів має також свої недоліки. 
Зокрема коефіцієнт корисної дії ЛД є ниж-
чим від аналогічного показника обертового. 
Крім того, це резонансні пристрої, які до-
сить чутливі до зміни параметрів наванта-
ження. 
Підвищення ефективності роботи при-

строїв з приводом від ЛД та визначення оп-
тимальних режимів їхньої роботи, є актуа-
льною задачею. Вирішення цієї задачі пе-
редбачає побудову відповідних комплекс-
них математичних моделей, отримання за 
їхньою допомогою необхідних характерис-
тик, та виявлення властивостей, які впли-
вають на ефективність роботи пристрою. 
На сьогоднішній день розроблено низку 

аналітичних та чисельних моделей, які до-
зволяють провести розрахунок характерис-
тик коаксіального ЛД з постійними магні-
тами (ПМ) [2-6]. В роботі [7] наведено лі-
нійну модель вібратора з приводом від ЛД з 
ПМ та неявнополюсним якорем. В даній 
роботі розглянуто кутові характеристики 
ЛД зворотно-поступального руху з явнопо-
люсним якорем, з метою виявлення ефек-
тивних режимів роботи як приводу вібра-
тора. 

 
МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ЯВНОПО-
ЛЮСНОГО ЛІНІЙНОГО ДВИГУНА ПРИ-

ВОДУ ВІБРАТОРА 
 

Для ненасиченої машини рівняння бала-
нсу напруг в обмотці статора, у випадку 
явнополюсного якоря, може бути записано 
в наступному вигляді 

dt

ixd
iRu a

s
),(Ψ+= ,                  (1) 

де )2sin( ftUu m π= – напруга живлення; i – 

струм статора; Rs – активний опір обмотки 
статора; ixLxix aapma )()(),( +Ψ=Ψ  – пото-

козчеплення обмотки в залежності від по-
ложення якоря ха (переміщення якоря від-
носно статора) та струму статора і; Ψpm(xa) 
– залежність потокозчеплення, що створю-
ється постійними магнітами від положення 
якоря; L(xa) – індуктивність обмотки в за-
лежності від положення якоря. Відповідна 
електрична схема заміщення показана на 

рис. 1, а. 
Для нелінійної магнітної системи енергія 

магнітного поля визначиться виразом 
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Звідси отримаємо вираз для електромагніт-
ної сили, записаний через енергію магніт-
ного поля 
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де Fes – електромагнітна сила зумовлена 
дією поля постійних магнітів (синхронна 
складова); Fer – електромагнітна сила, що 
не залежить від поля збудження (реактивна 
складова) й зумовлена різною провідністю 
явнополюсного якоря по поздовжній та по-
перечній осях. 

 
а) 

 

б) 

Рис. 1. Еквівалентна електрична (а) та механіч-
на (б) схеми вібратора 

Fig. 1. The equivalent electrical (а) and mechani-
cal (б) circuits of the vibrator 

 
Якщо прийняти за початок координат 

положення відносно якого здійснюються 
коливання якоря (положення за якого пото-
козчеплення від поля магнітів дорівнює ну-
лю), то залежності потокозчеплення, що 
створюється постійними магнітами, та ін-
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дуктивності від положення якоря ЛД, мо-
жуть бути апроксимовані виразами [5]: 

amapm х θΨ=Ψ sin)( ;              (4) 

amava LLхL θ+= 2cos)( ,           (5) 

де Ψm – амплітудне значення потокозчеп-

лення; τ
π=θ a

a
x  – кутове положення яко-

ря (за аналогією з обертовими машинами 
кут між осями полюсів якоря та обмотки 
статора); τ – полюсна поділка; Lav, Lm – від-
повідно середнє та амплітудне значення 
індуктивності обмотки статора (рис. 2, а). 
Тоді синхронна та реактивна складові 

електромагнітної сили з врахуванням (3), 
(4), (5) запишуться як 
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Статичні тягові характеристики, що від-
повідають виразам (6), показані на рис 2, б. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 2. Індуктивність обмотки та потокозчеп-
лення зумовлене полем магнітів (а), статична 

тягова характеристика (б) 

Fig. 2. Inductance of a winding and flux linkage 
caused by a magnetic field of magnets (а), a static 

thrust characteristic (б) 
 

У коливальному режимі роботи струм 
ЛД є змінним, і протягом одного циклу ко-

ливань синхронна складова електромагніт-
ної сили виконує корисну роботу на всьому 
інтервалі переміщення якоря (в межах по-
люсної поділки -τ/2 < xa < τ/2). Оскільки 
знак реактивної складової при переході че-
рез положення xa = 0 змінюється на проти-
лежний, то вплив цієї складової на сумарну 
роботу машини є невизначеним. Для того, 
щоб дослідити це питання, розглянемо ро-
боту реактивної сили при переміщенні яко-
ря. 
Для спрощення аналізу, представимо за-

лежність реактивної складової електромаг-
нітної сили від переміщення поліномом 
третього порядку виду 
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3

2
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3
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де Fer1, Fer2, Fer3 – постійні коефіцієнти. 
Для визначення цих коефіцієнтів скла-

демо систему із трьох незалежних рівнянь 
за умови, що Fer =0, коли ха = τ/2 (рис. 2, б), 
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а миттєве значення реактивної складової 
електромагнітної сили запишеться 
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Зробимо припущення, що переміщення 
якоря та струм статора є гармонічними фу-
нкціями виду:  

tXx ama ω= cos ; ( )θ+ω= tIi m cos , 

де Xam, Im – амплітуди коливань якоря та 
струму відповідно; θ – кут між струмом та 
переміщенням якоря. Тоді залежність 
струму від переміщення становитиме рів-
няння еліпса з довільно розташованими 
осями. На інтервалі руху якоря від поло-
ження -Xam до Xam струм змінюється за за-

коном 




 −θ+θ= 22sincos aama

am

m xXx
X

I
i . 

Інтегруючи на цьому проміжку, визначимо 
механічну роботу реактивної складової 
електромагнітної сили 
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Оскільки вираз у дужках ( )222 τ−amX  в 

робочому режимі завжди від’ємний, то рів-
няння (9) матиме додатне значення, якщо   

θ > π/2, тобто ω > ω0 (
am

k=ω0  – власна 

частота коливань системи), й від’ємне зна-
чення, якщо θ < π/2. Отже, реактивна скла-
дова електромагнітної сили, в коливально-
му режимі, виконує корисну роботу на час-
тотах, вищих за власну частоту коливань 
ω0, а при θ = π/2, її значення дорівнює нулю 
(рис. 3). 

 
Рис. 3. Робота, що виконується синхронною та 
реактивною складовими електромагнітної сили 
в залежності від кута коливань, при І = const, 

Xam = const 

Fig. 3. Work which is executed by synchronous 
and reluctance components of electromagnetic 
force, depending on a phase angle, at І = const, 

Xam= const 
 
Для визначення амплітуди коливань 

якоря мають бути враховані сили пружнос-
ті та сили демпфірування вібратора й нава-
нтаження. Доповнимо рівняння балансу на-
пруг (1) рівнянням балансу сил, отриманим 
за наступних умов. Параметри машини є 
сталими і не залежать від режиму роботи. 
Еквівалентна механічна схема вібратора 
(рис. 1, б) містить нерухомий статор 1 з об-
моткою 2. Якір 3 коливається під дією еле-
ктромагнітної сили Fe(t) відносно статора 
на пружинах 4 з жорсткістю k. Вважатиме-
мо, що коефіцієнти в’язкого тертя b та жор-
сткості k є еквівалентними, тобто врахову-
ють відповідні коефіцієнти вібратора разом 
з навантаженням. За таких умов механічну 
систему можна розглядати як одномасову. 
Система координат пов’язана із статором з 
початком в положенні механічної рівноваги 
якоря за відсутності струму ЛД.  

Наведеним припущенням відповідає на-
ступне рівняння: 

dt

dx
bkxtF
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xd
m a

ae
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a −−= )(
2

2

,      (10) 

де ma – маса якоря; xa – переміщення якоря 
відносно статора; Fe(t) – електромагнітна 
сила; k – еквівалентний коефіцієнт жорст-
кості пружин вібратора та навантаження;   
b = bv + bload – сумарний коефіцієнт в'язкого 
тертя вібратора та навантаження; bv – кое-
фіцієнт в'язкого тертя вібратора; bload – ко-
ефіцієнт в'язкого тертя навантаження. 
Для того, щоб використати символічний 

метод, представимо всі величини, що вхо-
дять до складу рівнянь (1), (10), еквівалент-
ними синусоїдними функціями. Синхронна 
складова електромагнітної сили, що є нелі-
нійною функцією переміщення якоря xa та 
струму статора і, може бути приведена до 
гармонічної функції виду Fes(і)knl таким чи-
ном, щоб робота, яка виконується остан-
ньою за цикл, дорівнювала роботі дійсної 
електромагнітної сили, тобто 
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Реактивна складова електромагнітної 

сили також може бути зведена до гармоні-

чної функції виду ( ) i
L

iF m
er τ

π= . Визначи-

мо роботу цієї сили на інтервалі руху якоря 
від положення -Xam до Xam 

τ
θπ=

2

sin2

.
ammm

mmecr
XIL

W .        (11) 

Тоді коефіцієнт зведення з врахуванням 
(9) визначиться на підставі виразу 
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Оскільки в рівняння (12), крім амплітуди 
коливань у третьому ступені, входить та-
кож фазовий кут коливань, то загальний 
вираз для амплітудо-частотної характерис-
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тики вібратора є досить громіздким й не 
придатним для практичного використання 
та аналізу. Тому, видається доцільним ви-
значати амплітуду, задавшись фіксованим 
значенням частоти коливань. У найпрості-
шому випадку для власної частоти системи 
θ = π/2 і залежність струму від переміщення 
набере вигляду 

22
aam

am

m xX
X

I
i −±= .             (13) 

На інтервалі руху якоря від положення 
Xam до Xam, робота реактивної складової, 
якщо θ = π/2, буде дорівнювати нулю: 

0== ∫
−

am

am

X

X
aermecr dxFW . 

Отже, для випадку фазового механічного 
резонансу система диференційних рівнянь, 
що описують динаміку вібратора, в ком-
плексній формі запишеться: 
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Розв’язком цієї системи буде значення 
амплітуди коливань 
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звідки, враховуючи, що при θ = π/2, 
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В загальному випадку, можна визначити 
значення кута коливань за якого робота, що 
виконується обома складовими (синхро-
нною та реактивною), буде мати максима-
льне значення. Для цього знайдемо похідну 
за кутом від сумарної механічної роботи та 
прирівняємо її до нуля. Враховуючи, що 
механічна робота дорівнює 
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Аналіз виразу (16) свідчить, що в межах 
робочої амплітуди коливань (Xam < τ/2), оп-
тимальне значення фазового кута зростає 
при збільшенні струму статора та ампліту-
ди індуктивності, тобто із зростанням реак-
тивної складової електромагнітної сили (6), 
а також із зростанням амплітуди коливань. 

 
ЧИСЕЛЬНИЙ РОЗРАХУНОК КУТОВИХ 
ХАРАКТЕРИСТИК ЗА ДОПОМОГОЮ 
ІМІТАЦІЙНОЇ SIMULINK-МОДЕЛІ 

 
Залежності, наведені на рис. 3, розрахо-

вані за умов незмінних амплітуд коливань 
та струму статора. Оскільки ці дві величини 
є взаємопов’язаними, то на практиці одно-
часне виконання обох умов можливе тільки 
в невеликому діапазоні зміни частоти коли-
вань та за відповідної зміни навантаження. 
Аналітичний розгляд такої задачі у всьому 
частотному діапазоні з врахуванням приро-
дної амплітудо-частотної характеристики є 
досить складним. Тому для дослідження 
впливу реактивної компоненти електромаг-
нітної сили на ефективність вібратора та 
розрахунку кутових характеристик прове-
демо моделювання за допомогою неліній-
ної чисельної моделі вібратора за умов, що 
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струм є сталим І = const, а Xam =var. Такий 
режим роботи є найбільш сприятливим з 
точки зору забезпечення номінального еле-
ктричного навантаження двигуна. При 
цьому розглядається коаксіально-лінійний 
ЛД із зубчастою структурою статора та по-
стійними магнітами на якорі. Механічна 
схема вібратора відповідає наведеній на 
рис. 1, б. Модель електромеханічної систе-
ми ґрунтується на рівняннях (1), (10). Зале-
жності потокозчеплення обмотки статора 
ЛД Ψ(xа,і) та електромагнітної сили Fe(xa,i) 
від положення якоря та струму статора ви-
значались на підставі вирішення польової 
задачі чисельним методом скінченних еле-
ментів, постановка якої, подана в роботі 
[2]. Далі проведено чисельне дослідження 
характеристик вібратора з параметрами, 
наведеними в табл. 1, за допомогою іміта-
ційної Simulink-моделі, представленої в ро-
боті [8]. 
 
Таблиця 1. Параметри машини 
Table 1. Parameters machine  
Маса якоря ma, кг 75 
Коефіцієнт в'язкого тертя вібратора 
bv, кг/с 

 
250 

Коефіцієнт в'язкого тертя наванта-
ження bload, кг/с 

 
3000 

Активний опір обмотки статора Rs, 
Ом 

 
0,66 

Полюсна поділка τ, м 0,059 
Амплітуда потокозчеплення по-
стійних магнітів Ψm, Вб 

 
2,34 

Коефіцієнт жорсткості пружин k, 
Н·м 

 
687153 

Амплітуда індуктивності Lm, мГн 3,5 
Середнє значення індуктивності Lav, 
мГн  

 
35,562 

 
На рис. 4 наведено залежності механіч-

ної роботи синхронної Wmecs та реактивної 
Wmecr складових електромагнітної сили, а 
також сумарної роботи Wmec, від фазового 
кута θ за один період коливань. 
Як видно з рисунка, на частотах менших 

за власну частоту системи ω < ω0, θ < π/2, 
робота реактивної компоненти електромаг-
нітної сили є від’ємною, і погіршує ефекти-
вність роботи вібратора. На частоті ω = ω0, 
θ = π/2, робота реактивної складової дорів-
нює нулю, й при подальшому зростанні ча-

стоти стає додатною. 

 
Рис. 4. Залежності механічної роботи за період 
коливань: криві 3, 8 – для струму 20 А; криві 2, 4, 7 

– для струму 40 А; криві 1, 5, 6 – для струму 60 А 

Fig. 4. Mechanical work for period of oscillations: 
curves 3, 8 – for a current 20 A; curves 2, 4, 7 – for a 

current 40 A; curves 1, 5, 6 – for a current 60 A 
 
Залежність ККД від фазового кута коли-

вань (рис. 5) ілюструє загальну для ЛД ко-
ливального руху тенденцію – зменшення 
ефективності при збільшенні струму та ам-
плітуди коливань. На відміну від ЛД з не-
явнополюсним якорем, ККД якого має мак-
симум на частоті ω0, в даному випадку мак-
симум ККД із зростанням струму зміщу-
ється в область вищих частот. 

 
Рис. 5. Залежності ККД та амплітуди коливань: 
криві 3, 6 – для струму 20 А; криві 2, 5 – для струму 

40 А; криві 1, 4 – для струму 60 А 

Fig. 5. Efficiency and amplitude of oscillation: 
curves 3, 6 – for a current 20 A; curves 2, 5 – for a cur-

rent 40 A; curves 1, 4 – for a current 60 A 
 

Аналогічний характер має і залежність 
амплітуди. Із збільшенням струму частота 
амплітудного резонансу зміщується в об-
ласть вищих частот, що пояснюється зрос-
танням впливу реактивної складової елект-
ромагнітної сили на сумарну механічну ро-
боту. 
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На рис. 6, а показана залежність реакти-
вної складової електромагнітної сили від 
переміщення, а на рис. 6, б її зміна в часі 
для випадку θ = 80°. На відміну від оберто-
вих машин, де значення реактивної складо-
вої моменту (так як і синхронної) в устале-
ному режимі є постійним, в ЛД коливаль-
ного руху зазначена складова є складною 
функцією часу. Характерний вигляд її змі-
ни в часі зумовлений тим, що ця складова 
протягом періоду декілька разів приймає 
нульове значення внаслідок рівності нулю 
струму, й внаслідок проходження якорем 
положення ха = 0. 

   
а) 

 
б) 

Рис. 6. Зміна реактивної складової електромаг-
нітної сили для випадку θ = 80°, І = 40 А 

Fig. 6. Change of reluctance component electro-
magnetic force for a case θ = 80°, І = 40 A 

 
Для побудови динамічних кутових хара-

ктеристик, представимо усі складові елект-
ромагнітної сили – синхронну Fes, реактив-
ну Fer та сумарну Fe, їх діючими (ефектив-
ними) значеннями (рис. 7). 
Як видно з рисунка, на частотах, нижчих 

власної частоти коливальної системи ω/ω0 < 
1 (θ < π/2), реактивна складова зменшує су-
марне значення електромагнітної сили, а на 
частотах ω/ω0 > 1 – збільшує. Це пояснює 
зростання ККД на частотах вище резонанс-
них в ЛД з явнополюсним якорем. Оскільки 
таке зростання супроводжується також зро-
станням амплітуди коливань Xam (рис. 5) та 

механічної роботи, то такий режим роботи 
в явнополюсних машинах може бути більш 
ефективним. Крім того, на частотах ω/ω0 > 
1 реактивна складова еквівалентного меха-
нічного опору має ємнісний характер [7], 
що позитивно впливає на електричний кое-
фіцієнт потужності ЛД. 

 
Рис. 7. Залежності електромагнітних сил: криві 
3, 6, 9 – для струму 20 А; криві 2, 5, 8 – для струму 

40 А; криві 1, 4, 7 – для струму 60 А 

Fig. 7. Electromagnetic forces: curves 3, 6, 9 – for a 
current 20 A; curves 2, 5, 8 – for a current 40 A; curves 

1, 4, 7 – for a current 60 A 
 

ВИСНОВКИ 
 
В результаті проведеного аналітичного 

дослідження визначено, що на власній час-
тоті коливальної системи, при значенні фа-
зового кута θ = π/2, реактивна складова 
електромагнітної сили ЛД з явнополюсним 
якорем не виконує корисної роботи. На ча-
стотах ω/ω0 < 1 реактивна складова змен-
шує сумарне значення електромагнітної 
сили, а на частотах вище за власну частоту 
системи ω/ω0 > 1 – збільшує. 
Існує оптимальне значення фазового ку-

та коливань, яке визначається як парамет-
рами лінійного двигуна, так і параметрами 
навантаження, оскільки останні впливають 
на амплітуду коливань, що входить до 
складу рівняння (16). Із збільшенням стру-
му та амплітуди коливань оптимальне зна-
чення кута також зростає. 
На підставі імітаційного моделювання 

визначено, що зі зростанням амплітуди ко-
ливань (за умови підтримання струму ЛД 
сталим) ККД вібратора погіршується. По-
казано, що зі збільшенням струму, частота 
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амплітудного резонансу зростає, що пояс-
нюється впливом реактивної складової еле-
ктромагнітної сили. Тому при ω/ω0 > 1 ро-
бота вібратора з приводом від явнополюс-
ного ЛД є більш ефективною. 
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