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АНОТАЦІЯ. У статті запропоновано новий метод аналізу перехідних процесів та нелінійних хвилеу-
творень у протяжних гірничих транспортних машинах. Моделлю обрано подовжньо-деформівний пруж-
ний стрижень, що зв’язаний з основою силами сухого, в’язкого та нелінійно-в’язкого тертя. 

Ключові слова: метод, аналіз, перехідний процес, нелінійність, хвилеутворення, протяжність, гір-
нича машина, транспорт. 

 
АННОТАЦИЯ. В статье предложен новый метод анализа переходных процессов и нелинейных вол-

нообразований в протяжённых горных транспортных машинах. Моделью выбран продольно-
деформируемый упругий стержень, который связан с основанием силами сухого, вязкого и нелинейно-
вязкого трения. 

Ключевые слова: метод, анализ, переходной процесс, нелинейность, волнообразования, протяжён-
ность, горная машина, транспорт. 
 

ABSTRACT. Purpose. The purpose of work consists in justification of a method of the analysis of transients 
and nonlinear wave formations in extended mountain transport cars. Use of the numerical and analytical ap-
proach offered in ground research, together with a method of phase portraits (classical and highest orders) allows 
to establish the main kinematic characteristics of objects of research and types of oscillating motions and wave 
formations which arise at them during start-up/braking of mountain transport cars. Methodology/approach. Re-
searches in this work are of analytical character. Findings. As model it is chosen it is longitudinal a deformable 
elastic core which is connected with the basis powers of dry, viscous and nonlinear and viscous friction. The 
method of phase portraits (classical and the highest orders) established the main features of movement of similar 
mechanical systems. Research limitations/implicеtions. Results of this work can be used further for specifica-
tion and improvement of existing engineering methods of calculation and the analysis of transients and nonlinear 
wave formations at extended mountain transport cars as at stages of their design or designing, and in modes of 
real operation. Originality/value. The work has scientific and practical interest. 

Key words: method, analysis, transitional process, nonlinearity, wave formations, extent, mountain car, trans-
port. 

 
  

ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 
 

Сучасний рівень розвитку технології ви-
добутку й переробки корисних копалин 
обумовлює широке застосування у гірничій 
промисловості протяжних транспортних 
пристроїв, характерною особливістю яких є 
те, що один із розмірів суттєво перевищує 
інші. Це стрічкові та скребкові конвеєри, 
шахтні підйомні пристрої, горизонтальні та 
вертикальні вібраційні конвеєри. Науково 
обґрунтоване врахування динамічних про-
цесів, які протікають у цих машинах, є од-
ним з основних факторів, що визначають 
працездатність, надійність та економічність 

конструкції. Оскільки всебічний розгляд та 
дослідження цих процесів практично не-
можливі, для наближеного їх опису зазви-
чай використовуються розрахункові моделі. 

При розрахунковому моделюванні ди-
намічних процесів у протяжних транспорт-
них пристроях широко використовуються 
моделі, основним елементом яких є пруж-
ний прямолінійний стрижень. Зрозуміло, 
що такі моделі не можуть відображати усі 
особливості прототипу. Проте часто саме 
вони дозволяють виявляти найбільш суттє-
ві сторони явища, уникати накладань ефек-
тів різної фізичної природи. 
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Подовжньо-деформівний пружний 
стрижень, зв’язний з основою силами сухо-
го (та інших видів) тертя, широко застосо-
вується як розрахункова схема при вивчен-
ні перехідних процесів ряду технічних при-
строїв, зокрема, протяжних конвеєрних 
установок різного типу, які застосовуються 
у гірничій промисловості. Саме тому роз-
робка прийомів інтегрування та чисельно-
аналітичного розв’язку рівняння руху вка-
заного стрижня має безпосереднє відно-
шення до визначення динамічних зусиль у 
тягових органах протяжних пристроїв при 
дослідженні перехідних процесів (процесів 
пуску/гальмування) та основних параметрів 
просторово-часової еволюції виникаючих у 
стрижнях нелінійних хвилеутворень. 

 
ОГЛЯД ПУБЛІКАЦІЙ 

 
Задачі розповсюдження подовжньої хви-

лі деформації, яка викликана кінцевим по-
довжнім зусиллям, у пружному стрижні, 
зв’язаному з основою силами сухого тертя, 
розглянуті у роботах [1-4]. Інтенсивні по-
довжньо-крутні та згинно-крутні хвилі у 
пружному стрижні досліджені у роботі [5]. 
Результати цитованих вище робіт будуть 
використані у даному дослідженні. 

 
МЕТА РОБОТИ 

 
Мета роботи полягає у обґрунтуванні 

методу аналізу перехідних процесів та не-
лінійних хвилеутворень у протяжних гір-
ничих транспортних машинах. Викорис-
тання чисельно-аналітичного підходу, за-
пропонованого у даному дослідженні, ра-
зом з методом фазових портретів (класич-
ного та вищих порядків) дозволяє встано-
вити основні кінематичні характеристики 
об’єктів дослідження та типи коливальних 
рухів і хвилеутворень, що виникають в них 
під час пуску/гальмування гірничих транс-
портних машин (стрічкових та скребкових 
конвеєрів, шахтних підйомних пристроях). 

 
ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ 
 
1. Моделювання руху стрижня, зв’яза-

ного з основою силами сухого тертя, під 
дією поздовжньої сили 

Розглянемо пружний стрижень довжи-
ною l , що лежить на суцільній твердій ос-
нові (рис.1). До лівого кінця стрижня при-
кладена змінна у часі розтягуюча сила ( )tP . 
Його рухові перешкоджають (створюють 
опір) сили сухого тертя 
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q ⋅ρ⋅µ⋅









∂
∂−= sign* , що виникають на 

поверхні контакту між стрижнем та осно-
вою ( g  – прискорення вільного падіння; µ  
– коефіцієнт тертя; ρ  – щільність матеріалу 
стрижня; u  – переміщення стрижня, 

( )txuu ,= ; x  – просторова, а t  часова ко-

ординати відповідно). Зазначимо, що *q  
визначає питому силу опору сухого тертя 
(на одиницю об’єму стрижня). Початок ко-
ординат зв’язуємо з лівим кінцем стрижня, 
а координатну вісь Ox  спрямовуємо зліва 
направо. 

 
 

Рис. 1. Стрижень, зв’язаний з основою силами  
сухого тертя 

 
Fig. 1. The core connected with the basis by pow-

ers of dry friction 
 
За зростання сили ( )tP  від нульового 

значення у стрижні (починаючи від його 
лівого кінця) розповсюджується хвиля де-
формації і у рух поступово залучаються но-
ві елементи стрижня. У фіксований момент 
часу t  одна частина стрижня знаходиться у 
стані руху, а інша – у стані спокою. Грани-
ця між обома частинами (фронт хвилі) змі-
нюється і є шуканою функцією часу [4]. 
Такий процес буде мати місце до тих пір, 
поки фронт хвилі не досягне правого кінця 
та не прийде до руху весь стрижень. 

Переміщення перерізів стрижня опису-
ється неоднорідним хвильовим рівнянням 
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де q  – розподілене подовжнє навантажен-
ня, що утворюється силами тертя та відне-
сене до одиниці маси стрижня, gq ⋅µ= ; 
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ρ= Ea2 ; E  – модуль пружності Юнга ма-

теріалу стрижня; ρ= Ea  – швидкість 

розповсюдження подовжніх хвиль дефор-
мації у стрижні. 

Гранична умова на лівому кінці стрижня 
виражається рівністю 

( ) ( )tp
x

tu ~,0 =
∂

∂
,                      (2) 

де p  – задана безрозмірна функція часу, 

що визначається величиною сили ( )tP ; 

( ) ( )
( )SE

tPtp ⋅=~ ; S  – площа поперечного 

перерізу стрижня. 
Зазначимо, що права частина рівняння 

(1) показує наступне: сили тертя прикладе-
ні до елементів стрижня, які здійснюють 
рух і спрямовані у протилежному до цього 
руху напрямку. Зрозуміло, що у разі  зрос-
тання функції ( )tp  рух елементів стрижня 
здійснюється у зворотному напрямку і рів-
няння (1) для рухливої ділянки стрижня на-
буває вигляду [4] 
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Використаємо підхід роботи [5] і введе-
мо наступні позначення: 
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де η~  – аргумент у рухомій (пов’язаній з 
виникаючою хвилею) системі координат. 
Вважаємо, що ( )η= ~~~ uu . Тоді рівняння (1) 
набуває вигляду 
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У (5) і далі V  вважаємо параметром 
швидкості розповсюдження хвилі у стриж-
ні. Якщо 1=V , то швидкість розповсю-
дження хвилі aVw = , а якщо 1>V   – 

aVw > . 

2. Моделювання руху стрижня, 
зв’язаного з основою силами сухого, 
в’язкого та квадратичного тертя, під 
дією подовжньої сили 

Якщо сили опору рухові стрижня скла-
даються з кількох типів сил тертя (сухого, 
в’язкого та квадратичного), то рівняння (1) 
ускладнюється і приймає вигляд 
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де α  – коефіцієнт в’язкого тертя, [ ] c
1=α ; 

β  – коефіцієнт квадратичного тертя, 

[ ]
м

1=β . 

З використанням позначення (5) рівнян-
ня (6) набуває вигляду 
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3. Моделювання руху стрижня, 
зв’язаного з основою силами комбіновано-
го тертя, під дією поздовжньої сили.  

У найбільш загальному випадку сили 
опору рухові стрижня складаються із сил 
тертя наступного виду: 1) сухого;  
2) в’язкого; 3) квадратичного; 4) нелінійно-
в’язкого. У цьому випадку замість (7) має-
мо рівняння 

( )

( ) ( )

( ) ,~
~

~
~

1

~
~

1~
~

1

~
~

sign
1~

~

2

2

132

2

2

2

2

222

2

η
⋅

η
⋅

−
⋅Ω⋅⋅γ+

+








η
⋅

−
⋅⋅β−

η
⋅

Ω⋅−
⋅α+

+








η
⋅

−⋅Ω⋅
⋅µ=

η

−−−−

d

ud

d

ud

V

Vl

d

ud

V

Vl

d

ud

V

V

d

ud

Vl

g

d

ud

nnnn

    (8) 

де γ  – коефіцієнт нелінійно-в’язкого тертя, 
2>n . 
Рівняння (5), (7) та (8) можна розв’язати 

лише чисельними методами на ПЕОМ. 
Вихідні дані для таких розрахунків на-

ступні: 1,0=µ ; мl 20= ; 1>V  ( 01,1=V ; 

2=V ; 3=V ); 281,9
с

мg = ; 1=Ω
α ; 

1=⋅β l ; ( ) 125...8 −=Ω c ; ( )5;4=n ; 

132 =Ω⋅⋅γ −− nnl . 
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За обраних значень вихідних параметрів 
задачі рівняння (7) та (8) спрощуються і 
приймають наступний вигляд: 
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На рис.2 – рис.5 наведено графіки зале-

жностей ( )η~~u , 
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 для обраних вихідних даних.  
 

 

ВИСНОВКИ 
 

1. Запропоновано та обґрунтовано новий 
метод аналізу перехідних процесів та нелі-
нійних хвилеутворень у протяжнх гірничих 
транспортних машинах. 
2. Як робочу модель обрано поздовжньо-
деформівний пружний стрижень, що 
зв’язаний з основою силами сухого, 
в’язкого та нелінійно-в’язкого (комбінова-
ного) тертя. 
3. Методом фазових портретів (класичного 
та вищих порядків) встановлені основні 
особливості руху подібних механічних сис-
тем. 
4. Результати роботи у подальшому мо-
жуть бути використані для уточнення та 
вдосконалення існуючих інженерних мето-
дів розрахунку та аналізу перехідних про-
цесів і нелінійних хвилеутворень у протяж-
них гірничих транспортних машинах як на 
стадіях їх проектування чи конструювання, 
та і у режимах реальної експлуатації. 

   
а (а) б (в) в (с) 

   
г (d) д (е) е (f) 

Рис. 2. Графічні залежності: ( )η~~u  – а; 
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