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АНОТАЦІЯ. Розроблена модель руйнування матеріалу в камері дроблення вібраційної щокової дроба-
рки. Приведені залежності для розрахунку двох напружено-деформованих станів матеріалу при його 
руйнуванні: до утворення тріщини і після утворення тріщини. Дана оцінка процесу руйнування після 
утворення тріщини в матеріалі. 

Ключові слова: напружено-деформований стан, еліптичний інтеграл, руйнування. 
 

АННОТАЦИЯ. Разработана модель разрушения материала в камере измельчения вибрационной ще-
ковой дробилки. Приведены зависимости для расчета двух напряженно-деформированных состояний 
материала при его разрушении: до образования трещины и после образования трещины. Дана оценка 
процесса разрушения после образования трещины в материале. 

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние, эллиптический интеграл, разрушение. 
 
ABSTRACT. Purpose. The main purpose of this article is to create a mathematical model that describes the 

process of destruction in the grinding chamber vibration jaw crusher and that considering the stress-strain state of 
the material. Methodology of research. In this article used the methods of elasticity and approaches of mathe-
matics. Findings. The calculated values of stresses and displacements taking into account presence cracks in 
the material. It was established that the main share of energy is spent on elastic deformation and cracking. Are 
constructed and analyzed the graphic depending of stress on the size cracks, elliptical module and radius Re-
search limitations/implications. The calculations did not include the expenses of energy for heating and plastic 
destruction. Originality/value. Knowledge of the stress-strain state makes it possible to further determine the en-
ergy expenses for the destruction of the material in the grinding chamber vibration jaw crusher. Based on the de-
pendences of presented in this paper can be set on the destruction optimal efforts and to design energy efficient 
machine for the crushing of building materials.   

Key words: stress-strain state, elliptic integral, destruction.  
 

ВСТУП 
 

Руйнування матеріалу в камері дроблен-
ня щокової дробарки є складним процесом, 
на який впливає ряд різноманітних факто-
рів, що мають імовірнісний характер. До 
цих факторів відносяться форма матеріалу і 
його міцність, наявність тріщин в матеріалі 
(розміри тріщини, її дислокація відносно 
прикладеного зусилля та кількість тріщин), 
розташування самого матеріалу в камері 
дроблення (обпирання на робочі поверхні 
машини чи взаємодія з іншими кусками по-
дрібнюваного матеріалу) тощо. Існуючі ма-
тематичні залежності не повною мірою 
враховують всі ці фактори, а процес дроб-

лення описується складними математични-
ми формулами. 

 
ОГЛЯД ПУБЛІКАЦІЙ 

 
Відома велика кількість рішень задачі з 

визначення напружено-деформованого ста-
ну суцільного матеріалу [16-18]. Проте ці 
рішення або є складними і значно 
об’ємними (в зв’язку з використанням біга-
рмонічних функцій), або не враховують на-
явність тріщини в тілі матеріалу, що руйну-
ється. 
В джерелах [19-21]  розглянуто напру-

жено-деформований стан матеріалу, який 
містить дископодібну тріщину. Отримані 
рішення є частковими, так як в більшості 
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випадків форма тріщини більш схожа на 
еліпс. 
В джерелі [22] розглянуто рішення зада-

чі напружено-деформованого стану матері-
алу за наявності в ньому зони розриву. В 
цьому випадку вирішувалась задача на 
площині.  
Наведені рішення описують напружено-

деформований стан тіла в цілому без вра-
хування специфіки робочого процесу в ка-
мері дроблення вібраційної щокової дроба-
рки.  

 
МЕТА РОБОТИ 

 
Метою роботи є розробка математичної 

моделі, що адекватно описує процес руйну-
вання матеріалу в камері дроблення вібра-
ційної щокової дробарки і рішення задачі з 
визначення напружень та деформацій в ма-
теріалі при його руйнуванні з врахуванням 
зони розриву в матеріалі. 

 
ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ 

 
При проведенні досліджень прийнято, 

що матеріал, який підлягає руйнуванню, 
поводить себе як абсолютно пружне тіло і 
водночас є ізотропним. При дробленні ма-
теріалу робочий цикл дробильних щік віб-
раційної щокової дробарки умовно поділя-
ється на 3 етапи: відхід дробильної щоки і 
просування матеріалу в напрямку його роз-
вантаження за рахунок сил тяжіння; збли-
ження дробильної щоки і матеріалу, за ра-
хунок чого утворюються зовнішні зони 
руйнування та накопичуються внутрішні 
напруження; подальше переміщення дро-

бильних щік, стиснення матеріалу та під-
вищення внутрішніх напружень, наслідком 
чого є руйнування матеріалу. В даній робо-
ті розглядається третій етап робочого цик-
лу. Таким чином в деякому наближенні за 
модель процесу руйнування можна взяти 
статичну модель. 
Ґрунтуючись на гіпотезі Пуанкаре, яка 

стверджує, що будь-яка тривимірна повер-
хня є гомеоморфною тривимірній сфері, за 
узагальнену фізичну модель форми матері-
алу була прийнята сфера [1-3]. 
Зона контакту робочого тіла (матеріалу) 

з робочими поверхнями дробарки (дроби-
льними щоками) обрана з 4 можливих мо-
делей (рис.1) [13]: а) контакт по двом точ-
кам; б) контакт по трьом точкам; в) контакт 
по точці і ділянці; г) контакт по двом діля-
нкам. Прийнято контакт по двом точкам. 
Для визначення витрат енергії на дроб-

лення з врахуванням напружено-дефор-
мованого стану матеріалу використано ме-
тод, запропонований в [4]. 
З використанням принципу суперпозиції 

двох напружених станів матеріалу, а саме 
НДС тіла без тріщини та НДС в околі трі-
щини, отримано наступне рівняння: 

1 nx x nxu i j ;     ,= + σ = σ + σ           (1) 

де u, σ  – загальні переміщення та напру-

ження; 1 xi , σ  – відповідно переміщення та 

напруження, що розраховані для тіла без 
тріщини; nx nxj ,σ  – відповідно переміщення 

та напруження, що розраховані для тіла з 
тріщиною. 
Схема до визначення напружено-

деформованого стану матеріалу наведена 
на рис. 2. 

 
Рис. 1. Моделі контакту матеріалу з робочими поверхнями дробарки 

Fig.1. Models of the contact of material with work surfaces crusher 
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Повний опис напружено-деформованого 
стану в лінійній теорії пружності (сферичні 
координати) містить по три рівняння рівно-
ваги, деформацій, напружень та граничні 
умови на контурі [6-8, 12, 23].  
Для розв’язку поставленої задачі вико-

ристано метод переміщень, в якому основ-
ними невідомими є функції переміщень.  
Ці функції повинні задовольняти трьом 

основним умовам:  
1) бути гармонічними або бігармонічни-

ми функціями;  
2) перетворювати рівняння пружної рів-

новаги тіла в тотожність [8], [23];  
3) перетворювати рівняння сумісності на 

поверхні [7] в тотожність.   
Рівняння для функцій переміщення в за-

гальному вигляді [6]: 

( )x x
n

M
2Gu 4 1 ν ,

x

∂= − χ −
∂

                  (2) 

де k x 0M x= χ + χ – об’ємні сили; G - модуль 

зсуву; ν  - коефіцієнт Пуассона; x 0,   χ χ – 

довільні гармонічні функції; xu – перемі-

щення по відповідним координатним осям. 
Рішення рівняння (2), без врахування 

об’ємних сил, зводиться до знаходження  
гармонічних функцій x χ . 

Такими функціями є об’ємні сферичні 
функції, які в загальному вигляді запису-
ються наступним чином [8], [23] 

n n 1
n n

m m

nm nm nm nm

χ Σ(А ρ B ρ )

(C os[m θ] D sin[m*θ])

(L *P (µ) F *Q (µ)),

с

− −× ×
×

= + ×
× × + ×
× +        

(3) 

деµ cos[φ]=  ;  
m

2 n m2
2 n

nm n n m

(1 µ ) d
P (µ) * (µ 1)

2 n! dµ

+

+

−= −  – функція 

Лежандра першого роду, степені n та по-

рядку m;
m m

2 n2
nm m

d Q (µ)
Q (µ) (1 µ ) *

dµ
= − – фун-

кція Лежандра другого роду, степені n та 
порядку m; 

n

n n k 1 n k
k 1

1 1 µ 1
Q (µ) P (µ)ln[ ] P (µ)P (µ)

2 1 µ k − −
=

+= −
− ∑  

– функція Лежандра другого роду; 
n

2 n
n n n

1 d
P (µ) * (µ 1)

2 n! dµ
= −  – функція Ле-

жандра першого роду;   

n n m m n,m n,mА ,B ,C ,D ,L ,F  – константи. 

    Розглядається найбільш нетипова умова, 
за якої n1-n3,m1-m3 різні цілі числа, при 
цьому 1 µ 1− < < . Для подальших розрахун-

 

Рис.2. Схема до визначення напружено-деформованого стану при наявності розриву в тілі  

Fig.2. The scheme to determine the stress-strain state at presence of the gap in the body 
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ків прийнято: n1=4, m1=1; n2=5, m2=2; 
n3=6, m3=3. Після підстановки (3) в (2), 
отримуються рівняння для визначення пе-
реміщень: 

[ ] [ ]2

2

4
u ρ os θ sinc

1 µ


= − φ ×
 −

 

( ) [ ] [ ]( )9
4 4 1 1ρ A B sin θ H cos θ M× + + ×  

( 2 4( 32 230µ 210µ 15µ−× − + + ×  

( )2 4
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3 10µ 7µ Log F

1 µ
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2 4
4,1 2
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30µ(3 10µ 7µ )L )

1 µ
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2 9
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( 2
1 1(sin[θ]H cos[θ]M ) ( 32 230µ× + − + −  

(4) 

4 2 4210µ 15µ(3 10µ 7µ )− + − + ×  

( 2
4,1
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Log[ ] F 30µ 3 10µ

1 µ
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)4
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12
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Після визначення переміщення аналогі-
чним методом підстановки знаходяться на-
пруження. Так як вирази для напружень 
громіздкі, то вони не наводяться. 
Далі розглядається спрощена просторова 

задача НДС тіла за наявності в ньому трі-
щини. За форму тріщини прийнято еліпсо-
їд. В такій  формі зміною еліптичності мо-
жна реалізувати різну степінь кривизни 
границі тріщини.  
За основу досліджень взяті рішення, які 

запропоновані в [9].  
В цьому випадку граничні умови мають 

наступний вигляд 

zσ F,     ξ 0,     w 0,    0,= − = = =с          (7) 

де ξ const=  – сімейство еліпсоїдів; с  – гі-
перболоїди з одною порожниною; w - пе-
реміщення в напрямку осі z; zσ  - напру-

ження в напрямку осі z. 
Переміщення від дії нормальних зусиль 

через еліптичні координати будуть мати 
наступний вигляд: 
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де  ϑ  – гіперболоїди з двома порожнина-

ми; [ ]
fu

2
f

0

E u dnβdβ= ∫  – функція; fu  – змін-

ний параметр;  'm – аргумент еліптичної 
функції (модуль інтеграла), 

( ) ( )2 2'm m 1;+ = [ ]f f fsn u ,cn[u ],dn[u ]  – елі-

птичні функції Якобі; а, b – відповідно ве-
лика і мала напіввісі еліпсу [11].

 Стала А знаходимо за наступною залеж-
ністю 

( )
2аb F

А ,
4µE m

= −                        (11) 

де ( ) [ ]
π

2
2 2

0

E m 1 k (sin φ ) dφ= −∫  – повний 

еліптичний інтеграл другого роду;φ  – амп-
літуда інтеграла, m sin[α]=  – модуль інтег-
рала; α  – модулярний кут [10]. 
Так як переміщення, зазначені в форму-

лах (8) - (10), були визначені для еліптич-
них координат, а попередні розрахунки ви-
конані для сферичної системи, то при вико-
нанні подальших розрахунків було потріб-
но перейти до єдиної системи координат. 
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Прийнято як більш зручнішу сферичну сис-
тему координат. 
Формули для переводу еліптичних коор-

динат в декартові та декартових координат 
в сферичні наведені в [4]. 
Переміщення в сферичних координатах 

мають наступний вигляд: 

( 5 4 3 2
n 7

А
u 21r 70rρ 105r ρ

3r
= − + −

 
) ( )(2 3 4 584r ρ 35rρ 6ρ 3 5 4ν− + − − + − + ×

[ ]) [ ]6
cos 2 Oρ r ;× φ + −  

 
 

(12) 

nv 0;=  (13) 

( 5 4
n 7

2A
w ( 1 2ν) 21r 70rρ

3r
= − × − + − +  

)3 2 2 3 4 5105r ρ 84r ρ 35rρ 6ρ+ − + − ×  

[ ]6
sin[2 ] O ρ r .× φ + −  

(14) 

Після підстановки рівнянь (12 - 14) в рі-
вняння для визначення напружень (5 – 7),  
(12) отримано наступні залежності:  

(( 4 3
7

1
2A G 70r 210r

3rρρσ = − + ρ −  

)2 2 3 4252r 140r 30 ( 3− ρ + ρ − ρ − +  
5( 5 4 )Cos[2 ]) 1/ (42r+ − + ν φ − ρλ ×  

( )4 3(1 ) 35r 7 4 105r× + ν − + ν ρ + ×  

( ) ( )2 2 35 2 42r 13 4ν ρ× + ν ρ − + +  
4 570r(4 ν)ρ 3(19 4ν)ρ+ + − + +  

5 4 33(14r (1 ν) 105r ρ 35r+ + − − ×  

( ) ( )2 27 2ν ρ 14r 19 8ν× − + + − + ×  
3 4ρ 70r( 2 ν)ρ ( 29 16ν)× − − + + − + ×  
5ρ )Cos[2 ]));× φ  

(15) 

5 4
θθ 7

1
σ 2A( G(21r 70rρ

3r ρ
= − − +  

3 2 2 3 4 5105r ρ 84r ρ 35rρ 6ρ )+ − + − ×  
5(1 4ν 3Cos[2 ]) λ(42r× + + φ − ×  

( )4 3(1 ν) 35r 7 4ν ρ 105r× + − + + ×  

( ) ( )2 2 35 2ν ρ 42r 13 4ν ρ× + − + +  

( ) 4 570r 4 ν ρ 3(19 4ν)ρ+ + − + +  
5 4 33(14r (1 ν) 105r ρ 35r+ + − − ×  

( ) ( )2 2 37 2ν ρ 14r 19 8ν ρ× − + + − + −  

( ) 4 570r 2 ν ρ ( 29 16ν)ρ )− − + − ++ ×  

    (16) 

Cos[2 ]));× φ  

5 4
7

1
σ 2A(3G(21r 70rρ

3r ρφφ = − − +  

3 2 2 3 4 5105r ρ 84r ρ 35rρ 6ρ )+ − + − +  
5 4+λ(42r (1 ν) 35r (7 4ν)ρ+ − +× +  

( ) ( )3 2 2105r 5 2ν ρ 42r 13 4ν+ + − + ×

( ) ( )3 4 5ρ 70r 4 ν ρ 3 19 4ν ρ )−× + + + +
 

5 4 3 2(G(1 4ν)(21r 70rρ 105r ρ+ + − + −
 

2 3 4 5 584r ρ 35rρ 6ρ ) 3λ(14r (1− + − + +
 

( )4 3 2ν) 105r ρ 35r 7 2ν ρ− − − − + × +  

( )2 314r ( 19 8ν)ρ 70r 2 ν+ − + − − + ×  
4 5ρ ( 29 16ν)ρ ))cos[2 ]);× + − + φ  

 

(17) 

ρθτ 0;=  (18) 
 

5 4
ρ 7

4AG
τ (21r ( 2 ν) 35r

3r ρφ = − − + − ×
 

3 2( 5 4ν)ρ 315r ( 1 ν)ρ× − + + − + −
 

2 342r ( 7 8ν)ρ 35r ( 4 5− − + + × − + ×
 

4 5ν)ρ 9(3 4ν)ρ )Sin[2 ].× + − φ  
 

(19) 

θτ 0.φ =
 

(20) 
 

Таким чином, знаючи всі складові на-
пружень та переміщень для двох напруже-
но-деформованих станів, можливо розраху-
вати їхні сумарні значення та визначити 
сумарну енергію руйнування за наявності в 
тілі тріщини. 
Аналіз виразів (15) – (20), дозволяє зро-

бити висновок, що напруження, які вини-
кають в тілі з тріщиною, залежать в цілому 
від наступних величин: a, b, F, r, m.  
За умови, що параметри b, F, r  задані, 

побудовано графіки залежності головних 
напружень від розміру більшої напіввісі 
еліпса тріщини (рис.3). Головні напружен-
ня на поверхні тіла в заданій точці прикла-
дення зусиль знайдено з рівнянь граничних 
умов на контурі. 



ДОСЛІДЖЕННЯ ПРОЦЕСУ РУЙНУВАННЯ МАТЕРІАЛУ В КАМЕРІ 
ДРОБЛЕННЯ ВІБРАЦІЙНОЇ ЩОКОВОЇ ДРОБАРКИ 

 61 

Графік залежності напружень від радіусу 
r зображений на рис.4. Параметри a, b, F, m, 

,φ θ   були прийняті сталими.  
Вплив еліптичного модуля на напружен-

ня зображений на рис.5  

 
 
Рис.3. Графік залежності напружень від розмі-
ру більшої напіввісі еліпса 

Fig.3. Graph of dependencies of the stress on the 
size of the ellipse axis more 

 

 
 
Рис.4. Графік розподілу напружень в залежнос-
ті від віддалення від тріщини 

Fig.4.  Graph of dependencies of the stress  on the 
distance from the crack 

 

 
Рис.5. Графік залежності напружень на поверх-
ні тіла з тріщиною від еліптичного модуля 

Fig.5. Graph of dependencies of the stress on the 
body surface from cracking elliptic module 

 
ВИСНОВКИ 

 
При збільшенні розміру більшої напівві-

сі еліпса в тілі виникають напруження, які 
значно менші напружень в тілі без тріщини.  
Напруження біля краю тріщини необме-

жено зростають. Проте внаслідок різносп-
рямованості напружень по всій довжині в 
околі границі тріщини загальні напруження 
тіла з тріщиною будуть мати невеликі зна-
чення.  
При збільшенні еліптичного модуля зро-

стання напружень є незначним. 
Основна частина енергії при руйнуванні 

матеріалу йде на пружну деформацію та 
утворення тріщини, а енергія тіла після 
утворення тріщина є набагато меншою. 
Врахування при  визначенні енергетич-

них витрат на руйнування напружено-
деформованого стану матеріалу дає можли-
вість задати оптимальні режими роботи  
дробарки.  
Знання дійсних енергетичних витрат на 

руйнування матеріалу створює передумови 
до створення енергоефективних дробиль-
них машин. Розраховані значення зусиль 
руйнування були співставленні  із значен-
нями зусиль руйнування, визначеними до-
слідним шляхом. Відмінність результатів є 
незначною. 
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