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АНОТАЦІЯ. За допомогою інтегрального перетворення Лапласа отримано інтегральне зображення 
розв’язку крайової задачі для однорідного хвильового рівняння із врахуванням зовнішнього та внутріш-
нього тертя з типовими граничними умовами. При цьому в крайові умови входять друга та перша похі-
дна по часовій змінній, а також перша похідна по просторовій змінній. Досліджено спектр задачі, виписа-
ні її головні розв’язки. Для горизонтального та вертикального деформування прошарку вібросистемою 
використані відповідні реологічні моделі оброблюваного матеріалу. 

Ключові слова: концепція, основи, кінематика, аналіз, лінійність, вібрація, дискретно-континуальна 
система, інтегральне перетворення Лапласа. 

 
АННОТАЦИЯ. С помощью интегрального преобразования Лапласа получено интегральное изобра-

жение решения краевой задачи для однородного волнового уравнения с учётом внешнего и внутреннего 
трения с типичными граничными условиями. При этом в краевые условия входят вторая и первая про-
изводные по временной переменной, а также первая производная по пространственной переменной. 
Исследован спектр задачи, выписаны её главные решения. Для горизонтального и вертикального де-
формирования слоя вибросистемой использованы соответствующие реологические модели обраба-
тываемого материала. 

Ключевые слова: концепция, основы, кинематика, анализ, линейность, вибрация, дискретно-
континуальная система, интегральное преобразование Лапласа. 
 

ABSTRACT. Purpose. Justification of a method of integrated transformation of Laplace for obtaining solutions 
of a regional task, characteristic at research (the kinematic analysis) of discrete and continual vibration systems is 
the purpose of this work. Methodology/approach. Researches in this work are of analytical character. Findings. 
The integrated image according to Laplace of the solution of a classical hyperbolic regional task for discrete and 
continual vibration systems of formation and consolidation of concrete/construction mixes is proved and received 
(for a case of existence in regional conditions of the first and second derivatives clockwise of a variable and the 
first derivative on a spatial variable). The task range is established, its main decisions (Green's functions which 
are given rise by heterogeneity of regional conditions) are written out. Research limitations/implications. The 
results received in work can be used further for specification and improvement of the existing engineering meth-
ods of calculation of vibration systems of discrete and continual type for consolidation and formation of con-
crete/construction mixes (in that number by shock and vibration methods) both at a stage of their design / design-
ing, and in the modes of real operation. Originality/value. The work has scientific and practical interest. 

Key words: concept, bases, kinematics, analysis, linearity, vibration, discrete and continual system, inte-
grated transformation of Laplace. 
 
 

 

ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 
 

Одним із ефективних методів побудови 
точних аналітичних розв’язків рівнянь ма-
тематичної фізики є метод інтегральних пе-
ретворень. Цей метод дає змогу знаходити 
аналітичний вид розв’язків багатьох задач 
математичної фізики, що дуже зручно для  

дослідження властивостей розв’язків. На 
думку авторів даної роботи, метод інтегра-
льного перетворення Лапласа може бути 
використаний для кінематично-силового 
аналізу лінійних дискретно-континуальних 
вібраційних систем, призначених для обро-
бки (формування, ущільнення та інше) різ-
номанітних сумішей (бетонних, будівель-
них тощо) або ґрунту при їх горизонталь-
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ному/вертикальному деформуванні. При 
цьому оброблюване середовище описується 
доволі складною реологічною моделлю, яка 
враховує, наприклад, пружні та дисипатив-
ні (в’язкість) процеси, що відбуваються у 
ньому, а також дозволяє дослідити можливі 
коливання та хвилеутворення, що супрово-
джують формування (ущільнення). 

 
ОГЛЯД ПУБЛІКАЦІЙ 

 
У підручниках та посібниках з матема-

тичної фізики наведені постановки різно-
манітних крайових задач [1], але для бага-
тьох з них не знайдені аналітичні розв’язки. 
У працях [2-4] розв’язана крайова задача 
для рівняння коливання у випадку розта-
шування вантажу (у вібросистемах – це 
привантаження) на лівому кінці та крайової 
умови першого роду на правому кінці, а та-
кож розв’язана крайова задача для рівняння 
коливання з розташуванням вантажів на 
обох кінцях у випадку однорідного рівнян-
ня, однорідних початкових умов та неодно-
рідних крайових умов [5]. Результати цито-
ваних вище робіт використані у досліджен-
ні. При цьому застосування перетворення 
Лапласа здійснюється у межах методів та 
підходів робіт [6, 7]. 

 
МЕТА РОБОТИ 

 
Мета роботи полягає у обґрунтуванні 

методу інтегрального перетворення Лапла-
са для отримання розв’язків крайової зада-
чі, характерної при дослідженні (кінемати-
чному аналізі) дискретно-континуальних 
вібраційних систем. 

 
ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ 
 
Розглянемо однорідний напружений 

стрижень довжиною l , кінці якого наван-
тажені: до кожного з них прикріплена пру-
жина жорсткістю c , до пружини прикріп-
лено вантаж (привантаження) m , на який 
діє сила тертя, пропорційна швидкості. Цей 
підхід типовий при моделюванні дискрет-
но-континуальних вібраційних систем, при-
значених для формування та ущільнення 
бетонних/будівельних сумішей. 

Задача про малі поздовжні коливання 
жорсткого стрижня математично приводить 
до побудови обмеженого у області 

( ) ( ){ }lxtxtD ,0,0:, ∈>=  розв’язку рівнян-

ня коливання для переміщення ( )txu ,  у 
стрижні: 
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де m  – маса прикріпленого вантажу (при-
вантаження); constSE =⋅  ( E  – модуль 
Юнга матеріалу стрижня, S  – площа його 
поперечного перерізу у точках 0=x  та 

lx = ); c  – жорсткість пружини; η  – коефі-

цієнт в’язкого тертя. У (1) ρ= Ea  – шви-

дкість розповсюдження у стрижні поздовж-
ніх хвиль; ρ  – щільність матеріалу стрижня 
(рис. 1). 
 

 
Рис. 1. Геометрія задачі 

 
Fig. 1. Task geometry 

 
Припустимо, що задані та шукана функ-

ції є оригіналами Лапласа стосовно часової 
змінної t  [6]. У зображенні за Лапласом за-
дачі (1)…(3) відповідає крайова задача: по-
будувати на ( )l,0 розв’язок рівняння 
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У (5) прийняті позначення: 
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де ( )[ ]xtfL ,  – перетворення (образ) Лапласа 

для функції ( )xtf ,  – просторової ( )x  та ча-

сової ( )t  координат. 
Фундаментальну систему розв’язків для 

рівняння Фур’є  
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утворюють функції ( )xqch ⋅  та ( )xqsh ⋅ . Це 
дає можливість побудувати розв’язок кра-
йової задачі (4) та (5) у вигляді 

( ) ( ) ( )xqshAxqchAxpu ⋅⋅+⋅⋅= 21
* , .     (8) 

Знайдемо сталі 1A  та 2A , підставивши 

функцію ( )xpu ,* , що зображується фор-
мулою (8), у крайові умови (5). Слід зазна-
чити, що функцію ( )tq 2,1  можна розглядати 

як і ті, котрі використовуються для моде-
лювання ударно-вібраційних процесів ущі-
льнення сумішей. Зазвичай ( )tq 2,1  – гармо-

нічні функції часу t , тобто 
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t
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~ ). Для 1A  та 2A  одержимо 

систему двох алгебраїчних рівнянь: 
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Визначник цієї системи (9) 
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Припускаючи, що ( ) 0* ≠∆ p , обчислимо 

1A  та 2A  за формулами Крамера: 
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 Тоді єдиний розв’язок крайової задачі (4) та 
(5) запишеться у наступному вигляді 
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У виразі (12) беруть участь породжені кра-
йовими умовами (5) функції Гріна: 
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 Повертаючись у рівності (12) до оригі-
налу, одержуємо інтегральне зображення 
розв’язку задачі (1 )- (3) 
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У формулі (14) за визначенням 
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де 0δ  – абсциса збіжності інтеграла пере-

творення Лапласа. 
Визначимо прийнятий (коректний для 

інженерних розрахунків вібросистем дис-
кретно-континуального типу) вигляд функ-
цій ( ) 2,1,, =jxtWj . 

Особливості функцій ( )xpWj ,*  зосере-

джені у коренях рівняння 
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     Слід зазначити, що точка 0=p  є прави-
льною (усувною) особливою точкою для 

функцій ( )xpW ,*
1  та ( )xpW ,*

2 . 
Можна показати [5], що рівняння (16) не 

має коренів у півплощині 0Re ≥p  за виня-
тком точки 0=p  (простий нуль). Це дає 
можливість покласти в рівностях (15) 

00 =δ . Тоді рівності (15) набувають вигля-
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     У результаті виконання зазначених опе-
рацій одержуємо коректні для інженерних 
розрахунків дискретно-континуальних віб-
раційних систем ущільнення бетон-
них/будівельних сумішей вирази головних 
розв’язків задачі [7]: 
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Якщо функції ( ) [ )( )∞∈ ,0, 2
21 Cgg , то 

функція ( )txu , , визначена формулою (14), є 
класичним розв’язком гіперболічної задачі 
(1)-(3). При цьому головні розв’язки 

( )xtWj ,  та ( )2,1=j  визначаються форму-

лами (19). 
 

ВИСНОВОК 
 

1. Обґрунтовано і отримано інтегральне 
зображення по Лапласу розв’язку класичної 
гіперболічної крайової задачі для дискрет-
но-континуальних вібраційних систем фор-
мування та ущільнення бетон-
них/будівельних сумішей (для випадку на-
явності у крайових умовах першої та другої 
похідних по часовій змінній та першої по-
хідної по просторовій змінній). 

2. Встановлено спектр задачі, виписані її 
головні розв’язки (функції Гріна, породжені 
неоднорідністю крайових умов). 

3. Отримані у роботі результати можуть 
бути у подальшому використані для уточ-
нення та вдосконалення існуючих інженер-
них методів розрахунку вібраційних систем 
дискретно-континуального типу для ущіль-
нення і формування бетонних/будівельних 
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сумішей (у тому числі ударно-вібра-
ційними методами) як на стадії їх проекту-
вання/конструювання, так і у режимах реа-
льної експлуатації. 
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