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АНОТАЦІЯ. У роботі розглянуті деякі закономірності кінематичних керувань рухами вантажопідйом-
них кранів. Проведений аналітичний розрахунок нелінійних маятникових коливань вантажу на канаті 
мостового крана при вібраціях точки підвісу. 

Ключові слова: аналіз, нелінійні маятникові коливання, вантаж, канат, мостовий кран, вібрація. 
 
АННОТАЦИЯ. В работе рассмотрены некоторые закономерности кинематических управлений дви-

жениями грузоподъемных кранов. Проведен аналитический расчет нелинейных маятниковых колебаний 
груза на канате мостового крана при вибрациях точки подвеса. 

Ключевые слова: анализ, нелинейные маятниковые колебания, груз, канат, мостовой кран, вибра-
ция. 

ABSTRACT. Purpose. The purpose of this works is to give the possible classification of kinematic’s manage-
ment of hoisting cranes  arises  up during  the process of resolving of considered by motions of extreme tasks in 
mechanics of the guided systems. The analytical analysis of the pendulum’s nonlinear vibrations of load being on 
the rope of travelling crane and oscillating at the liqbest point (of the rope) is proposed as well. Methodol-
ogy/approach. Researches in this work are of analytical character. Findings. The conditions for creation of the 
simple, parametric and general resonances are obtained. Research limitations/implicеtions. Results of this 
work can be used further for specification and improvement of existing engineering methods of calculation for 
such mechanical system as at stages of their design or designing, projection and in modes of real operation. 
Originality/value. The work has scientific and practical interest. 

Key words: analysis, nonlinear pendulum’s vibrations, load, rope, travelling crane,vibrationt. 
 

  

ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 
 

При постановці задач у механіці керова-
них систем нерідко виникають ситуації, ко-
ли розмірністю керування є швидкість, 
прискорення чи їх комбінація. Корисно 
провести аналіз такого роду  задач задля 
того, щоб встановити деякі закономірності, 
котрі сприяють відшуканню екстремалей. У 
даній роботі мова йтиме про екстремалі 
Понтрягіна, які виникають з розширеного 
принципу максимуму у формі Гамкрелідзе 
[ ]1 . Даний підхід застосовується в аналізі 
нелінійних маятникових коливань вантажу 
на канаті мостового крана при вібраціях то-
чки підвісу. 

АНАЛІЗ ПУБЛІКАЦІЙ 

У роботах [ ]63−  розглянуті деякі аспек-
ти оптимізації динаміки керованих систем, 

узагальнений резонанс у коливних систе-
мах, процеси синтезу автоколивань. Проте, 
на думку авторів даної роботи, ґрунтовний 
аналіз нелінійних коливань у таких систе-
мах, як мостові крани, котрі підтримують 
нелінійні маятникові коливання вантажу на 
канаті за умови існування вібрацій точки 
його підвісу, проведений недостатньо. 

 
МЕТА РОБОТИ 

 
Мета роботи полягає у встановленні ос-

новних закономірностей нелінійних маят-
никових коливань вантажу на канаті мосто-
вого крана при вібрації точки підвісу. При 
цьому використані методи та підходи, ви-
кладені у роботах [ ]63− . 
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ВИКЛАД ОСНОВНОГО ЗМІСТУ 
 

Розглянемо рівняння малих коливань ма-
тематичного маятника одиничної маси при 
вібраціях точки підвісу – математичної мо-
делі нелінійних коливань вантажу на канаті 
мостового крану за умов вібрації точки під-
вісу (вказаного каната). У цьому випадку 
маємо наступне рівняння: 

( ) ( )tw
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xx 211101

11
2 ⋅=⋅







 ⋅++⋅ε+ & , (1) 

де 1 gδ < ; ( )0 10 2 2 /g l≤ ε < − δ  - коефіці-

єнт дисипації (припускаємо існування у си-
стемі в’язкого тертя); 1x - кут відхилення 

вантажу від вертикалі ( 11sin xx ≈ , оскільки 

10 1 <<< x ); =g 9,81 м/с2; 1w , 2w - вертика-
льна та горизонтальна складові прискорен-
ня точки підвісу; l - довжина маятника (ка-
нату). 
 При цьому вважаємо, що маса матема-
тичного маятника відповідає узагальненій 
масі системи «вантажний візок – канат - ва-
нтаж» мостового крану, а функції ( )tw

2,1  

задовольняють наступній системі обме-
жень: 

( ) () ( ){ }, 1,2j j jw t W w L w t jҐО = ЧО Ј d = . (2) 

 При ( ) ( ) 00,0 01 =δ≤ xx &  поставимо за-

дачу про відшукання у системі (1) з 
функціональним включенням (2) резонан-
су: а) простого, коли ;01 =δ  б) парамет-

ричного, коли 02 =δ ; в) узагальненого, ко-

ли 01 ≠δ , 02 ≠δ . 
 Розв’язуючи задачу про максимальне 
відхилення на “половині періоду” 

( ) ( ) 0,0 111 ≠= txtx &&  для будь-якого ( )1,0 tt ∈ , 
отримаємо екстремаль Понтрягіна. 
Розв’язуючи аналогічну задачу на кожно-
му наступному “напівперіоді”, прийдемо 
до результатів, зазначених нижче. (Можна 
показати, що розв’язок задачі на [ ]kt,0 , де 

tktk ⋅=  й k  - будь яке натуральне число, 

можна отримати ”зклеюючи” розв’язки на 
[ ]1,0 −kt  з розв’язками на “напівперіоді” 

[ ]kk tt ,1− ). 

 Випадок а. Стан ( ) 01 ≡tx  робастно 

стійкий [ ]3 : для будь-якого 0>ε  знайдеть-

ся ( ) 010 >εδ=δ  й ( ) 022 >εδ=δ  такі, що 

існує граничний цикл коливань з макси-
мальним радіусом 
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maxR

εδ = . Якщо початкова точка 

( ( ) ( )1 20 , 0x x ), то радіуси вказаних вище 

траєкторій розміщені всередині граничного 
циклу ( )12 xx &= . Слід зазначити, що вказані 
траєкторії не можуть зникнути з околу 

( )x t Ј e. Позначимо:- ( ) ( )1 2;
T

x t x x= . 

 При ( )0
2 2 1signw x= δ ⋅ &  маємо синтез 

граничного циклу у системі (1). Якщо по-
чаткова точка ( ( ) ( )1 20 , 0x x ) належить гра-

ничному циклу, то у системі виникають 
автоколивання, котрі глобально асимпто-
тично орбітально стійкі. Якщо ж точка 
( ( ) ( )0,0 21 xx ) розміщена всередині гранич-

ного циклу й 0
22 ww ≡ , будемо мати зви-

чайний резонанс адитивно збуреної систе-
ми (1). Амплітуда коливань зростає при 

( ) ( )0 1 0 20( 0 , 0 0)x xe = = d = за арифметич-

ною прогресією 0
22 δ+⋅δ=β n

g

l
n . 

 Випадок б. При 02 =δ  маємо точну 
оцінку поведінки всіх розв’язків парамет-
рично збуреної системи (1) з функціональ-
ним включенням (2).  Розв’язавши аналогі-
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чну випадку а задачу про максимальне 
відхилення, матимемо 

( ) ( )121 ),0(),0(0 δ⋅≤ α xxcetx t . (4) 

У виразі (4) введені наступні позначення: 

,
//

0
0

2
01

0 ε−
ε−δ+

=α
K

llg
 (5) 

де 0K  - єдиний корінь трансцендентного 

рівняння: 
 

       

2 2

2

1 1
ln

2 1

1 1
arctg arctg( ) 0,

a K

K

K aK
K a

 + ⋅ + + 

 + π − + = 
 

  (6) 

де .
1

2
0

1
2
0

δ−−ε⋅
δ+−ε⋅=

gl

gl
a  

 Таким чином, при 00 <α  тривіальний 

розв’язок системи (1), (2) абсолютно стій-
кий. Якщо 00 >α , то має місце парамет-

ричний резонанс. Вказаний резонанс мож-
ливий при синтезі управління 

( )0
1 1 1 1signw x x= δ & . Амплітуда коливань у 

цьому випадку збільшується при 00 =ε  у 

геометричній прогресії: 

0
1

1 δ⋅










δ−
δ+=β

n

g

g
.  (7) 

 У випадку 00 =α  будемо мати замкнені 

траєкторії руху маятника, які є граничними 
циклами. 
 Випадок с. При 1 20, 0d № d №  й 00 =ε  

має місце узагальнений резонанс, за якого 
амплітуда зростає у відповідності з реку-
рентною формулою 
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 У цьому випадку оптимальні управ-
ління ( ) ( )0 0

1 2,w t w t  є майже періодичними 

функціями, котрі визначаються при побу-

дові екстремалей Понтрягіна [ ]4  для задачі 
про максимальне відхилення. 
 У роботі [ ]5  показано, що існує гра-

ничний цикл при досить малих 00 ≥ε . У 

випадку 21 ww ≡  граничний цикл знайде-

ний у [ ]6  за додаткового обмеження на па-
раметри системи (1). 
 

ВИСНОВКИ 
 

1. У системі, яка моделює нелінійні 
маятникові коливання вантажу на канаті 
мостового крана при горизонтальних та/або 
вертикальних коливаннях/вібраціях точки 
підвісу, знайдені умови виникнення прос-
того, параметричного та узагальненого ре-
зонансів. 

2. Встановлені основні характеристики 
вказаних резонансів, стійкість стану роз-
глядуваної системи, а також можливість 
виникнення граничних циклів. 

3. Для проведення аналізу можливих 
коливань, які виникають у системі, викори-
станий підхід Л.С. Понтрягіна (екстремалі 
Понтрягіна), який розширений до принципу 
максимуму у формі Гамкрелідзе. 

4. Отримані у роботі результати мо-
жуть бути у подальшому використані для 
інженерних методів розрахунку динамічних 
гасників коливань вантажу на канаті мосто-
вого крана як на стадіях їх проектуван-
ня/конструювання, так і у режимах реальної 
експлуатації задля оптимізації конструкти-
вних параметрів останніх, що дозволяє за 
мінімально короткий відрізок часу гасити 
небажані коливання системи «вантажний 
візок – канат - вантаж». 
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