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АНОТАЦІЯ. Розглядається проблема обґрунтування способів моделювання різних діагностичних си-
гналів за допомогою білого шуму. Описуються найпростіші моделі шумів з дискретним часом,  а також 
особливості і властивості таких моделей. Наводяться результати моделювання білого шуму з дис-
кретним часом. 

Ключові слова: діагностика, моделювання діагностичних сигналів, модель шуму, модель білого шу-
му, лінійна модель вібрації. 

 
АННОТАЦИЯ. Рассматривается проблема обоснования способов моделирования разных диагности-

ческих сигналов с помощью белого шума. Описываются наипростейшие модели шумов с дискретным 
временем, а также особенности и свойства таких моделей. Приводятся результаты моделирования 
белого шума с дискретным временем. 

Ключевые слова: диагностика, моделирование диагностических сигналов, модель шума, модель 
белого шума, линейная модель вибрации. 
 

ABSTRACT. Purpose. The aim of work is modeling different diagnostic signals using white noise. Methodol-
ogy/approach.  The method of research is description of the use of linear stochastic processes for statistical mod-
eling of diagnostic signals which arise in the power equipment. Findings. Using simulation models can signifi-
cantly reduce the time of the experiment and further improve the accuracy and reliability of the diagnosis. When 
diagnosing electricity equipment raises the question of increasing the accuracy of diagnosis and probability car-
ried out. Originality/value. Depending on constructive and operational requirements to bearing its tracks and roll-
ing elements (balls) are treated with a specific surface roughness, which is characterized by high inequalities. For 
different types of bearings varies from 6103,6 −⋅   to 7102,0 −⋅  m. The intensity of individual pulses is random and 

depends on the size or degree of the   defect roughness. Thus, in its nature physical process that causes bear-
ing`s vibration is the stream that random in time and intensity pulses. 

Key words: diagnostics, modeling of diagnostic signals, noise model, model white noise, linear vibration 
model. 

 
 

МЕТА РОБОТИ 
 
У зв'язку з тим, що на даний час понад 

90% енергетичного устаткування електрич-
них станцій і підстанцій виробило свій ре-
сурс, виникає проблема створення систем 
контролю й діагностики такого устаткуван-
ня. Використання таких систем, крім їхньо-
го прямого призначення, що зводиться до 
одержання інформації про технічний стан 
об'єкта, що діагностується в заданий мо-
мент часу, дозволяє за цією інформацією 
прогнозувати виникнення можливих дефе-

ктів у майбутньому, тобто фактично здійс-
нювати прогнозування залишкового ресур-
су. 

При побудові цих систем, які по суті є 
інформаційно-вимірювальними системами 
(ІВС) діагностики, одним з основних моме-
нтів є обґрунтування можливих діагности-
чних ознак. Аргументовано вибрати й об-
ґрунтувати такі ознаки дозволяє побудова й 
наступний аналіз математичних моделей 
об'єктів діагностики або фізичних процесів, 
що супроводжують роботу цих об'єктів. У 
цьому випадку модель об'єкту, що діагнос-



МОДЕЛЮВАННЯ РОБОЧИХ ПРОЦЕСІВ 

 6 

тується, є визначальною для побудови ІВС 
діагностики.  

Залежно від  того, яка модель обрана - 
детермінована або статистична - відповідно 
відбувається побудова детермінованої або 
статистичної ІВС.  

Як показано в [11], переважна більшість 
сигналів, що досліджуються при діагности-
ці електроенергетичного обладнання, має 
випадковий характер за своєю природою. 
Таким чином,  цілком істотно при моделю-
ванні таких сигналів використовувати ста-
тистичні моделі. 

Метою даної роботи є розгляд питань, 
пов’язаних з використанням класу лінійних 
випадкових процесів для статистичного 
моделювання діагностичних сигналів, які 
виникають в електроенергетичному облад-
нанні. При цьому основна увага приділя-
ється лінійним процесам з дискретним ча-
сом, оскільки саме з такими процесами має 
справу дослідник після перетворення ана-
логових сигналів у дискретний вигляд. Слід 
зауважити, що для моделювання дискрет-
них процесів дуже зручними є процеси ти-
пу білого шуму  [1, 7]. 

В останній час з’явилась тенденція вва-
жати “статистичне моделювання” більш 
широким поняттям, маючи на увазі можли-
вість вивчення моделей майже детерміно-
ваних, в яких випадковий фактор відіграє 
незначну роль [1 – 3]. 

Основною перевагою статистичного мо-
делювання у порівнянні з іншими методами 
моделювання є можливість розв’язування 
задач виняткової складності: 

1) досліджувана система може містити 
елементи неперервної і дискретної дії;  

2) знаходитись під впливом численних 
випадкових факторів складної природи;  

3) описуватися дуже громіздкими спів-
відношеннями і т.д. 

Слід зауважити, що метод статистичного 
моделювання, як будь-який чисельний ме-
тод, має істотний недолік: результат завжди 
носить випадковий характер. Він відповідає 
фіксованим значенням параметрів системи і 
початковим умовам. Як правило, для аналі-
зу системи необхідно багаторазово моде-
лювати її процес функціонування, варіюю-
чи вихідні дані задачі. 

Проблема статистичного моделювання 
полягає в тому, щоб при заданому рівні до-
стовірності величин, які нас цікавлять, по-
будувати алгоритм, оптимальний в сенсі 
певного критерію. Критерієм такого роду 
зазвичай вважають кількість обчислень, не-
обхідних для досягнення заданої точності.  

Дана робота присвячена математичним 
моделям шумів, зокрема білого шуму, що 
грають виняткову роль як початкові при 
моделюванні більш складних процесів. В 
роботі будуть розглядатися цифрові моделі 
або моделі процесів з дискретним часом, 
тобто числові послідовності. 

 
 

ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ 
 
Лінійні моделі вібрацій підшипників 

 кочення 
При проведенні діагностики електроене-

ргетичного обладнання на перший план по-
стає питання підвищення точності і вірогі-
дності діагностики, що здійснюється. Це 
зумовлено тим, що вимірювання, обробка і 
перетворення діагностичних сигналів здій-
снюється в умовах завад, що супроводжу-
ють роботу різних вузлів електроенергети-
чного обладнання. Так, наприклад, при 
проведенні вібродіагностики підшипників 
кочення на їх вібраційні характеристики 
значно впливають механічна незбалансова-
ність ротора, електромагнітні сили, вібрації 
щітково-колекторного вузла, а також аеро-
динамічний шум.  

Елементи підшипника при його обер-
танні викликають потік імпульсів, характер 
яких залежить від технічного стану дорі-
жок і тіл кочення, наявності і стану масти-
ла, якості установки підшипника і т.п. Для 
фізичного обґрунтування запропонованої 
лінійної моделі вібрацій, що породжують-
ся підшипниковим вузлом, потрібно мати 
аргументовану підставу вважати процес 
цих вібрацій імпульсним білим шумом [10]. 
Оскільки такий шум є ідеалізацією, необ-
хідно показати, що реальний процес в 
діапазоні досліджуваних частот і інтерва-
лів проходження імпульсів практично мало 
відрізняється від ідеального імпульсного 
білого шуму. Для цього оцінимо тривалість 
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імпульсів, що викликаються нерівностями 
поверхонь доріжок і тіл кочення, для ідеа-
льного підшипника. Залежно від конструк-
тивних і експлуатаційних вимог до підшип-
ника його доріжки і тіла кочення (кульки) 
обробляються з певною шорсткістю повер-
хні, яка характеризується висотою нерівно-
стей zR  [10, 12]. Для різних типів підшип-

ників zR  змінюється в межах від 66 ,3 10 −⋅  

до 70,2 10−⋅ м. Як відзначається в роботі 
[12], висота нерівностей має один порядок з 
відстанню між максимумами поверхні. Це 
означає, що для підшипника з  

zR = 66 ,3 10 −⋅ м середня відстань між дво-

ма сусідніми вершинами нерівностей пове-
рхні складає 6

нd 6 10 −≈ ⋅ м. Якщо підши-

пник має  діаметр по колу доріжки  ко-
чення  внутрішнього кільця BD = 0.1 м і 

останнє обертається із швидкістю вv  = 

3000 об/хв при нерухомому зовнішньому 
кільці, то обертальна швидкість точок 
доріжки кочення внутрішнього кільця 

/в Вv D v 60= π = 16 м/с. В цьому випадку 

тривалість елементарного імпульсу, викли-
каного ударом кульки об нерівність доріж-
ки кочення внутрішнього кільця (локаль-
ний максимум поверхні) 

н вt d v≈ =∆  

= 73,75 10 −⋅ с. Смуга частот цього імпуль-
су порядку f 1 t 2,7= =∆ ∆ мГц. 

Якщо врахувати, що вібрації підшипни-
ків кочення досліджуються в частотному 
діапазоні 0 … 50 кГц, очевидно, що як мо-
дель такого імпульсу можна вибрати дель-
та-функцію [10]. Інтенсивність окремих ім-
пульсів залежить від розмірів нерівностей 
або ступеня дефекту і є випадковою. 

Таким чином, за своєю фізичною приро-
дою процес, що викликає вібрації підшип-
ника, є потік випадкових в часі і по інтен-
сивності імпульсів. Припустимо, що вони 
статистично незалежні і задовольняють 
умові рівномірної нескінченною малості 
[10]. Отже, цей фізичний процес можна 
описати математичною моделлю випад-
кових процесів з незалежними значеннями, 
що задовольняють безмежно подільному 
закону розподілу [10]. Імпульсний потік на-

далі служитиме як породжуючий процес 
лінійної моделі.  

Підшипник кочення можна розглядати 
як механічну коливальну систему, на яку 
діє вказаний породжуючий процес, що ви-
кликає у свою чергу її резонування  на  пев-
них  частотах. Останні обумовлені  як конс-
труктивним виконанням власне підшипни-
кового вузла, так і всієї електричної маши-
ни або механізму в цілому. 
Моделювання лінійного процесу з дис-

кретним часом. При побудові моделі гіль-
бертового випадкового процесу [6] викори-
стовують різні моделі лінійних формуючих 
систем. В дискретному випадку це можуть 
бути моделі типу ковзного середнього, а в 
неперервному це різні фільтри, тобто сис-
теми, які формують згортку породжуючих 
процесів, які найчастіше представлені бі-
лим шумом [1, 7] або імпульсні реакції фо-
рмуючого фільтра. Такі моделі дістали на-
зву лінійних випадкових процесів  
[4, 6, 7].  

Лінійний  процес визначається наступ-
ним чином [4, 6]:

 

 

( ) ( ) ( )ξ t ,t d
∞

−∞

= ϕ τ η τ∫ t T ,∈  

де T  – область визначення даного процесу 
в часі, ( ),tϕ τ  – функція, інтегрована з ква-

дратом по τ  при всіх t T∈ , яка зветься яд-
ром лінійного процесу, а ( )η τ , ( ),τ∈ −∞ ∞  

– процес з незалежними приростами, який 
зветься породждуючим процесом.  

Будемо використовувати як вихідні мо-
делі часові ряди або лінійні випадкові про-
цеси з дискретним часом [4, 6, 13, 14], які 
характеризують діагностичні сигнали, що 
супроводжують роботу електроенергетич-
ного обладнання.  

Часто стохастичні випадкові процеси, 
які вивчаються в прикладних задачах, фор-
муються за допомогою елементарних про-
цесів-доданків [9, 11]. При цьому часто са-
мі доданки нескінченно малі, а їх кількість 
прямує до нескінченності. Тоді виникає 
проблема побудови математичних моделей 
таких процесів. Тому доцільно коротко зу-
пинитися на математичних аспектах її фор-
мування.   
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Далі нехай ( ){ }, ,nk t k 1 n η ∈    – стоха-

стична незалежні елементи, або серії. Умо-
ва стохастичної незалежності не є принци-
повою і потрібна для простоти викладу. 

Введемо для частинних сум позначення 

( ) ( ) [ ], , .
n

n nk
k 1

t t t 0 T
=

ξ = η ∈∑   (1) 

Позначимо граничний випадковий про-
цес для послідовностей частинних сум че-
рез ( )tξ  і припустимо, що в будь-який мо-

мент часу [ ]t 0,T∈  його значення форму-

ються за допомогою суми незалежно роз-
поділених випадкових величин ( )nk tη  

Тоді сумарний процес будемо розгляда-
ти як граничний по ймовірності послідов-
ності сум серій. В результаті отримаємо 

( ) ( ) ( )

[ ]

η
n

n nk
n n

k 1

t lim t lim t ,

t 0,T .

→∞ →∞ =

= =

∈

∑ξ ξ
(2) 

Від звичайної границі часткових сум де-
якого ряду границя (2) відрізняється тим, 
що з ростом n  усі доданки, що входять у 
цю суму, у загальному випадку не залиша-
ються незмінними. Зокрема, дана границя 
містить у собі і випадок збіжності послідо-
вності часткових сум деякого ряду. 

Побудова моделі білого шуму 
Розглянемо метод моделювання псевдо-

випадкової послідовності з заданою коре-
ляційною функцією за допомогою лінійно-
го процесу. Позначимо через 

( ) ( )t , t ,∈ −∞ ∞ζ  білий шум, тобто процес 

з незалежними значеннями. Будемо будува-
ти всі інші моделі шляхом лінійної “фільт-
рації” (згортки), тобто як дискретні згортки 
вигляду [7] 

( ) ( ) ( ) ( )t t , t ,
∞

=−∞

= − ∈ −∞ ∞∑
τ

ξ φ τ ζ τ , (3) 

де ( )tϕ  деяка невипадкова функція, для 

якої 

( )2

t

t
∞

=−∞

< ∞∑ φ .                 (4) 

Якщо виконується (4), то лінійний про-
цес називається гільбертовим.  

Процес (3) називається лінійним випад-
ковим процесом з дискретним часом. 

( ) ( )M ,1t
∞

τ=−∞

ξ = ϕ τ∑χ           (5) 

де ( )1 M t=χ ζ , ( )M .  – оператор математи-

чного сподівання. 
Кореляційна функція процесу (3) визна-

чається як 

( ) ( ) ( )sttsR
t

+ϕϕχ= ∑
∞

−∞=
2 ,             (6) 

де ( )2
2 M t=χ ζ  – другий початковий мо-

мент. 
Зокрема, якщо формуючий фільтр є фі-

зично реалізованим, то формула (5) при-
ймає вигляд 

( ) ( )M 1
0

t
∞

τ=

ξ = ϕ τ∑χ .                (7) 

Кореляційну функцію процесу (3) ще 
можна представити як 

( ) ( ) ( )2
t 0

R s t t s
∞

=

= χ φ φ +∑ ,       (8) 

де ( )s ,∈ −∞ ∞ . 

Останнє вірно, коли всі ( )tζ  однаково 

розподілені, тоді (3) є стаціонарним проце-
сом. 

Спектральна щільність потужності про-
цесу ( )tξ , що відповідає кореляційній фу-

нкції (8), визначається наступним чином: 

( ) ( )

( ) ( )
s

s

S ω R s ωs

R R s ωs
1

cos

0 2 cos

∞

=−∞

∞

=

= =

= +

∑

∑
,            (9) 

де [ ],ω∈ −π π . 

Зауважимо, що при практичному вико-
ристанні згортки нескінченні суми заміню-
ються на скінченні. Так, коли треба за до-
помогою згортки вигляду (3) отримати 
N 1+  відлік процесу ( ) [ ]t , t 0,N∈ξ  при 

заданій кількості відліків M 1+  функції 
( ) [ ]Mmm ,0, ∈ϕ , то тоді можна скориста-

тися формулою: 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ], , .

M

m 0

t

m t M

t m t m

m t m t 0 N

=

= −

ξ = φ ζ − =

= ζ φ − ∈

∑

∑
  (10) 
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При цьому потрібно мати ( )ζ τ  на відрі-

зку [ ]M ,N− . Це необхідно для того, щоб 

уникнути появи на кінцях суми нульових 
доданків в формулі (7), тобто виключити 
невстановлену фільтрацію на початку і пе-
рехідні явища наприкінці роботи цифрово-
го фільтра, чому і вибирають тривалість 
вхідного сигналу на заданому інтервалі.  

Таким чином, щоб отримати N 1+  відлік 
( )tξ , треба мати N M 1+ +  відліків білого 

шуму ( )τζ  при числі відліків M 1+  функції 

( )tϕ .  
Так як при використанні формули (10) 

ми використовуємо ( )ϕ τ  лише при 

[ ]0,M∈τ , то обчислювальну формулу для 

( )sR  можна записати у вигляді: 

 

( ) ( ) ( )
[ ]

,

, .

M s

2
t 0

R s t t s

s 0 M

−

=

= χ φ φ +

∈

∑%

     (11) 

 
Але, коли нам відомі значення ( )φ τ  при 

[ ]sM +∈τ ,0 , то замість границь суми, які 
вказані в (11), можна використати більш 
широкі межі, а саме [ ]s 0,M s∈ + . 

Перейдемо до практичної частини. Зу-
пинимося на моделюванні процесу з неза-
лежними значеннями білого шуму  
[1, 7], для якого були отримані наступні ре-
алізації та значення. 

Спочатку отримаємо одну реалізацію 
випадкового процесу [5, 8]. Значення неза-
лежних реалізацій i , i 1,2, ,N= Kζ  випад-

кової величини ζ  зображено на  
рис. 1. В даному випадку візьмемо об'єм 
вибірки рівний N 1000= . 

 

 
Будуємо графік оцінки кореляційної фу-

нкції однієї з реалізацій білого шуму ( )R s , 

де ( )s 25,25∈ − . Згідно з теоретичними ви-

кладками [7] кореляційна функція приймає 
в нулі значення одиниці, а в інших точках 
вона рівна нулю. Якщо порівняти теорети-
чні викладки щодо кореляційної функції і 
графік, який зображено на рис. 2 (графік 
був отриманий за допомогою розробленої 
програми), то очевидно, що вони співпада-
ють, зокрема в точці ( )R 0 1= , інші значен-

ня є близькими до нуля. Графік оцінки ко-
реляційної функції зображений на рис. 2. 

 

 
 
Спектральна щільність потужності ( )S ω  

згідно з теоретичною формулою (9) визна-
чається згідно рис.3. 
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Рис. 2. Графік оцінки кореляційної функції 
білого шуму ( )sR  
 
Fig. 2. Schedule assessment of the correlation 
function of white noise ( )sR  
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Рис. 1. Реалізація випадкового процесу lζ  

 

Fig. 1. Implementation of a random process lζ  
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ВИСНОВКИ 

 
З використанням методів статистичного 

моделювання в роботі отримана можли-
вість теоретичного обґрунтування і переві-
рки діагностичних ознак. Підстановкою 
конкретних числових значень параметрів 
імітаційного моделювання можна відслід-
кувати тенденцію зміни кількісних оцінок 
діагностичних ознак в залежності від мож-
ливого технічного стану об'єктів. 

Використання імітаційних моделей до-
зволяє значно скоротити час проведення 
експерименту і в подальшому підвищити 
точність та достовірність діагностики, що 
проводиться. 

Отримані графічні моделі кореляційної 
функції білого шуму та  спектральної щіль-
ності потужності підтвердили справедли-
вість використання математичної моделі 
типу білого шуму для моделювання вібра-
цій підшипникових вузлів електроенерге-
тичних машин.  
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