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АНОТАЦІЯ. Обгрунтована модель вимушених коливань пружних зв’язків (канатів) механізмів підйому 
вантажу кранів у період їх пуску, яка використовує інтеграл Дюамеля й дозволяє аналізувати динамічні 
навантаження у вказаних зв’язках. Для проведення динамічного аналізу використані різні варіанти зов-
нішнього навантаження: імпульсне, миттєве, лінійно зростаюче у часі, негармонічне періодичне збу-
дження та обчислені відповідні коефіцієнти динамічності. 

Ключові слова: інтеграл Дюамеля, аналіз, вимушені коливання, динаміка, навантаження, пружні 
зв’язки, канати, механізми, підйом, вантаж, крани,пуск. 

 
АННОТАЦИЯ. Обоснована модель вынужденных колебаний упругих связей (канатов) механизмов по-

дъема груза кранов в период их пуска, которая использует интеграл Дюамеля и позволяет анализиро-
вать динамические нагрузки в указанных связях. Для проведения динамического анализа использованы 
различные варианты внешней нагрузки: импульсное, мгновенное, линейно растущее во времени, не-
гармоническое периодическое возбуждение и вычислены соответствующие коэффициенты динамич-
ности. 

Ключевые слова: интеграл Дюамеля, анализ, вынужденные колебания, динамика, нагрузка, упругие 
связи, канаты, механизмы, подъем, груз, краны, пуск. 

 
ABSTRACT. Purpose. A model of forced oscillations of elastic connections (ropes) for crane’s lifting 

mechanisms during their “start-up” is used. Methodology/approach. One may analyze these connections with 
the help of Duhamel’s integral and their dynamic loads as well. In order to realize this dynamic analysis, one may 
use different models of external load, such as: impulsive, instantaneous, increasing linearly in time and 
noharmonic periodic excitations. Findings. The dynamic coefficients for with types of load are calculated . 

Key words: Duhamel’s integral, analysis, forced vibrations, dynamics, load, elastic ropes, mechanisms, lifting, 
cargo, cranes “star-up”t. 
 
  

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 
 

Змінна складова сил (чи моментів) при 
пружних коливаннях канатів механізмів 
підйому вантажу кранів може бути настіль-
ки великою, що сумарні миттєві значення 
їх суттєво перевищують статичні та інер-
ційні навантаження й можуть призвести до 
розривів пружних зв’язків , їх переванта-
жень, особливо у пусковому періоді. У ба-
гатьох механізмах піднімально-

транспортних машин динамічні наванта-
ження відіграють вирішальну роль. Дії 
змінних сил є однією з основних причин 
руйнування канатів внаслідок їх втомлення. 
Практично 90% руйнувань вказаних пруж-
них зв’язків механізмів підйому вантажу 
кранів мають саме характер втомлюваного 
руйнування, і відбуваються вони у резуль-
таті дії змінних динамічних навантажень. 

Розрахунок динамічних навантажень у 
канатах механізмів підйому вантажу кранів 



МОДЕЛЮВАННЯ РОБОЧИХ ПРОЦЕСІВ 

 

 6 

містить наступні основні етапи: 1) складан-
ня розрахункових зведених чи еквівалент-
них схем механізму; 2) визначення величи-
ни й характеру зміни зовнішніх наванта-
жень, прикладених до системи; 3) визна-
чення жорсткості пружних зв’язків (кана-
тів); 4) складання диференціальних рівнянь 
руху мас системи; 5) знаходження пружних 
сил ( і моментів) у ланцюгах механізму 
підйому вантажу (тобто у приводі й у місці 
кріплення вантажу до каната). Зазвичай, 
механізм підйому вантажу крана складаєть-
ся з великого числа зосереджених й розпо-
ділених мас, внаслідок чого теоретичне до-
слідження такої системи стає доволі склад-
ним чи взагалі неможливим. Тому реальну 
систему по можливості замінюють простою 
зведеною розрахунковою схемою з невели-
кою кількістю мас (наприклад, двомасовою 
пружною системою при її поступальному 
русі). 

Не зважаючи на вказані вище можливос-
ті спрощеного моделювання та динамічного 
аналізу механізмів підйому вантажу кранів, 
на думку авторів даного дослідження, про-
блема адекватного визначення, наприклад, 
коефіцієнтів динамічності у період пуску 
вказаних вище механізмів залишається, 
особливо за наявності змінних навантажень 
приводу чи сил опору рухові вантажу, і ви-
магає подальшого дослідження. 

 
 

АНАЛІЗ ПУБЛІКАЦІЙ ПО ТЕМІ  
ДОСЛІДЖЕННЯ 

 
У роботах [1-10] викладені основи теорії 

коливань лінійних та нелінійних механіч-
них систем, а також застосування загальних 
методів до динамічного розрахунку різно-
манітних машин та конструкцій. Розглянуті 
коливання, викликані детермінованими й 
випадковими змінними навантаженнями, а 
також ударом чи періодичною зміною па-
раметрів системи. Значна увага приділена й 
чисельно-аналітичним методам розрахунку 
із застосуванням ПЕОМ. Проте відсутні 
дослідження, які базуються на використан-
ні інтеграла Дюамеля задля динамічного 
аналізу вимушених коливань та наванта-
жень, які виникають у пружних зв’язках 

(канатах) механізмів підйому вантажу кра-
нів у процесах їх пуску. 

 
 

МЕТА ДОСЛІДЖЕННЯ 
 

Мета дослідження полягає у обгрунту-
ванні методу інтеграла Дюамеля для аналі-
зу вимушених коливань та динамічних на-
вантажень пружних зв’язків (канатів) меха-
нізмів підйому вантажу кранів при їх пуску 
задля мінімізації коефіцієнта динамічності 
вказаних механізмів у перехідних процесах. 

 
 

ВИКЛАД ЗМІСТУ ДОСЛІДЖЕННЯ 
 

Розглянемо динамічні навантаження у 
двомасовій системі з лінійною жорсткістю 
C  й масами 1m  та 2m , на які діють ру-

шійні сили ( )P t  та сили опору ( )Q t  

(рис.1).  

( )P t

( )Q t

2X

1X

2m

1m

g
r

C

 
Рис. 1. Схема двомасової пружної системи 

при її поступальному русі ( g
r

 – вектор приско-

рення вільного падіння) 

Fig. 1. Scheme of two-mass elastic system in its 
forward movement (g

r
– vector of acceleration of 

gravity) 
 
До такої системи можна віднести меха-

нізми підйому вантажу кранів, де жорстко-
сті канатів поліспастів набагато менше жо-
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рсткості самого приводу, стрічкові та лан-
цюгові конвеєри та ін. Під дією зовнішніх 
сил, змінних у часі t , у неусталений період 
руху таких механічних систем, в їх пружній 
частині (наприклад, канатах) виникають 
доволі інтенсивні коливні процеси. 

Диференціальні рівняння руху мас у пе-
рехідний період роботи механізму мають 
наступний вигляд: 

( ) ( )

( ) ( )

2
1

1 1 22

2
2

2 1 22

,

,

d x
m C x x P t

dt

d x
m C x x Q t

dt


⋅ + − =


 ⋅ − − = −


 (1) 

де 1x , 2x  – переміщення відповідно пер-

шої (приводу) та другої (вантажу) мас; 

( )Q t  беремо зі знаком мінус як силу опо-

ру. 
У рівняннях (1) перші складові – сили 

інерції відповідної маси, другі – сили пру-
жності у зв’язках. У правій частині рівнянь 
– сили ( )P t , ( )Q t , діючі на систему у пе-

ріод її неусталеного руху. 
Після нескладних перетворень (1) й вве-

дення координати ( )21 xxx −=  – різниці 

переміщень мас, замість двох рівнянь з (1) 
отримаємо одне для x : 

( )2 2 2, / ,x x S t x d x dt+ Ω ⋅ = =&& &&      (2) 

де 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 12

1 2 1 2

, .
m m C m P t m Q t

S t
m m m m

+ ⋅ ⋅ + ⋅
Ω = =

⋅ ⋅
 

Диференціальне рівняння (2) характери-
зує деформацію пружного ланцюга (канату) 
або динамічне зусилля, яке виникає у ньо-
му у зв’язку з тим, що 

( ) ( ) ( )дин 1 2 .P t C x x C x t= ⋅ − = ⋅      (3) 

Загальний розв’язок (2) як неоднорідно-
го диференціального рівняння має наступ-
ний вигляд: 

( ) ( )1 2cos sin ,x x C t C t∗= + Ω ⋅ + Ω⋅ (4) 

де ∗x  – частинний розв’язок (2), а інші 

складові (4), які стоять справа, є загальним 
розв’язком однорідного рівняння, котре 
можна легко отримати з (2) при нульовому 
значенні правої частини. 2,1C  – константи, 

які можна знайти з початкових умов задачі. 

Для ( )дP t  (3) із врахуванням (4) маємо 

( ) ( ) ( )дин 1 2cos sinP t C x C t C t∗= + Ω + Ω   (5) 

У виразі (5) – Ω  кругова частота влас-
них коливань системи, с-1. Період  власних 
коливань T  визначається наступним чи-
ном: 

2
.T

π=
Ω

                   (6) 

Для визначення констант 1,2C  необхідно 

встановити початкові умови. 
Випадок 1. Якщо початкові умови мають 

вигляд 

( ) ( ) ( )дин0 0 0
0, 0 0,

t t t
x t P t x t

= = =
= = ⇔ =& (7) 

то 

( )1 0t
С x t x∗ ∗=

= − = %  ; 

( )
0

2

1
.t

x t
C x

∗ =
∗= − = − ⋅

Ω Ω

&
&%  (8) 

Цей випадок відповідає т. з. підйому ва-
нтажу «з підхватом». 

Для переміщення ( )x t  й ( )динP t  маємо 

( ) ( ) ( )

( )

cos

1
sin ,

x t x t x t

x t

∗ ∗

∗

= − ⋅ Ω −

− ⋅ ⋅ Ω
Ω

%

&%
    (9) 

( ) ( ) ( )

( )
дин cos

sin .

P t C x t C x t

C
x t

∗ ∗

∗

= ⋅ − ⋅ Ω −

− ⋅ Ω
Ω

%

&%
   (10) 

Випадок 2. Якщо до початку пуску сис-
тема знаходилась під навантаженням (т. з. 
підйом вантажу «з ваги»), то початкові 
умови будуть наступними: 

( ) ( ) ( )
0 0

0
, 0

t t

Q
x t x t

C= =
= =& & . (11) 

Тоді 
( )

1

0Q
С x

C ∗= − %  ; 2

1
.C x∗= − ⋅

Ω
&%  (12) 

Отже, для ( )x t  й ( )динP t  у другому ви-

падку маємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0
cos cos

1
sin ,

Q
x t x t x t t

C

x t

∗ ∗

∗

= − ⋅ Ω + Ω −

− ⋅ ⋅ Ω
Ω

%

&%

(13) 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
дин cos

0 cos sin .

P t C x t C x t

C
Q t x t

∗ ∗

∗

= ⋅ − ⋅ Ω +

+ Ω − ⋅ Ω
Ω

%

&%
   (14) 

Повне переміщення ( )tx∗  у момент t  

можна подати у вигляді інтеграла Дюамеля 
[8]: 

( ) ( ) ( )
0

t

x t S Y t d∗ = θ ⋅ − θ θ∫  , (15) 

де ( )tY  – реакція системи на одиничний 
імпульс 

( ) ( )1
sinY t t= ⋅ Ω

Ω
. (16) 

Тоді вирази ( )tx∗ , ( )tx∗& , ( )tx∗&&  можна 

подати наступним чином: 

( ) ( ) ( )
0

1
sin

t

x t S t d∗ = ⋅ θ ⋅ Ω − θ θ  Ω ∫ ,  (17) 

( ) ( ) ( )
0

cos
t

x t S t d∗ = θ ⋅ Ω − θ θ  ∫&      (18) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

0

sin
t

x t S t x t

S t S t d

∗ ∗= − Ω ⋅ =

= − Ω θ ⋅ Ω − θ θ  ∫

&&

.   (19) 

Виходячи з (17) та (18), маємо  
0, 0x x∗ ∗= =&% % .        (20) 

Тоді вирази ( )динP t  й ( )x t  для різних 

випадків підйому вантажу набувають ви-
гляду: 
а) перший випадок  

( ) ( ) ( ) ( )
0

1
sin

t

x t x t S t d∗= = θ Ω − θ θ  Ω ∫
, (21) 

( ) ( )

( ) ( )

дин

0

sin ;
t

P t C x t

C
S t d

∗= ⋅ =

= ⋅ θ ⋅ Ω − θ θ  Ω ∫
   (22) 

б) другий випадок  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0

0
cos

1
sin

0
cos ,

t

Q
x t x t t

C

S t d

Q
t

C

∗= + ⋅ Ω =

= ⋅ θ ⋅ Ω − θ θ +  Ω

+ ⋅ Ω

∫    (23) 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

дин

0

sin

0 cos .

t

P t C x t

C
S t d

Q t

= ⋅ =

= ⋅ θ ⋅ Ω − θ θ +  Ω

+ ⋅ Ω

∫    (24) 

Коефіцієнт динамічності розглядуваної 
системи має наступний вигляд: 

( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )
( )

дин
дин

1 2

1 2

дин

2 1

1 2

0

.
0 0

P t
K t

m m
S

m m

P t

m P m Q

m m

= =
 ⋅ ⋅ +  

=
 ⋅ + ⋅ 
 +  

  (25) 

Для кожного із зазначених вище випад-
ків маємо 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

1 0
дин

2 1

1 2

sin

0 0

tC
S t d

K t
m P m Q

m m

  θ ⋅ Ω⋅ −θ θ    Ω =
 ⋅ + ⋅
 + 

∫
;(26) 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2
дин

0

2 1

1 2

sin 0 cos

.
0 0

t

C
K t

S t d Q t

m P m Q

m m

 = ⋅ Ω 

θ ⋅ Ω − θ θ + Ω  
⋅

 +
 + 

∫ (27) 

У першому випадку при підйомі вантажу 
«з підхватом» маємо 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2

1 2 2

0 0
0

0 0

;

0 0 ; 0.

, 0 ;

, .

i

i

P t m m a t m g

P m m a m g Q t

t
Q t

Q t

= + ⋅ +


= + ⋅ + =

 ⋅ ≤ ≤ τ τ
 ≥ τ

(28) 

У (28) 0 2 ,Q m g g= – прискорення віль-

ного падіння, 0τ  – тривалість контакту ва-

нтажу з основою при т. з. підйомі вантажу 
«з землі» [11], яка визначається зі співвід-
ношення 

2
0

0

,
m g

C v
τ =

⋅
  (29) 

де 0v  – швидкість, з якою відбувається 

усталений рух маси 2m  ( у процесі підйому 
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вантажу, коли усі перехідні процеси закін-

чились). Стосовно ( ) ( )при 1,4ia t i =  за-

значимо, що ці значення прискорень наве-
дені у [7] і відповідають певним (оптима-
льним) режимам функціонування привідно-
го механізму підйому вантажу крана, зок-
рема, 

( ) ( )

( )

( )

0 0
1 2

п п п

2

0
3 2

п п

2 3

0
4

п п п

; 1 ;

12 1 ;

60 1 .

v v t
a t a t

t t t

v t t
a t

t t

v t t
a t

t t t

  
= = −  

 


  = −  
 


    = ⋅ −       

     (30) 

У (30) пt – тривалість перехідного про-

цесу (пуску) розглядуваної системи. 
У другому випадку при підйомі вантажу 

«з ваги» маємо 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 2

1 2 2

2

;

0 0 ;

0 .

i

i

P t m m a t m g

P m m a m g

Q t Q m g

= + ⋅ +


= + ⋅ +

= =

(31) 

Таким чином, виразами (28) – (31) одно-
значно визначені ( ) ( ) ( ) ( ), , 0 , 0P t Q t P Q  

для кожного режиму функціонування ван-
тажопідйомного механізму крана при 

( )1,4i = . Так само визначена і величина 

( ) ( ) ( )
1 2

P t Q t
S t

m m
= + . Знаючи їх, можна лег-

ко визначити коефіцієнти динамічності 
( )1,2
динK  з (26) й (27) навіть аналітичним шля-

хом. 
Розглянемо кілька типових ситуацій для 

функції ( )S t , які можна проаналізувати 

без використання ПЕОМ. 
Спочатку подамо рівняння (2) у зручно-

му для подальших досліджень вигляді: 
( )

( ) ( )

2

1 2

1 2

,

, .

P t
x x

m
m m

P t S t m m
m m

+ Ω ⋅ =

= =
+

&&

      (32) 

Загальний розв’язок (32) можна подати 
наступним чином: 

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0

1
cos sin

1
sin ,

t

x t x t x t

P t d
m

= Ω⋅ + ⋅ Ω +
Ω

+ ⋅ θ ⋅ Ω − θ θ  Ω ∫

&

   (33) 

де: 00
,

t
x x

=
= 00

.
t

x x
=

=& & При цьому інтег-

рал Дюамеля (15) можна подати у вигляді 

( ) ( ) ( )

( ) [ ]
0

0

1
sin .

t

t

x t P t Y d

P t d
m

∗ = − θ ⋅ θ θ =

= ⋅ − θ ⋅ Ωθ θ
Ω

∫

∫

 (34) 

    1. Миттєве навантаження. Нехай при 
0t =  до нерухомої й недеформованої сис-

теми прикладається миттєво зростаюче й у 
подальшому таке, що зберігає постійне 

значення 0P , навантаження (рис.2). Тоді 

переміщення системи під дією миттєво 
прикладеного навантаження складає 

( ) ( )0
2

1 cos .
P

x t t
m

= ⋅ − Ω
Ω

 (35) 

( )P t

0P

t

0
 
Рис. 2. Миттєво прикладене  навантаження 

( )P t  

Fig. 2. Instantly applied load ( )P t  

 

Оскільки 2m C⋅Ω =  (жорсткість пруж-

ного зв’язку), то ( )2
0 стP m xΩ =  становить 

статичну деформацію пружного зв’язку й з 
(35) випливає, що максимальне динамічне 
переміщення при миттєвому прикладанні 
навантаження вдвічі більше статичного. 
Графік залежності ( )tx  наведений на рис.3, 

де ( )2
0 стP m xΩ = . 

Закон (35) для ( )x t  можна подати у ви-

гляді 
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( ) 20
2

2
sin .

2

P t
x t

m

 Ω  = ⋅  Ω   
 (36) 

 

На рис. 3. введене позначення 
2

.T
π=

Ω
 

( )X t

t

0 2π
Ω 4π

Ω

стX

ст2X

T
 
Рис. 3. Залежність ( )x t  при миттєво при-

кладеному навантаженні 

Fig. 3. Dependence ( )x t  with instant load  

 
Якщо ввести поняття коефіцієнта дина-

мічності у вигляді 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

дин
ст ст

дин
ст

,

,

C x t x t
K t

C x x

x t
K t

x

⋅
= ⇔

⋅

=
 (37) 

то у цьому випадку при прикладанні миттє-
вого навантаження (рис. 2) маємо 

( ) ( )2
дин 2sin .

2

t
K t

Ω 
=  

 
 (38) 

 
2. Лінійно зростаюче навантаження. 
Закон зміни навантаження (рис. 4) зада-

ється формулою ( )P t k t= ⋅ . Якщо це нава-

нтаження прикладається до нерухомої та 
недеформованої системи, то переміщення 
визначаються формулою (34) 

( ) ( ) ( ) ( )2

0

t

x t k t Y d kY t= − θ ⋅ θ θ =∫  , 

( ) ( ) ( )2

0

.
t

Y t t Y d= − θ ⋅ θ θ∫   (39) 

( )P t

t

0  
Рис. 4. Закон ( )P t kt=  

Fig. 4. Law ( )P t kt=  

 

Введемо позначення ( ) ( )1

0

t

Y t Y d= θ θ∫ , 

( ) ( )2 1

0

.
t

Y t Y d= θ θ∫  Тоді переміщення ( )x t , 

викликані силою ( )P t kt= , визначаються 

виразом 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
1 sin

1 sin .

kt
x t t t

m
kt

t t
C

= ⋅ − Ω Ω =  Ω

= ⋅ − Ω Ω  

    (40) 

При цьому стx  є переміщенням системи 

при пtt = : 

п
ст .

k t
x

C

⋅
=   (41) 

У цьому випадку ( )динK t  (37) має ви-

гляд 

( ) ( )
( ) ( ) ( )дин

п

1 sin .
t

K t t t
t

= ⋅ − Ω Ω       (42) 

На рис. 5 наведено графічне відображен-
ня закону ( )x t  (40). 

( )X t

T  
Рис. 5. Закон ( )x t  

Fig. 5. Law ( )x t  
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На рис. 5 введене позначення
2

T
π=

Ω
. 

 
3.Постійна сила 0P , діюча на систему 

протягом часу 0 t< < θ  (рис. 6). 

( )P t

0P

t

0 θ
Рис. 6. Закон ( )P t  

Fig. 6. Law ( )P t  

Повне переміщення ( )tx  при цьому 
складає: 
а) при 0 t≤ ≤ θ  

( ) ( ) ( )0
0 1 1 cos ;

P
x t P Y t t

C
= ⋅ = − Ω     (43) 

б) при t ≥ θ  

( ) ( ) ( )

( ){ } ( )

0 1 0 1

0

1
0

cos cos

2 sin sin .
2 2

x t P Y t P Y t

P
t t

C

P C t−

= ⋅ − ⋅ − θ =

 = ⋅ Ω − θ − Ω = 

Ωθ  θ    = ⋅ ⋅ Ω −    
    

   (44) 

Вважаючи, що у цьому випадку 

0
ст

P
x

C
= , з (43) й (44) для ( )динK t  мати-

мемо: 
а) при 0 t≤ ≤ θ  

( ) ( ) 2
дин 1 cos 2sin ;

2

t
K t t

Ω = − Ω =  
 

  (45) 

б) при t ≥ θ  

( )дин 2sin sin .
2 2

K t t
Ωθ  θ    = ⋅ Ω −    
    

  (46) 

З отриманих формул видно, що, якщо 
час, протягом якого прикладене наванта-
ження θ  більше половини періоду власних 

коливань системи ( )θ > π Ω , то максимум 

переміщення 0
max ст

2
2

P
x x

C
= =  досягається 

ще під час дії навантаження; якщо ж трива-
лість дії навантаження менше напівперіоду 
власних коливань, то максимальне перемі-
щення досягається вже після закінчення дії 
навантаження. У цьому випадку 

0
max ст

2
sin 2 sin .

2 2

P
x x

C

Ωθ Ωθ   = ⋅ = ⋅   
   

  (47) 

 

4. Навантаження зростає від нуля до 0P  

протягом часу θ  й потім зберігає постійне 
значення (рис.7) [11]. 

( )P t

0P

t

0 θ  
Рис. 7. Залежність ( )P t  

Fig. 7. Dependence ( )P t  

 
При цьому навантаження можна розгля-

дати як сполучення двох лінійно зростаю-
чих навантажень ( )1 0 /P t P t= ⋅ θ , яке при-

кладене, починаючи з 0t = , й 

( ) ( )2 0 /P t P t= − ⋅ − θ θ , прикладене, почи-

наючи з t = θ  (рис. 8). 

( )P t

( )1P t

t
0

θ ( )2P t

 
Рис. 8. ( ) ( ) ( )1 2P t P t P t= +  

Fig. 8. ( ) ( ) ( )1 2P t P t P t= +  

 
При 0 t≤ ≤ θ  
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( ) ( ) ( ) [ ]( )0 0
2 3

sin ,
P P

x t Y t t t
m

 
= = Ω − Ω θ Ω θ 

(48) 

а при t > θ  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }

0
2 2

0
3

sin sin .

P
x t Y t Y t

P
t t

m

 
= ⋅ − − θ =    θ 

 = Ωθ − Ω + Ω − θ Ω θ

(49) 

Останню формулу подамо у вигляді 

( )
{ } ( )

ст

1 2cos
2 .

sin / 2

t
x t x

  ϑ  − Ω − ⋅   =    
 ⋅ Ωθ Ωθ 

   (50) 

У (50) 
12

ст 0 .x P m
−

 = Ω   

Отже, для цього випадку маємо наступні 
коефіцієнти динамічності: 
а) при 0 t≤ ≤ θ  

( ) ( )( )
( )дин

sin
,

t t
K t

Ω − Ω
=

Ωθ
   (51) 

б) при t ≥ θ  

( ) ( )
( )дин

sin / 2
1 2cos .

2
K t t

Ωθ θ  = − Ω −   Ωθ  
(52) 

Друга складова у прямих дужках (50) 
становить відношення різниці між динамі-
чним й статичним переміщеннями до ста-
тичного. Максимальне значення цієї вели-
чини складає 

( ) ( )ст max
/ 2sin

2стx x x
Ωθ − = Ωθ    
 

. (53) 

   Це значення тим менше, чим триваліший 
час зростання навантаження ( )θ  у порів-

нянні з періодом власних коливань системи 
2T = π Ω . 

У наведених простих задачах можна бу-
ло б отримати результат і не користуючись 
методом суперпозиції, однак при розрахун-
ку нестаціонарних процесів у більш склад-
них лінійних системах цей метод дає значні 
переваги. Крім того, зрозуміло, що 

( )динK t  має коливний характер й при пе-

вних умовах перевищує 1. Визначимо умо-
ви, за яких ( )динK t  прийматиме мініма-

льні значення протягом п0 t t≤ ≤ . Для цьо-

го замість системи (1) використовуємо одне 
диференціальне рівняння для ( )2x t  

( ) ( ) ( )2
2 2

1 2

,IV P t Q t
x x

m m

C

−
+ Ω ⋅ =

 
  

&&  (54) 

де ( )P t  визначається із співвідношення 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 ,iP t m m a t Q t= + ⋅ +  (55) 

де ( )ia t  визначується співвідношеннями 

(30), а ( )Q t  залежить від методу підйому 

вантажу (28) чи (31). Застосування сучас-
них мехатронних систем керування проце-
сом підйому вантажу крана дозволяє реалі-
зувати закон ( )P t  руху приводу механізму 

підйому вантажу. З урахуванням (55) рів-
няння (54) набирає вигляду 

( ) ( )2 2
2 2 .IV

ix x a t+ Ω ⋅ = Ω ⋅&&  (56) 

З’ясуємо умови, за яких ( )динk t  

( ) ( ) ( )2 2 1 2
дин

0 0
2 2

п п

,
m x Q t С x x

k t
v v

m m
t t

   
   ⋅ + −   = =   

      ⋅ ⋅            

&&
(57) 

задовольняє наступному критерію якості 
руху системи: 

( )
п

дин

2

0

min .
t

k t dt ⇒∫    (58) 

Використовуючи методи класичного ва-
ріаційного числення (а саме, рівняння Ей-
лера-Пуассона), можна встановити, що (58) 
реалізується за умови 

( ) ( )2 2 0 .IVx m Q t⋅ + =&&     (59) 

Оскільки за будь-якого способу підйому 
вантажу («з ваги», «з підхватом») 

( ) 0 ,Q t ≡&&  то (59) зведеться до рівняння 
( )
2 0 .IVx =       (60) 

Співставляючи рівняння (56) та умову 
Ейлера-Пуассона (60), матимемо 

( ) ( )
( ) ( )

2 2
2 2

2

2

,
.

0;

IV
i

iIV

x x a t
x a t

x

 + Ω = Ω ⇔ =
=

&&
&&  (61) 

Тоді (57) набуває вигляду 
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( ) ( ) ( )2
дин

0
2

п

,im a t Q t
k t

v
m

t

⋅ +
=

 
⋅ 

 

 (62) 

де ( )Q t  є динамічною складовою пружної 

сили, що розвивається у канаті (тільки для 

00 t< ≤ τ , підйом «з підхватом»), а при 

0t > τ : ( ) 2Q t m g≡ . Отже, доцільно ввести 

( )динk t% , який враховує лише зміни у дина-

мічній складовій пружної сили у канаті, 
тобто 

( ) ( )2
дин п

0
2

п

, 0im a t
k t t t

v
m

t

⋅
= ≥ >
 

⋅ 
 

%    (63) 

для підйому «з ваги» і 
 

( )
( )

( ) ( )

2 2
0

дин 0

0
2

п

2
дин 0 п

0
2

п

, 0 ;

, ,

i

i

t
m a t m g

k t t
v

m
t

m a t
k t t t

v
m

t

  
+  τ  = ≤ ≤ τ          


 
    = τ < ≤ 
   
     

%

% (64) 

для підйому «з підхватом». 
 
Для п0 t t≤ ≤  при підйомі «з ваги» та для 

[ ]0 п,t t∈ τ  при підйомі «з підхватом» має-

мо 
 

( ) ( )

( )

( )

opt opt
дин1 дин2

п

2

opt
дин3

п п

2 3

opt
дин4

п п

1 1; 2 1 ;

3 12 1 ;

4 60 1 .

t
i k i k

t

t t
i k

t t

t t
i k

t t

  
= − = = − = −  

 


  = − = −  
 


    = − = −       

% %

%

%

  (65) 

 Для 00 t≤ ≤ τ  при підйомі «з підхва-

том» маємо 

( )

( )

( )

( )

opt
дин1

0
0

п

opt
дин2

п 0
0

п

2

opt
дин3

п п 0
0

п

2 3

opt
дин4

п п 0
0

п

1 1 ;

2 1 ;

3 12 1 ;

4 60 1 .

gt
i k

t

t gt
i k

t

t

t t gt
i k

t t

t

t t gt
i k

t t

t

 = − = +  ν
 τ  
  

 = − = − +
  ντ  

 


  = − = − +   ν  τ  
 


    = − = − +     ν    τ  

  

%

%

%

%

(66) 

 

У табл. 1 наведені значення ( )opt
динi

k% , 2i ≥  

для різних моментів часу, згідно співвід-
ношенням (65) при підйомі «з ваги» для 

п0 t t≤ ≤  й при підйомі «з підхватом» для 

0 пt tτ ≤ ≤ . 

Слід зазначити, що максимальне значен-

ня ( ) ( )opt
дин3k t%  приймає при *

3 п

1

3
t t=  і складає 

( )opt п
дин3 1,7778

3

t
k

  = 
 

% , а максимальне значення 

( ) ( )opt
дин4k t%  приймає при *

4 п0,4t t=  і складає 
( ) ( )opt
дин3 п0,4 2,0736k t =% . 

 

Таблиця 1. Залежність ( ) ( )opt
динi

k t% , 2i ≥  для 

підйому «з ваги» ( п0 t t≤ ≤ ) та підйому «з під-

хватом» ( 0 пt tτ ≤ ≤ ) 

Table 1. Dependence ( ) ( )opt
динi

k t% , 2i ≥  to lift "the 

weight" ( п0 t t≤ ≤ ) and recovery "from the sub-

grip" ( 0 пt tτ ≤ ≤ ) 

п

t

t
 ( )opt

динi
k% , 

2i ≥  
0 0,25 0,5 0,75 1,0 

( )opt
дин2k%  1,0 0,75 0,5 0,25 0 

( )opt
дин3k%  0 1,6875 1,500 0,5625 0 

( )opt
дин4k%  0 1,5820 1,8750 0,5273 0 
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У таблиці 2 подані значення ( )opt
динi

k%  ( )1,4  

для різних моментів часу [ ]00,t ∈ τ  для 

підйому вантажу «з підхватом». 
 

 
ВИСНОВКИ 

 
1. Обгрунтоване використання інтеграла 

Дюамеля для аналізу вимушених коли-
вань та динамічних навантажень пруж-
них зв’язків механізмів підйому ванта-
жу кранів у процесах їх пуску. Визначе-
ні закони руху та коефіцієнти динаміч-
ності у пружних елементах (канатах) 
механізму для різних законів зміни у 
часі зовнішніх впливів. 

2. Визначені коефіцієнти динамічності у 
канатах для різних способів підйому ва-
нтажу: «з ваги», «з підхватом». При 
цьому використані закони управління 
приводом механізму підйому вантажу, 
встановлені автором [7], а за критерій 
якості руху вантажу обраний такий, що 
мінімізує коефіцієнт динамічності на-
пружень у канаті. 

3. Визначені максимальні значення коефі-
цієнтів динамічності для кожного спо-

собу підйому вантажу. При цьому над-
звичайно великі його значення виника-
ють саме на етапі відриву вантажу від 
основи при підйомі «з підхватом» у 
проміжку часу [ ]00,t ∈ τ , де 0τ  – три-

валість контакту вантажу з основою. 
Встановлені залежності максимальних і 
проміжних значень коефіцієнту динамі-
чності від тривалості процесу пуску 

( )пt  й швидкості усталеного підйому 

вантажу ( )0v . 

4. Результати, отримані у даному дослі-
дженні, можуть бути у подальшому ви-
користані для уточнення й вдоскона-
лення існуючих інженерних методів 
розрахунку механізмів підйому вантажу 
кранів («з ваги», «з підхватом») як на 
стадіях їх проектування (конструюван-
ня), так і у режимах реальної експлуата-
ції. 
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