
ÓÄÊ 519.6:65.012.1(574.63:581.132)

Â. ². Ëàâðèê , À. Ñ. Ãëàçîê

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÅ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÂÏËÈÂÓ
«ÖÂ²Ò²ÍÍß» ÂÎÄÈ ÍÀ ÊÈÑÍÅÂÈÉ ÐÅÆÈÌ

Ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà ïîáóäîâ³ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ êèñíåâîãî ðåæèìó âîäíèõ
îá’ºêò³â ó ïåð³îä «öâ³ò³ííÿ» âîäè. Ìîäåëü âðàõîâóº âïëèâ îñíîâíèõ ÷èííèê³â, çîê-
ðåìà ³íòåíñèâíîñò³ ôîòîñèíòåçó, íà äîáîâó äèíàì³êó âì³ñòó ðîç÷èíåíîãî êèñíþ
òà îðãàí³÷íèõ ðå÷îâèí (çà á³îõ³ì³÷íèì ñïîæèâàííÿì êèñíþ). Íà ïðèêëàä³
Êè¿âñüêîãî âîäîñõîâèùà ïðîâåäåíî ³ì³òàö³éíèé (÷èñëîâèé) åêñïåðèìåíò, çà äî-
ïîìîãîþ ÿêîãî ïîêàçàíî ìîæëèâ³ çì³íè äîñë³äæóâàíèõ ïàðàìåòð³â ç³ çì³íîþ
³íòåíñèâíîñò³ ôîòîñèíòåçó ï³ä ÷àñ «öâ³ò³ííÿ» âîäè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü, ôîòîñèíòåç, «öâ³ò³ííÿ» âîäè,
³ì³òàö³éíèé åêñïåðèìåíò, êèñíåâèé ðåæèì.

Âì³ñò ðîç÷èíåíîãî ó âîä³ êèñíþ (ÐÊ) íàëåæèòü äî íàéâàæëèâ³øèõ ô³çè-
êî-õ³ì³÷íèõ ïîêàçíèê³â ÿêîñò³ âîäè, ÿê³ âïëèâàþòü íà åêîëîã³÷íèé ñòàí âî-
äíèõ åêîñèñòåì. Êèñåíü º îäíèì ç íàéá³ëüø ïîòóæíèõ ïðèðîäíèõ îêèñíþ-
âà÷³â, à éîãî âì³ñò çíà÷íîþ ì³ðîþ âèçíà÷àº ³íòåíñèâí³ñòü ïðîöåñ³â ñàìîî÷è-
ùåííÿ, ô³çèêî-õ³ì³÷íî¿ òðàíñôîðìàö³¿ ³ êðóãîîá³ãó ðå÷îâèí [9, 10]. Ïðîòå
ïðîãíîçóâàííÿ öüîãî ïîêàçíèêà ïîâ’ÿçàíå ç³ çíà÷íèìè òðóäíîùàìè ³ ïîòðå-
áóº ðîçðîáêè òàêî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³, ÿêà á âðàõîâóâàëà íàéá³ëüø ³ñòîòí³
÷èííèêè âïëèâó íà ôîðìóâàííÿ êèñíåâîãî ðåæèìó âîäîéì [6, 7]. Íà â³äì³íó
â³ä ðàí³øå ðîçãëÿíóòèõ ìîäåëåé [3—5], ðîçðîáëåíà íàìè ìîäåëü âðàõîâóº
âïëèâ ³íòåíñèâíîñò³ ôîòîñèíòåçó íà äèíàì³êó êèñíåâîãî ðåæèìó â ë³òí³é
ïåð³îä ï³ä ÷àñ «öâ³ò³ííÿ» âîäè. Íà çàêëþ÷íîìó åòàï³ âåãåòàö³¿, êîëè â³äáó-
âàºòüñÿ ìàñîâå â³äìèðàííÿ âîäîðîñòåé, âèâ³ëüíÿºòüñÿ âåëèêà ê³ëüê³ñòü îð-
ãàí³÷íî¿ ðå÷îâèíè, íà ðîçêëàäàííÿ ÿêî¿ òàêîæ íåîáõ³äíà çíà÷íà ê³ëüê³ñòü
ðîç÷èíåíîãî êèñíþ. Ó ñâîþ ÷åðãó, çìåíøåííÿ éîãî âì³ñòó ïðèçâîäèòü äî
ïîã³ðøåííÿ ÿêîñò³ âîäè [2, 4].

Ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³, ùî âðàõîâóº ³íòåíñèâí³ñòü ôîòîñèíòå-

çó ï³ä ÷àñ «öâ³ò³ííÿ» âîäè. Äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ äèíàì³êè
âì³ñòó ÐÊ òà îðãàí³÷íèõ ðå÷îâèí (çà ÁÑÊ) ó âîäíèõ îá’ºêòàõ íåîáõ³äíî âðà-
õîâóâàòè îñíîâí³ ÷èííèêè, ÿê³ âïëèâàþòü íà ö³ ïîêàçíèêè. Îñòàíí³ íàäõî-
äÿòü ó âîäíèé îá’ºêò ç ïëîù³ âîäîçáîðó, à êèñåíü — ÷åðåç âîäíó ïîâåðõíþ
çàâäÿêè îáì³íó ç àòìîñôåðîþ. Íà äèíàì³êó îáîõ ïîêàçíèê³â âïëèâàº òàêîæ
³íòåíñèâí³ñòü ôîòîñèíòåçó òà áàêòåð³àëüíî¿ äåñòðóêö³¿.
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Âðàõîâóþ÷è âèùåçàçíà÷åí³ ÷èííèêè, äèíàì³êó PK—ÁÑÊ áóäåìî îïèñó-
âàòè ÷åðåç â³äïîâ³äí³ çíà÷åííÿ çà äîïîìîãîþ òàêèõ äèôåðåíö³àëüíèõ
ð³âíÿíü:
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äå W — îá’ºì âîäíîãî îá’ºêòà, ì3; ÑÁÑÊ, CÐÊ — êîíöåíòðàö³ÿ îðãàí³÷íèõ ðå-
÷îâèí (ÁÑÊ) òà ÐÊ ó âîäíîìó îá’ºêò³, ã/ì3; C ÐÊ

* — êîíöåíòðàö³ÿ êèñíþ ïðè

éîãî íàñè÷åíí³ àáî ì³í³ìàëüíî äîïóñòèìà ó âîäíîìó îá’ºêò³, ã/ì3; QÁÑÊ, QÐÊ

— øâèäê³ñòü íàäõîäæåííÿ îðãàí³÷íèõ ðå÷îâèí (ÎÐ) ³ ÐÊ, ã/ãîä; FÁÑÊ, FÐÊ, —
óòâîðåííÿ ÎÐ òà ÐÊ ï³ä ÷àñ ôîòîñèíòåçó, ã/ì3; k1 — êîåô³ö³ºíò øâèäêîñò³
äåñòðóêö³¿ (ì³íåðàë³çàö³¿) ÎÐ, ãîä-1; k2 — êîåô³ö³ºíò øâèäêîñò³ àåðàö³¿ ãîä-1;
q — âèòðàòè âîäè âîäíîãî îá’ºêòà, ì3/ãîä.

Ðîçâ’ÿçàííÿ äàíî¿ ñèñòåìè áåç óðàõóâàííÿ ôîòîñèíòåçó (FÁÑÊ = FÐÊ = 0)
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Âïëèâ ôîòîñèíòåçó íà äèíàì³êó ÁÑÊ ³ ÐÊ ï³ä ÷àñ «öâ³ò³ííÿ» ìîæíà îïè-
ñàòè ïåð³îäè÷íèìè ôóíêö³ÿìè ç äîáîâèì ïåð³îäîì T = 24 ãîä

Ö³ ôóíêö³¿ íåîáõ³äíî äîäàòè äî ïðàâî¿ ÷àñòèíè ð³âíÿíü (3) ³ (4) ó òàêîìó
çàãàëüíîìó âèãëÿä³:

� �F t A B
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; (6)
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� �F t A B
T

t tÁÑÊ ( ) cos� � �2 2 0

2�
, (7)

äå ÷åðåç FÁÑÊ ³ FÐÊ ïîçíà÷åíî êîíöåíòðàö³¿ â³äïîâ³äíî ÐÊ ³ ÎÐ, ÿê³ óòâîðþþ-
òüñÿ ï³ä ÷àñ ôîòîñèíòåçó. Ñòàë³ A1, B1, A2 ³ B2 âèçíà÷àþòüñÿ íà ï³äñòàâ³ äàíèõ
åêñïåðèìåíòàëüíèõ ³ íàòóðíèõ ñïîñòåðåæåíü.

Â³äîìî, ùî ï³ä ÷àñ ì³í³ìàëüíî¿ ³íòåíñèâíîñò³ ôîòîñèíòåçó, ÿêà ñïîñ-
òåð³ãàºòüñÿ ó òåìíèé ïåð³îä, óòâîðþºòüñÿ ì³í³ìàëüíà ê³ëüê³ñòü ÐÊ ³ íàâïàêè.
Ó òîé æå ÷àñ çíà÷åííÿ ÁÑÊ äîñÿãàº ìàêñèìóìó âíî÷³, à âäåíü âîíî áóäå çíè-
æóâàòèñü. Îòæå, âèêîíóþòüñÿ òàê³ äîäàòêîâ³ óìîâè:
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F FÁÑÊ ÁÑÊ( ) max0 � ; F FÁÑÊ ÁÑÊ( ) min12 � ; T = 0, 2, 4, 6, … 24. (9)

Âèêîðèñòîâóþ÷è äîäàòêîâ³ óìîâè (8), ñï³ââ³äíîøåííÿ (7) ³ ïðèéìàþ÷è Ò

= 24 ãîä, îäåðæèìî
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Òåïåð ð³âí³ñòü (7) çàïèøåìî òàê:

� � � �F t F F F F tÐÊ ÐÊ ÐÊ
max

ÐÊ ÐÊ
min( ) cosmin max� � � �

1

2

1

2 12

�
. (13)
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Çàóâàæèìî, ùî äîäàòêîâ³ óìîâè, ÿê³ îòðèìóþòü íà ï³äñòàâ³ äàíèõ åêñïå-
ðèìåíòàëüíèõ àáî íàòóðíèõ ñïîñòåðåæåíü, ìîæóòü áóòè çàäàí³ äëÿ áóäü
ÿêèõ çíà÷åíü ÷àñó t1 ³ t2: FÁÑÊ(t1), FÐÊ(t1), FÁÑÊ(t2), FÐÊ(t2).

Ïðîâåäåííÿ ³ì³òàö³éíîãî åêñïåðèìåíòó. Äëÿ ïðîâåäåííÿ ³ì³òàö³éíîãî
(÷èñëîâîãî) åêñïåðèìåíòó ç ìåòîþ âèâ÷åííÿ ³ ïðîãíîçóâàííÿ âïëèâó
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«öâ³ò³ííÿ» âîäè íà êèñíåâèé ðåæèì âîäîéì ðîçãëÿíåìî êîíêðåòí³ ñöåíàð³¿
ðîçðàõóíêó äèíàì³êè ÐÊ òà ÁÑÊ ó Êè¿âñüêîìó âîäîñõîâèù³. Ñïî÷àòêó ïðî-
âåäåìî ðîçðàõóíêè áåç óðàõóâàííÿ ôîòîñèíòåçó. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòàºìî
òàê³ âèõ³äí³ äàí³ [1, 8, 9]: W = 3730 ìëí. ì3 — îá’ºì Êè¿âñüêîãî âîäîñõîâèùà;
q = 3,9 ìëí. ì3/ãîä — âèòðàòè âîäè âîäîñõîâèùà; QÐÊ = 31 ìëí. ã/ãîä, QÁÑÊ

= 20 ìëí. ã/ãîä — íàäõîäæåííÿ â³äïîâ³äíî ÐÊ ³ ÎÐ ó âîäîñõîâèùå; C ÐÊ
* =

9,02 ã/ì3 — ì³í³ìàëüíî äîïóñòèìà êîíöåíòðàö³ÿ ðîç÷èíåíîãî êèñíþ ó âîäî-
ñõîâèù³ ó ë³òí³é ïåð³îä; k1 = 0,03 ãîä-1 — êîåô³ö³ºíò øâèäêîñò³ äåñòðóêö³¿
(ì³íåðàë³çàö³¿) ëåãêîîêèñëþâàíèõ îðãàí³÷íèõ ðå÷îâèí; k2 = 0,06 ãîä-1 —
êîåô³ö³ºíò øâèäêîñò³ àåðàö³¿ äëÿ ñëàáîïðîòî÷íèõ âîäíèõ îá’ºêò³â; C ÐÊ

( )0 =
5 ã/ì3, CÁÑÊ

( )0 = 8 ã/ì3 — ïî÷àòêîâ³ óìîâè ïðîöåñó ñàìîî÷èùåííÿ âîäíîãî
îá’ºêòà.

Ðîçðàõóíêè áóäåìî ïðîâîäèòè çà ôîðìóëàìè (3)—(4).Ñïî÷àòêó âñòàíîâè-
ìî çíà÷åííÿ ñòàëèõ âåëè÷èí:
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Êîíöåíòðàö³ÿ ÐÊ äîñÿãàº ì³í³ìóìó (1,2 ã/ì3) ÷åðåç 48 ãîä â³ä ïî÷àòêó
ïðîöåñó ñàìîî÷èùåííÿ (ðèñ. 1), ï³ñëÿ ÷îãî çðîñòàº ç ïîäàëüøèì âèõîäîì íà
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1. Äèíàì³êà âì³ñòó îðãàí³÷íèõ ðå÷îâèí (1) òà ðîç÷èíåíîãî êèñíþ (2) ó Êè¿âñüêîìó âîäîñõîâèù³ áåç
óðàõóâàííÿ ôîòîñèíòåçó.



ñòàö³îíàðíèé ð³âåíü. Çíà÷åííÿ ÁÑÊ ïîñòóïîâî çìåíøóºòüñÿ ³ òàêîæ âèõî-
äèòü íà ñòàö³îíàðíèé ð³âåíü. Ïîêàçíèêè çð³âíþþòüñÿ ì³æ 60-þ ³ 72-þ ãîäè-
íàìè.

Äàë³ ïðîâåäåìî ðîçðàõóíêè äèíàì³êè ÐÊ ³ ÁÑÊ ç óðàõóâàííÿì ôîòîñèí-
òåçó ô³òîïëàíêòîíó çà ôîðìóëàìè (3)—(4) ³ (13)—(14), çì³íþþ÷è ïðè öüîìó
çíà÷åííÿ FÁÑÊ

max , FÁÑÊ
min , FÐÊ

max ³ FÐÊ
min . Ðîçãëÿíåìî òðè ð³çíèõ âèïàäêè (ñöåíàð³¿):

FÁÏÊ(12) = FÁÑÊ
min = 1 ã/ì3; FÁÑÊ(0) = FÁÑÊ

max = 4 ã/ì3;
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2. Äèíàì³êà âì³ñòó îðãàí³÷íèõ ðå÷îâèí ï³ä ÷àñ «öâ³ò³ííÿ» âîäè çà ð³çíî¿ ³íòåíñèâíîñò³ ôîòîñèíòåçó (1,
2, 3 – äèâ. ó òåêñò³).

3. Äèíàì³êà âì³ñòó ðîç÷èíåíîãî êèñíþ ï³ä ÷àñ «öâ³ò³ííÿ» âîäè çà ð³çíî¿ ³íòåíñèâíîñò³ ôîòîñèíòåçó (1,
2, 3 – äèâ. ó òåêñò³).



FÐÊ(0) = FÐÊ
min = 0 ã/ì3; FÐÊ(12) = FÐÊ

max = 2 ã/ì3.

FÁÑÊ(12) = FÁÑÊ
min = 2 ã/ì3; FÁÑÊ(0) = FÁÑÊ

max = 6 ã/ì3;

FÐÊ(0) = FÐÊ
min = -0,25 ã/ì3; FÐÊ(12) = FÐÊ

max = 3 ã/ì3.

FÁÑÊ(12) = FÁÑÊ
min = 3 ã/ì3; FÁÑÊ(0) = FÁÑÊ

max = 8 ã/ì3;

FÐÊ(0) = FÐÊ
min = -0,5 ã/ì3; FÐÊ(12) = FÐÊ

max = 4 ã/ì3.

Ç àíàë³çó îäåðæàíèõ ãðàô³ê³â (ðèñ. 2, 3) âèïëèâàº, ùî çàëåæíî â³ä çíà-
÷åííÿ ïàðàìåòð³â FÁÑÊ

max , FÁÑÊ
min , FÐÊ

max ³ FÐÊ
min , ÿê³ õàðàêòåðèçóþòü ³íòåíñèâí³ñòü

ôîòîñèíòåçó ï³ä ÷àñ «öâ³ò³ííÿ» âîäè, ì³í³ìàëüíà (êðèòè÷íà) êîíöåíòðàö³ÿ
ðîç÷èíåíîãî êèñíþ ìîæå çíèæóâàòèñü ç 1,2 äî 0,7 ã/ì3, à ìàêñèìàëüíå çíà-
÷åííÿ ÁÑÊ — êîëèâàòèñü â³ä 12 äî 16 ã/ì3. Ç³ çðîñòàííÿì ³íòåíñèâíîñò³ ôî-
òîñèíòåçó çá³ëüøóºòüñÿ äîáîâà àìïë³òóäà êîíöåíòðàö³¿ ÐÊ.

Âèñíîâêè

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ º åôåêòèâíèì ³íñòðóìåíòîì äëÿ ê³ëüê³ñíî¿ îö³íêè ³

ïðîãíîçóâàííÿ ïðîöåñ³â ôîðìóâàííÿ êèñíåâîãî ðåæèìó â óìîâàõ âïëèâó àíòðî-

ïîãåííèõ ³ ïðèðîäíèõ ÷èííèê³â, çîêðåìà åâòðîô³êàö³¿ òà «öâ³ò³ííÿ» âîäè.

Ðîçðîáëåíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü äîçâîëÿº ê³ëüê³ñíî îö³íèòè âïëèâ ôîòîñèíòå-

çó, ³íòåíñèâí³ñòü ÿêîãî çðîñòàº ï³ä ÷àñ «öâ³ò³ííÿ» âîäè, íà äèíàì³êó âì³ñòó ðîç÷è-

íåíîãî êèñíþ òà îðãàí³÷íèõ ðå÷îâèí ó âîäíèõ îá’ºêòàõ.

Ðåçóëüòàòè ïðîâåäåíîãî ³ì³òàö³éíîãî åêñïåðèìåíòó ñâ³ä÷àòü, ùî ç³ çì³íîþ ïà-

ðàìåòð³â, ÿê³ õàðàêòåðèçóþòü ³íòåíñèâí³ñòü ôîòîñèíòåçó, ì³í³ìàëüíà êîíöåíò-

ðàö³ÿ ðîç÷èíåíîãî êèñíþ ó âîäíîìó îá’ºêò³ ìîæå äîñÿãàòè êðèòè÷íî¿, à êîíöåíò-

ðàö³ÿ îðãàí³÷íèõ ðå÷îâèí — ñóòòºâî çðîñòàòè.

**

Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êèñëîðîäíîãî ðåæèìà âîäíûõ îáúåêòîâ, êî-
òîðàÿ ó÷èòûâàåò âëèÿíèå èíòåíñèâíîñòè ôîòîñèíòåçà íà ñóòî÷íóþ äèíàìèêó ñî-
äåðæàíèÿ ðàñòâîðåííîãî êèñëîðîäà (ÐÊ) è îðãàíè÷åñêîãî âåùåñòâà (ïî ÁÏÊ). Ñ ïî-
ìîùüþ èìèòàöèîííîãî ýêñïåðèìåíòà, ïðîâåäåííîãî íà ïðèìåðå Êèåâñêîãî âîäîõðà-
íèëèùà, ïîêàçàíû âîçìîæíûå èçìåíåíèÿ èññëåäîâàííûõ ïîêàçàòåëåé ñ èçìåíåíèåì
èíòåíñèâíîñòè ôîòîñèíòåçà âî âðåìÿ «öâåòåíèÿ» âîäû.

**

A mathematical model of the oxygen regime of water objects was developed, that takes
into account influence of the photosynthesis intensity on daily dynamics of dissolved oxygen
(DO) and organic substances (in terms of BOD). A simulation (numerical) experiment was
carried out by example of the Kyiv reservoir, which enabled to reveal possible changes of
DO and BOD dependently on photosynthesis intensity over the water «bloom».

**
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