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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДИНАМИКИ МОБИЛЬНОЙ ПОДЪЕМНОЙ  

УСТАНОВКИ ПРИ ПРЕДОХРАНИТЕЛЬНОМ ТОРМОЖЕНИИ 
 
Введение. В настоящее время на вооружении горноспасательной службы Украины находится мо-

бильная подъемная установка АСППУ-6,3, предназначенная для аварийно-спасательных работ в шахт-
ных стволах. Опыт практической эксплуатации установки при ликвидации последствий аварий в стволах 
показал ее высокую эффективность и одновременно выявил ряд новых технических проблем, которые не 
присущи стационарным подъемным установкам. 

Так как площадку для размещения подъемной машины можно выбрать только там, где есть свобод-
ный подъезд к шахтному стволу, то в некоторых случаях это приводит к увеличению длины струны ка-
ната до 100 м и более. При такой ее длине статический прогиб может достигать 2,5 м, а амплитуда коле-
баний при торможении – 5 м, что создает реальную опасность удара каната по элементам нижерасполо-
женных шахтных конструкций с последующим разрушением проволок каната. В соответствии с разраба-
тываемыми проектами применения мобильных подъемных установок канат приходится заводить через 
дополнительное отверстие в стенке копра, размеры которого необходимо определять с учетом макси-
мально возможной амплитуды колебаний струны в экстремальных режимах торможения. 

Мобильная подъемная установка АСППУ-6,3, оснащенная универсальной клетью, при проведении 
аварийно-спасательных работ в шахтном стволе является аналогом стационарной одноконцевой подъем-
ной установки. Кинематическая схема установки АСППУ-6,3 в рабочем положении соответствует схеме 
стационарной подъемной установки, а ее расчетная схема аналогична расчетной схеме одноконцевых 
подъемных установок. Основным отличием является значительное провисание струны каната большой 
длины и необходимость учета взаимосвязи между ее поперечными колебаниями и вертикальными коле-
баниями клети в рабочих и тормозных режимах.  

Динамические характеристики колебательных процессов в подъемном канате определяются инер-
ционными, геометрическими и жесткостными параметрами механической системы подъемной установки 
и настройкой тормоза (характеристика тормозного усилия, его кратность, время холостого хода). Таким 
образом, задача исследования взаимовлияния динамических процессов в струне и отвесе каната для ре-
ального многообразия сочетаний параметров, присущих именно мобильной установке, и определения 
допустимых значений параметров настройки тормоза в зависимости от фактических жесткостных пара-
метров системы для возможных вариантов размещения установки около ствола является актуальной. 

Цель работы – разработка математической модели динамики мобильной подъемной установки для 
исследования режимов рабочего и предохранительного торможения. 

Основная часть. Рассмотрим расчетную схему одноконцевой подъемной установки (рисунок, а), 
канат которой состоит из наклонной струны, расположенной относительно поверхности земли под углом 
 , и вертикального отвеса каната с грузом [5]. 

На расчетной схеме и далее в уравнениях приняты следующие обозначения: )(tM  – момент, дей-

ствующий на окружности навивки барабана; Rm  – приведенная масса вращающихся частей подъемной 

машины; Q – масса концевого груза; omвl – длина отвеса каната; cmpl – длина струны каната;  – угол 

наклона струны каната; R  – радиус барабана;   – угол поворота барабана; ),( txV  – относительное по-

перечное перемещение струны каната; ),(
~

txU  – относительное продольное перемещение сечений каната; 

x – координата сечения каната; g – ускорение свободного падения. 
Для разработки математической модели мобильной подъемной установки в режимах торможения 

приняты следующие допущения: не учитывалась податливость барабана и привода, что обусловлено 
наличием в подъемной установке звеньев с повышенной податливостью – струны и отвеса каната; в про-
цессе торможения канат рассматривался как упруговязкая весомая нить постоянной длины, рассеивание 
энергии в которой учитывается гипотезой Фойгхта [1]; пренебрегалось приведенной массой отклоняю-
щего шкива и силами сопротивления движению сосуда в армировке ствола, а также влиянием  крутиль-
ных колебаний каната на поперечные и продольные [2]. 
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а)     б) 

Расчетные схемы одноконцевой подъемной установки (а)  
и дискретного динамического аналога одноконцевой подъемной установки (б) 

 
С учетом этих допущений уравнения поперечных колебаний струны и продольных колебаний отве-

са каната следующие: 
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Выведем уравнение продольных колебаний отвеса со струной с учетом влияния поперечного дина-

мического отклонения струны на продольные деформации каната. Рассматривая элемент каната dx , бу-
дем считать, что удлинение элемента dx  в точке x  состоит из суммы двух частей – удлинения ),( txU

вследствие чисто упругих продольных колебаний каната с концевым грузом и удлинения ),( txUV , вы-

званного поперечным отклонением струны: 
      

),(),(),(
~

txUtxUtxU V . 
(3) 

 
       Усилие в произвольном сечении каната с учетом рассеивания энергии при колебаниях согласно 

гипотезе Фойгхта: 
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(4) 

 
где EF – продольная жесткость каната на растяжение. 

Как известно, полная длина участка струны x с учетом ее поперечных колебаний [4] равна 
 

 
x

dxtxV
0

2)),((1 . 
(5) 

 
Беря во внимание, что величина ),( txV   для реальных условий мала по сравнению с единицей, раз-

ложим подынтегральное выражение в степенной ряд и, ограничиваясь двумя первыми членами первого 
порядка малости, запишем: 
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Тогда продольное удлинение каната ),( txUV  на участке дуги в точке x , вызванное только его по-

перечными колебаниями,  с точностью до малых более высокого порядка  
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Подставляя выражения (4) – (7)  в (2) и выполнив необходимые преобразования, получим следую-

щее нелинейное уравнение в частных производных, описывающее в первом приближении продольные 
колебания отвеса каната с учетом влияния поперечного отклонения струны: 
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(8) 

 
Вычислив производные в правой части и подставляя (4) в (1), получим нелинейное уравнение попе-

речных колебаний струны каната в виде 
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Выражения (8) и (9) представляют собой систему нелинейных взаимосвязанных уравнений в част-

ных производных, описывающих совместную динамику струны и отвеса каната подъемной установки с 
учетом их двустороннего взаимовлияния. 

Учитывая сложность решения такой системы, для исследования ее основных динамических свойств 
построим дискретный динамический аналог рассматриваемой механической системы по методу, изло-
женному в работе [6], расчетная схема которого представлена на рисунке, б.  

Значения приведенных масс дискретного аналога найдем из условия равенства первых собственных 
частот поперечных и продольных колебаний звеньев дискретной и континуальной линейных систем, со-
ответствующих исходной, без учета влияния нелинейных эффектов [7, 8]. 

Как известно, первая частота продольных колебаний континуального весомого каната с грузом на 
конце в первом приближении может быть определена по формуле Рэлея [9], т.е. как 
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где Q – масса груза;   – линейная масса каната; отвcmpк lll  – полная длина каната, свитого с бараба-

на. 
Первая частота поперечных колебаний весомой струны, натянутой постоянной силой H , определя-

ется как [4]: 
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Поскольку статическое усилие натяжения струны  
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gllQH cmpk  ))((  , (12)
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Используя принцип Даламбера [10], линейное дифференциальное уравнение свободных поперечных 

колебаний груза с приведенной массой струны cmpm  имеет следующий вид 
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Учитывая, что для малого угла      
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дифференциальное уравнение (14) запишется так: 
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Подставив (12) в (15),  получим  
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Следовательно, первая парциальная частота поперечных колебаний груза с массой cmpm   
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Из условия равенства парциальных частот ( cmpcmp  ~ ) приведенная масса динамического аналога 

струны 
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Тогда приведенная масса динамического аналога отвеса каната с грузом по формуле Рэлея 
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Построим нелинейную модель колебаний дискретного аналога для исследований в первом прибли-

жении амплитудно-частотных характеристик исходной системы и ее устойчивости [11]. 
На основании принципа Даламбера дифференциальные уравнения колебаний дискретной системы, 

представленной на рисунке, б), имеют вид: 
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где  CyxxT )]([   – сила натяжения струны с учетом динамической составляющей; 
кl

EF
C   – про-

дольная жесткость каната; x – упругое удлинение каната.  
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Считаем,  что cmplx  , тогда  cmply /2sin  . 

Вычислим  упругое удлинение каната x , вызванное поперечным отклонением груза стрm .  

Из расчетной схемы на рисунке: 
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Пренебрегая членами порядка малости 2x  в первом приближении,  найдем  
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Тогда сила натяжения струны с учетом динамической составляющей 
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Подставив полученное выражение (24) в (21), получим систему двух дифференциальных уравнений 

относительно yx, : 
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С учетом диссипации согласно гипотезе Фойгхта сила натяжения струны 
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)(  ;   – коэффициент диссипации.  

После преобразований получим аналогичную систему дифференциальных уравнений: 
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Таким образом, система нелинейных уравнений (27) позволяет исследовать взаимовлияние соб-
ственных поперечных колебаний струны и вертикальных колебаний отвеса каната с грузом для опреде-
ления области параметров установки, в которых система обладает свойством интенсивного обмена энер-
гией между колебаниями груза и струны каната. Такую область параметров будем называть зонами «не-
устойчивости» колебаний, считая, что в ней система находится в состоянии внутреннего резонанса. Ре-
шение такой системы возможно построить одним из численных методов и провести исследование для 
конкретных параметров установки [122]. 

Добавив в систему (27) уравнение движения барабана подъемной машины под действием тормозно-
го момента и силы натяжения каната, получим систему уравнений в виде: 
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Так как закон приложения тормозного момента является  определяющим фактором для интенсивно-

сти процесса торможения  установки, то, варьируя его параметры для зон неустойчивости, можно опре-
делить допустимые области их изменения, чтобы параметры колебаний не выходили за допустимые пре-
делы.  

Данной системе присуще явление возникновения внутренних резонансов с несколькими зонами не-
устойчивости по глубине ствола, в которых происходит раскачивание струны и подъемного сосуда с пе-
риодическим ростом амплитуд колебаний обоих упругих звеньев типа «биения». Эта система обладает 
двумя модами колебаний, причем первая соответствует поперечным колебаниям струны с сосудом, под-
вешенным на абсолютно жестком отвесе каната, второй – чисто упругим колебаниям отвеса каната с со-
судом. Амплитуды и устойчивость этих колебаний существенно зависят от общей жесткости всего кана-
та со струной для каждой точки ствола, в которой происходит торможение.  

 
Выводы 

 
1. Значительное влияние струны каната на динамику системы является негативным фактором, кото-
рый надо учитывать на стадии разработки проектов применения мобильной подъемной установки при 
аварийно-спасательных работах в шахтных стволах.  
2. Разработана расчетная схема, обоснованы допущения и получена система нелинейных взаимосвя-
занных уравнений в частных производных, описывающая совместную динамику струны и отвеса каната 
подъемной установки в режимах торможения с учетом их двустороннего взаимовлияния. 
3. Выполнен переход к эквивалентной разрешающей системе уравнений в прямых производных с ис-
пользованием метода динамического аналога и частотного баланса из условия равенства первых соб-
ственных частот поперечных и продольных колебаний звеньев дискретной и континуальной систем. 
4. Результаты дальнейших исследований позволят разработать рекомендации по обоснованию и выбо-
ру рациональных режимов эксплуатации и параметров размещения мобильных подъемных установок для 
различных условий их применения на конкретных шахтных стволах с учетом взаимовлияния колеба-
тельных процессов в струне и отвесе каната в режимах торможения. 
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