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Нагальність розв’язання нелінійної межо
вої задачі Алексідзе постульована непридат
ністю на явних схем відновлення по тенціалу 
в глобальній області. У рамках геогустинно
го моделювання регіональних структур слід 
розв’язувати задачу аналітичного продовжен
ня аномалій сили тяжіння [Дубовенко, 2009а]. 

нелінійна межева задача Алексідзе [Ду
бовенко, 2009а; 2008] для рівняння Лап ласа 
означа�: знайти функцію W(x), x∈y+, яка за
довольня�  всередині необмеженої замкну
тої області y y y+ += ∪∂  рівнянню Лапласа 
DW(x)=0, x∈y+, а в точках ляпуновської межі ∂y 
облас ті і на нескінченності умовам
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— задана неперервна функція; y- — обмеже
на область з масами Зем лі; y+ — її необмеже
не доповнення без мас; ∂y — межа y- і y+ на 
поверхні Землі.

Гармонічну в області y+ функцію W(x), 
x∈y+ відшукують як потенціал простого шару 
[Чор ний, 1995; Дубовенко, 2010] з невідомою 
густиною s(x), x∈∂y (інтегрованою, а загалом 
більш гладкою), поширеною на поверхні 
Ляпунова ∂y. Рівняння, з якого відновлюють 
невідому густину s(x) за заданими на по
верхні ∂y значеннями модуля граді�нта по
тенціалу сили тяжіння (МГПС Т) g(x), виве

УДК 550.831+838

Про розв’язання задачі Алексідзе

Iнститут геофізики НАН України, Київ, Україна
Надійшла 16 серпня 2009 р.

Представлено членом редколегії в. I. старостенком

Нелинейная граничная задача Алексидзе для уравнения Лапласа постулирует аналити
ческое продолжение силы тяжести в глобальных областях. Приведен алгоритм ее реше
ния — определение плотности простого слоя по интегральному уравнению Фредгольма с 
регуляризацией подынтегральных производных возбуждающего потенциала.

The nonlіnear boundary Alexіdze problem for Laplace’s equatіon postulates the gravіty ana
lytіcal prolongatі on іn global areas. An algorіthm of іts solutіon іs poіnted out as a calculatіon of 
sіmple layer densіty from the Fred holm іntegral equatіon wіth the regularіzatіon of subіntegral 
derіvatіves of the dіsturbіng potentіal.

дено виходячи із аналітичного зображення 
сили тяжіння [Дубовенко, 2009б]:
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де одиничні вектори p і q, спрямовані відпо
відно з точки x в точки x і h, що пробігають 
по верхнею  ∂y, мають вигляд
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Аналітичні властивості функції МГПСТ 
g(x) характеризуються негармонічністю [Алек
сидзе, 1985], неперервністю на поверхні Ля
пунова [Дубовенко, 2009а] і розривністю у 
разі її перетину, про що свідчать такі твер
дження. 

Лема 1. МГПСТ не задовольня� рівнянню 
Лапласа в жодній точці області y+.

Лема 2. МГПСТ простого шару неперерв
ний для будьякої точки x∈∂y, яка руха�ться 
повер хнею ∂y Ляпунова.

Лема 3. МГПСТ простого шару, пошире
ного на сфері радіуса r з одиничною поверх
невою густиною s(x)=1, x∈∂y, дорівню�
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Отже, функція g2(x) розривна, ма� роз
рив неперервності за переходу точки x через 
поверх ню ∂y. Величина цього розриву при 

s=(x)≡1, x∈∂y за умови 
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[Дубовенко, 2009б].
Граничні дані задачі відновлення потенці

алу за значеннями МГПСТ ( ) ( )g x W x= -∇  у 

рамках прийнятої моделі [Дубовенко, 2009б] 
опису�мо виразом
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За припущень [Дубовенко, 2009а] про 
нормальний потенціал U(x) і потенціал при
тягання W(x)=U(x)+T(x), для розв’язання задачі 
Алексідзе запропоновано такий узагальне
ний ітерацій ний алгоритм. 

1. За знайденими попередньо наближен
нями ( ) ( ) ( ) ( )1cos , ,i

i k i kn x g x W x x y-= ∈∂ , k =1, 2, 3 

на прям них косинусів нормалі ( )n x  ви зна
ча�мо на межі ∂y за формулою (2) i+1ше на
ближення сили тя жіння:
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2. Знаходимо розв’язок зовнішньої задачі 
Неймана для рівняння Лапласа
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як потенціал простого шару мас неперервної 
густини di+1(x), x∈∂y, розподілених на поверх
ні ∂y:
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3. Невідому густину обчислю�мо з нелі
нійного інтегрального рівняння Фредгольма 
2го роду:
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При цьо му виходимо з постулату [Би цад зе, 
1976], що потенціал лише тоді буде розв’язком 
лінійного еліптич ного рівняння 2го порядку, 
коли його густина підпорядковуватиметься 
інтегральному рівнянню Фредгольма 2го роду, 
яке завжди ма� �диний розв’язок в області 
y- досить малої міри. Параметри ці�ї області 
визначають розв’язність задачі Алексідзе, а 
відтак, і роздільну здатність (компетенцію) 
засновано го на ній методу, тому її визначення 
потребу� окремих розрахунків.

4. Розв’язавши рівняння (5), наближено 
обчислимо з використанням (4) похідні
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після чого знову повторю�мо алгоритм, по
чинаючи з 1го пункту.

Зазначено [Дубовенко, 2009а], що похідні 
(6) визначають у внутрішніх точках області 
y+, а на межі ∂y їх неможливо знайти через 
неінтегровні особливості у підінтегральних 
функціях. Для розрахунків слід знати зна
чення похідних збурювального потенціалу 
саме на межі ∂y, і для їх обчислення потрібна 
спеціальна регуляризація інтегралів (6). 

Загалом задача відшукання вищих похідних 
потенціальних функцій � некоректною і ма� 
два основні напрями [Черный, Гольцев, 1980]: 

•	виведення інтегральних зображень гар
монічних функцій за значеннями її похідних 
на межі, що зводиться до вияснення умов 
диференційовності інтегралів, залежних від 
параметра (коорди нат профілю) та їх чи
сельного інтегрування;
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•	вивчення диференціальних властивос
тей гармонічних функцій методами скін
ченних різниць.

Регуляризація розбіжних інтегралів типу 
(6) зводиться до обчислення коефіці�нтів у 
розкладан ні за сферичними функціями за 
допомогою формули Гріна з граничним пе
реходом від обмеженої замкнутої області y- 
до необмеженої області y+, де неперервність 
підінтегральної функції пору шено. Спочатку 
знаходять ті члени розкладання, які зумов
люють розбіжність поверхне вих інтегралів, 
а потім їх віднімають з підінтегральної функ
ції, після чого обчислюють остаточні зна
чення похідних у заданій точці. При цьому 
отримані невласні інтеграли існують лише у 
змісті головного значення.

У застосуванні до (6) вищевикладене 

означа�, що функцію 
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забезпечить збіжність інтегралу при x=х і не 
порушить її на нескін ченності (причому пер
ший доданок задають відрізком розкладан

ня 
( )1i
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 у ряд Тейлора). Усі способи ре

гуляризації розбіжних інтегралів (фактично 
— побудови деяких узагальнених функцій) 
відрізняються лише сингулярними функціо-
налами, зосередженими в особливих точках 
інтегрованої функції. Щоб уникнути розбіж
ності інтегралів типу (6), їх розбивають на 
дві частини, причому ін тегрування на особ
ливому інтегралі здійснюють за правилом 
граничного переходу:
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Крім того, для прискорення збіжності ін
тегралів можна спеціально підібрати ядро 
оператора рівняння (6) на основі компактно
го розщеплення [Черный, Якимчик, 2001], яке 
по суті � сумою двох ядер (ядра скінченного 
рангу та малого ядра); це розщеплення засто
совне до рівнянь з ком пактним оператором.

Заміна коректної задачі (3) розв’язком 
ме жової задачі (4), (5) і збіжність наближень 
W(k)(x) до потенціалу притягання W(x), x∈y+, 
об´рунтована [Дубовенко, 2009а, Дубовенко, 
2010]. За не перервної на межі ∂y функції гус
тини потенціалу простого шару (6) гранич
ні значення частинних похідних потенціалу 
1го порядку дорівнюють [Дубовенко, 2010]
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але для практичного обчислення похідних 
слід використовувати еквівалентну формулу

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 cos ,
4 2

k k
k x

k y

T x x
x dS x x m

x x x
∂

∂ - x
= - d x - d + d  ∂ π - x∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 cos ,
4 2

k k
k x

k y

T x x
x dS x x m

x x x
∂

∂ - x
= - d x - d + d  ∂ π - x∫ .

Це нелінійне рівняння за фіксації геомет рії 
контактної поверхні ∂y(y) на класі Ляпунова 
C(2)(y-) ста� лінійним і ма� однозначне роз
в’язання. Невідому густину потенціалу про
стого шару обчислю�мо з нелінійного інте
грального рівняння сили тяжіння:
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Його розв’язок s(x), x∈∂y еквівалентний 
розв’язку задачі Алексідзе з граничними да
ними на поверхні ∂y Ляпунова, оскільки за 
будьякого вибору густини потенціал про
стого шару задоволь ня� в області y+ рівнян
ню Лапласа, а знайдене з рівняння (7) зна
чення густини забезпечу� виконання гра
ничної умови. Питання розв’язності задачі 
Алексідзе редуку�ться до вияснення умов 
існування, �диності і стійкості розв’язку рів
няння (7). Це рівняння можна спростити до 
вигляду
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,

  x y∈∂ . (8)

Розв’язки рівнянь (7), (8) допомагають ви
значати не лише потенціал W(x), x∈y+, а й зна
чення МГПСТ у будьякій точці не об меженої 
області y+ з (1) або за зруч ні шою для обчислень
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яка не вимага� обчислення двократного ін
теграла.

Зведення задачі Алексідзе з граничними 
даними на поверхні Ляпунова до розв’язання 
неліній них інтегральних рівнянь сили тя
жіння (7), (8) даº змогу на  їх прикладі легко 
вивчати питання роз в’язності її розв’язків, 
і ефективно знаходити чисельні наближе
ні розв’язки для областей складної форми 
[Дубовенко, 2010]. 

Під час практичних обчислень послідов
них наближень густини потенціалу простого 
шару за наведеним вище узагальненим алго
ритмом доцільно застосувати такі ітераційні 
схеми:
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( ) ( )2, 1 2,n nx A x+  s = s  ,
 

0,n = ∞ ,       
де

( ) ( ) ( ) ( )2 2, 1, 1 1, 2,; , ;n n n n
y

A x b x K x dSx
∂

 s = s - x s s x  ∫ ,
 

( ) ( ) ( )( ) ( )2
1 1 1 2 1; ;b x g x F x xs = - s s .

3) ( ) ( ) ( ) ( )2, 1 1, 2, 1 1 1,, ; ;n n n n
y

x K x dS b x+ x
∂

s + x s s x = s∫

( ) ( ) ( ) ( )2, 1 1, 2, 1 1 1,, ; ;n n n n
y

x K x dS b x+ x
∂

s + x s s x = s∫ , ( ) ( ) ( )2, 1, 1 1,n n nx x x+s = s -s , 

0,n = ∞ ,
де

 ( ) ( )1,0 x g xs = ,
 ( )2,0 0xs = , x y∈∂ .

Розв’язання нелінійної межової зада
чі Алексідзе для відновлення потенціалу за 
значеннями МГПСТ означаº знаходження 
потенціалу простого шару (4), густину якого 
обчислюють  з рівняння (5). Знаходити гус
тину з еквівалентного нелінійного інтеграль
ного рівняння сили тяжіння (7) не доцільно, 
але воно зручне для вивчення умов корек
тності її постановки з граничними даними 
на класі поверхонь Ляпунова ( ) ( )2C y- . На 
цьому класі задача Алексідзе редукована до 
розв’язання двох еквівалентних нелінійних 
інтегральних рівнянь (7), ( 8) сили тяжіння. 
У цих редукціях вона ко ректна на парі бана
хових просторів ( )B y+ , ( )B y∂ , до яких нале
жать вхідні дані і шуканий розв’я зок.

Наступна стаття буде присвячена особли
востям чисельних процедур за ітераційними 
схемами.
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