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НН
а ко пи че ний досвід ро бо ти з без на пір ни -
ми по то ка ми во ди, те о ре тичні і ек с пе ри -
мен тальні досліджен ня вка зу ють на те,

що се ред по токів ріди ни з вільною по верх нею існує
до сить об шир на об ласть біля к ри тич них течій [1, 2].
Ха рак терні про яви біля к ри тич них течій бу ли ви яв -
лені при ек с пе ри мен таль но му і те о ре тич но му вив -
ченні ру ху во ди на во до зливі з ши ро ким по ро гом, в
без напірних ту не лях, га ле ре ях, тру бах, в нижніх
б'єфах низь ко напірних во до злив них гре бель та во -
до скидів, при уп равлінні ге о ме т рич ни ми фор ма ми
бурх ли вих по токів та в інших ви пад ках.

Досліджен ня ми різних вче них бу ло ви яв ле но,
що в об ласті біля к ри тич них течій мож ли ве існу -
ван ня ря ду особ ли вих явищ, які ма ють ви ключ но
хви ле подібну по верх ню. Найбільш по ши ре ним з
яких є хви ля с тий стри бок [2, 3].

На явність хви ля с то го стриб ка під час ро бо ти
гідро технічних спо руд ви ма гає вра ху ван ня їх особ -
ли во с тей при про ек ту ванні та ек сплу а тації цих спо -
руд. Особ ли вості хви ля с то го стриб ка у кон крет них
умо вах ре аль них во до го с по дарсь ких об'єктів за
пев них об ста вин вик ли ка ють ряд по зи тив них і не -
га тив них наслідків. Спро би уник ну ти ут во рен ня
на ве де но го яви ща при ро боті ГТС не завжди ви яв -
ля ють ся вда ли ми, ви ма га ють сут тє вих до дат ко вих
коштів, а іноді уник ну ти фор му ван ня цих ре жимів
вза галі не мож ли во.Так, тяжкі руй ну ван ня во до бою
спо с теріга ли ся на во до зливній греблі Ва ко, був
підми тий флют бет гре бель Крішна і Сар да, че рез
що ос тан ня бу ла зруй но ва на повністю. Істотні руй -
ну ван ня кріп лен ня ниж нь о го б'єфу та роз ми ви
відвідно го рус ла спо с теріга ли ся за ре гу лю ю чи ми
спо ру да ми осу  шу валь них си с тем річок Ірпінь,

Здвиж, Ос тер, Іква [1].В та ких ви пад ках для за без -
пе чен ня на дій но го ком плек су розв'яз ку технічних
про блем до во дить ся ви ко ри с то ву ва ти гідравлічне і
ма те ма тич не мо де лю ван ня ре жимів ро бо ти спо руд. 

Під час та ко го мо де лю ван ня ос нов ною про -
бле мою по стає по бу до ва профілю вільної по -
верхні. Для "кла сич но го" опи су профілю вільної
по верхні хви ля с то го стриб ка ви ко ри с то вується
поєднан ня профілів вільної по верхні усамітне ної та
кноїдаль них хвиль (Рис. 1). Ці розв'яз ки ма ють ряд
не доліків, го ло вним з яких є не вра ху ван ня втрат
енергії та за ту хан ня хвиль по до вжині роз гля ду ва -
но го яви ща. Вра ху ван ня цьо го фак то ру по тре бує
ду же склад них ма те ма тич них роз ра хунків [4].

В ро боті на ве дені ма те ма тичні ал го рит ми роз -
ра хун ку профілю вільної по верхні хви ля с то го
стриб ка, що доз во ляє вра ху ва ти втра ти енергії та
за ту хан ня хвиль по до вжині, у всьо му діапа зоні
існу ван ня на ве де но го яви ща.

Пер шим спо со бом по бу до ви профілю вільної
по верхні хви ля с то го стриб ка є ме тод ос но ва ний на
ди фе ренціаль но му рівнянні ви му ше них за ту ха ю -
чих ко ли вань (1) та йо го ча ст ко во го розв'яз ку (2):

(1)

y = A0e−β t sin (ω t +ϕ0 ),                (2)

де y — відхи лен ня від ну ль о во го рівно важ но го по -
ло жен ня; t — час; b — ампліту да відхи лень; m — ма -
са; k — ве ли чи на про ти леж на век то ру швид кості,
A0e−β t — ек с по ненційна за ту ха ю ча ампліту да ко ли -
вань; A0 — ста ла, що має сенс по чат ко вої ампліту ди
ко ли вань при t = 0; β = b/(2m)— па ра метр, що ха -

рак те ри зує за ту хан ня ко ли вань; —

цик лічна ча с то та за ту ха ю чих ко ли вань, відмінна
від ча с то ти ω0 відповідних вільних ко ли вань; ϕ0 —
де я ке зру шен ня фа зи.

В ре зуль таті спро щень та пе ре тво рень бу ла от -
ри ма на на ступ на ма те ма тич на мо дель по бу до ви
профілю вільної по верхні хви ля с то го стриб ка, за -
сто су ван ня якої мож ли ве при існу ванні негідро -
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В ро боті пред став ле но ал го рит ми  роз ра хун ку профілю вільної по верхні хви ля с то го стриб ка з вра ху ван -
ням втрат енергії та за ту хан ня хвиль по до вжині. Ре зуль та ти роз ра хунків, про ве де них за на ве де ни ми ма -
те ма тич ни ми мо де ля ми, порівня но з ек с пе ри мен таль ни ми да ни ми.

К л ю  ч о в і  с л о  в а:  хви ля с тий стри бок, профіль вільної по верхні, ма те ма тичні мо делі, за ту хан ня
хвиль, втра ти енергії.

Рис. 1. Схема до побудови профілю вільної поверхні хвилястого
стрибка: 1 — усамітнена хвиля; 2 — кноїдальні хвилі.
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ста ти ки в більшості ха рак тер них пе рерізах. Як
пра ви ло, це спра вед ли во при чис лах Фру да в по -
чат ко во му пе рерізі Fr1 ≤ 1,8. 

В ме жах від по чат ко во го пе рерізу до пе рерізу,
що відповідає гли бині під пер шим гре бе нем роз -
гля ду ва но го яви ща, профіль вільної по верхні хви -
ля с то го стриб ка бу дується за рівнян ням усамітне -
ної хвилі (3):

,      (3)

де h1 — гли би на в по чат ко во му пе рерізі; hВ — гли -
би ни під греб нем пер шої хвилі; x — біжу ча аб сци -
са; q — пи то ма ви т ра та.

Далі за течією профіль вільної по верхні роз -
гля ду ва но го яви ща роз ра хо вується за за леж ніс тю,
що ба зується на рівнян нях (1—2) та рівнянні
профілю вільної по верхні кноїдаль них хвиль:

, (4)

де h2 — дру га спря же на гли би на; λ — до вжи на хвилі;
k — мо дуль еліптич ної функції Якобі амп лі ту ди ко -
си ну са; K(k) — по вний еліптич ний інте г рал пер шо го
по ряд ку з мо ду лем k; z — степінь за ту хан ня.

Гли би на під вер ши ною гребе ня пер шої хвилі
hВ зна хо дить ся за фор му лою (5):

(5)

де kПР = 1,05 — ко ефіцієнт про сто ро вості; s1 —ко -
ефіцієнт негідро ста тич ності в по чат ко во му пе -
рерізі.

Згідно [1] дру гу спря же ну гли би ну h2 мож на
роз ра ху ва ти за за лежністю (6):

(6)

де α02 — ко ефіцієнт кількості ру ху (Буссіне ска) в
пе рерізі із дру гою спря же ною гли би ною.

Зна чен ня до вжи ни хвилі λ мож на знай ти за
на бли же ною фор му лою Кен неді (7):

λ = 2π Fr1h1.                        (7)

В ро боті [1] на во дить ся фор му ла, що доз во ляє
виз на чи ти мо дуль еліптич ної функції Якобі
ампліту ди ко си ну са k (8):

.           (8)

Дж. Фен тон в статті [5] ре ко мен дує виз на ча ти
по вний еліптич ний інте г рал пер шо го по ряд ку
K(k) за за лежністю (9):

.          (9)

В ме жах да ної ро бо ти ступінь за ту хан ня z бу де
прий ня тий ана логічним, як і в ви пад ку по бу до ви
профілю вільних кноїдаль них хвиль, що на ве де -
ний в ро боті [6].

Порівнян ня ек с пе ри мен таль них і те о ре тич них
да них (Рис. 2), при існу ванні негідро ста тич но го
роз поділу ти с ку в більшості ха рак тер них пе рерізах
(Fr1 ≤ 1,8), по ка за ли їх віднос но ви со ку збіжність.
Не ве ли ка розбіжність зна чень до вжи ни хвилі по -
яс ню єть  ся ви ко ри с тан ня на бли же ної фор му ли
Кен неді (7).

У ви пад ку гідро ста тич но го роз поділу ти с ку в ха -
рак тер них пе рерізах хви ля с то го стриб ка (Fr1>1,8)
доцільно ви ко ри с то ву ва ти ма те ма тич ну мо дель,
що вра хо вує па ра ме т ри за ту хан ня ζj та ζ'j. Профіль
усамітне ної хвилі мож на по бу ду ва ти за рівнян ням
(10) від по чат ко во го пе рерізу хви ля с то го стриб ка
до гре бе ня пер шої хвилі 

,             (10)

де ηВ = hВ/h1 — без розмірне зна чен ня гли би ни під
вер ши ною гре бе ня пер шої хвилі; k і Δ — па ра ме т ри
кноїдаль них хвиль.

Без розмірне зна чен ня гли би ни під вер ши ною гре -
бе ня пер шої хвилі ηВ зна хо дить ся за фор му лою (11):

(11)

E1—пи то ма енергія в по чат ко во му пе рерізі, hW —
зна чен ня втрат енергії в по чат ко во му пе рерізі хви -
ля с то го стриб ка [7]:

Після пер шої хвилі в рівнянні (10) про хо дить
зміна вихідних па ра метрів кноїдаль них хвиль та бу -
ду ють їх профіль від гре бе ня пер шої хвилі до точ ки
зміни кри виз ни по то ку дру гої хвилі. Вра хо ву ю чи
па ра ме т ри за ту хан ня хвиль, по ра хо ва них за за леж -
но с тя ми (12)—(15) пе ре ра хо ву ють рівнян ня (10) та
бу ду ють профіль дру гої кноїдаль ної хвилі. Роз ра ху -

Рис. 2. Порівняння теоретичних даних з експериментальними: 
а) Q = 0,092 м3/с, Fr1 = 1,183, h1 = 0,09 м, s1 = 1,045; 

б) Q = 0,047 м3/с, Fr1 = 1,35, h1 = 0,055 м, s1 = 1,045
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нок про дов жу ють до по вно го за ту хан ня хвиль.
Згідно [8] па ра ме т ри за ту хан ня хвиль ζj та ζ'j.

мож на виз на чи ти за фор му ла ми:

ζj = ζ0 exp [2(j − 1) ln , 

ζ'j = ζ'0 exp [2(j − 1) ln  ,            (12)

де j = 0, 1, 2… — по ряд ко вий но мер на ступ них гре -
бенів та підо шви хвиль. ζ0 — відстань від вер ши ни
пер шо го гре бе ня до дру гої спря же ної гли би ни:

ζ0 = hB − h2 ,                       (14)

ζ'0 — відстань від дру гої спря же ної гли би ни до
підо шви хвилі:

ζ'0 = h2 − hП ,                       (15)

де hП — гли би на під підо швою пер шої хвилі.

Порівнян ня ек с пе ри мен таль них і те о ре тич них
да них (Рис. 3), при існу ванні гідро ста тич но го роз -
поділу ти с ку в більшості ха рак тер них пе рерізах
(Fr1 > 1,8), по ка за ли їх віднос но ви со ку збіжність,
хо ча є не ве ли ке відхи лен ня зна чен ня те о ре тич ної
до вжи ни хвилі від ек с пе ри мен таль них зна чень.

Вис нов ки
1. На явність хви ля с то го стриб ка в ме жах гід -

ро  технічних та гідро е нер ге тич них спо руд при зво -
дить до ря ду по зи тив них і не га тив них нас лідків.
То му пи тан ня про зна хо д ження ос нов них па ра -
мет рів цьо го яви ща, в то му числі і профілю вільної
по верхні, є над зви чай но ак ту аль ним.

2. На ве дені ма те ма тичні ал го рит ми доз во ля -
ють по бу ду ва ти профіль вільної по верхні хви ля с -
то го стриб ка, що вра хо ву ють втра ти енергії та за -
ту хан ня хвиль по до вжині, у всьо му діапа зоні існу -
ван ня на ве де но го яви ща.

Порівнян ня ек с пе ри мен таль них та те о ре тич них
профілів вільної по верхні хви ля с то го стриб ка по ка -
за ли їх віднос но ви со ку збіжність. Це свідчить, що
на ве дені ма те ма тичні мо делі є вірни ми.
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Рис. 3. Порівняння теоретичних даних з експериментальними:
а) Q = 0,042 м3/с, Fr1 = 3,28, h1 = 0,038 м; 

б) Q = 0,057 м3/с, Fr1 = 2,99, h1 = 0,048 м
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