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DETERMINATION OF TIME CHARACTERISTICS FOR RUBBER ELEMENTS OF MACHINES 
WITH TAKING INTO ACCOUNT DEVELOPING DAMAGES 

Аннотациѐ. С помощья метода Валпола разработан алгоритм расчёта временных характеристик рези-
новых элементов вибрационных машин (грохотов, питателей, конвейеров и т.д.), работаящих при длител ь-
ных циклических нагрузках. В процессе эксплуатации таких машин в их упругих звеньѐх накапливаетсѐ по-
вреждённость, приводѐщаѐ к изменения макрохарактеристик материала: модулѐ сдвига и коэффициента 
диссипации. Процесс накоплениѐ и развитиѐ микроповреждений в материале интерпретируетсѐ как образ о-
вание в первоначально однородном материале некоторых областей, имеящих характер вклячений, свой-
ства которых отличны от свойств исходного материала. В работе используетсѐ метод Валпола, позволѐящий 
определѐть эффективные (усреднённые по некоторому объёму материала) характеристики резины с учётом 
развиваящейсѐ повреждённости. Длѐ конкретного примера приводѐтсѐ зависимости модулѐ упругости, эф-
фективного модулѐ и коэффициента диссипации от повреждённости. 

Клячевые слова: резина, временные характеристики, повреждённость, метод Валпола, эффективный 
модуль материала 

В тѐжёлых машинах, работаящих в стационарном динамическом режиме, упругие 
звеньѐ испытываят значительные нагрузки, которые приводѐт к существенному измене-
ния структуры материала во времени эксплуатации. В конечном итоге это приводит к 
накопления повреждённости и к изменения макрохарактеристик материала: модулѐ 
сдвига G и коэффициента диссипации . 
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К таким машинам относѐтсѐ грохоты, питатели, выбивные решётки, центрифуги, жат-
ки, вибрационные машины сельскохозѐйственного производства и т.д. Механические 
свойства резиновых деталей (РД) таких машин не остаятсѐ постоѐнными в процессе 
нагружениѐ, а их изменениѐ обычно приводѐт к изменения параметров колебаний по-
движных частей машин, а иногда и к изменения технологического процесса. При этом 
весьма важным ѐвлѐетсѐ накопление повреждённости в массиве резиновой детали. 

Повреждённость материала ѐвлѐетсѐ первопричиной потери лябым изделием рабо-
тоспособности, что в конечном итоге приводит к его отказу. В этой свѐзи формирование 
характеристик резиновых элементов конструкций, как функции развиваящейсѐ повре-
ждённости, ѐвлѐетсѐ актуальной задачей, представлѐящей научный и практический инте-
рес. 

В работе используетсѐ разработанный длѐ композитных материалов метод Валпола 
[1-4], позволѐящий определѐть эффективные (усреднённые по некоторому объёму рези-
нового массива) характеристики с учётом развиваящейсѐ в материале повреждённости.  

При расчёте применѐетсѐ следуящаѐ модель усталостного разрушениѐ. Исследуе-
мый резиновый элемент представлѐетсѐ совокупностья материальных точек (или харак-
терных объёмов), каждаѐ из которых наделена свойствами исходного материала. Процесс 
накоплениѐ и развитиѐ микроповреждений в материале под действием внешних нагрузок 
интерпретируетсѐ как образование в первоначально однородном материале некоторых 
областей, имеящих вследствие своей изолированности характер вклячений. Предполага-
етсѐ, что свойства всех вклячений идентичны между собой, но существенно отличны от 
свойств исходного материала. 

Ниже исследуем две макроскопические характеристики резиновых элементов, пол-
ностья описываящие их вѐзкоупругое поведение: динамический модуль упругости G и 
модуль потерь G, при этом комплексный модуль с учётом развиваящейсѐ в материале 
повреждённости (и соответствуящей анизотропией свойств) запишетсѐ в тензорном виде  

 *ˆ ˆ ˆ ,G G iG    
где знак ^ означает тензорные величины, или 

 * .ijkl ijkl ijklG G iG     

При построении эффективных характеристик ˆ
эфG  и ˆ

эфG  сделаем рѐд предположе-

ний: 
1) резина в исходном состоѐнии однородна и изотропна; 
2) образуящиесѐ вклячениѐ характеризуятсѐ своей концентрацией p(t) в произ-

вольном характерном объёме, изменѐящейсѐ во времени; 
3) модули образуящихсѐ вклячений ( 1G , 1G ) свѐзаны с модулѐми исходного мате-

риала 0G , 0G  соотношениѐми типа 

  1 0G f G  ; 

4) развиваящиесѐ вклячениѐ математически характеризуятсѐ матрицей модулей  
упругости, аналогичной матрице модулей упругости основного материала; 

5) упругие модули материала вклячений не зависѐт от времени, т.е. свойства дефек-
тов не менѐятсѐ в процессе разрушениѐ, тот факт, что повреждённость материала растёт, 
отражён функцией p(t); 

6) исследуемые характеристики относѐтсѐ к первому этапу разрушениѐ, который ха-
рактеризуетсѐ зарождением и развитием дефектов (повреждённости) и имеет с точки зре-
ниѐ термодинамики характер квазиравновесного процесса. 
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При сделанных выше предположениѐх согласно [2] выражение эффективного моду-

лѐ ˆэфG  (аналогично и длѐ ˆэфG ) запишетсѐ в виде 

 1 1
1 0 1 0 1 0 1

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ(1 )( ):[ ( ) : ( )]эфG G p G G I p G G G G           , (1) 

где 1Ĝ  – тензор модулей упругости вклячениѐ; 

0Ĝ  – изотропный тензор, компоненты которого представлѐятсѐ в виде 

 
( 6 ) (9 14 )

( )
(3 8 ) 2(3 8 )

ij kl il ik jl jk
ijklG

     
     

   

 
    

 
, 

 λ и μ – коэффициенты Лѐме основной среды; 
ij  – символы Кронекера; 

Î  – единичный четырёхвалентный тензор, компоненты которого имеят вид  

 
1ˆ ( )
2

ik jl il jkI      , 

 p – полнаѐ концентрациѐ вклячений в характерном объёме материала. 

Длѐ конкретизации выражениѐ (1) применительно к ˆ
эфG  и ˆ

эфG  следует установить 

вид функциональных соотношений между свойствами исходного материала и развивая-
щихсѐ вклячений. При этом примем во внимание следуящие, хорошо известные из меха-
ники резины, положениѐ: 

1) старение резины характеризуетсѐ параллельно протекаящими процессами струк-
турированиѐ и деструкции; 

2) процессы структурированиѐ ѐвлѐятсѐ преобладаящими; 
3) при структурировании наблядаетсѐ разрыв химических свѐзей и образование но-

вых. 
В свѐзи со сказанным выше, а также на основании экспериментальных данных длѐ 

1Ĝ  и 1Ĝ  будут принѐты разные модели. 

Остановимсѐ сначала на формировании выражениѐ длѐ ˆ
эфG . Примем 1 0

ˆ ˆG n G   , т.е. 

модуль образуящихсѐ вклячений в n раз больше модулѐ основного материала. 
С учётом сделанных предположений и, представив независимые компоненты тензо-

ра напрѐжений в виде шестимерной матрицы-столбца [5, 6], записываем матрицы моду-

лей упругости 0Ĝ  и 1Ĝ  в виде 
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0 0 0 0 0
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 1 0
ˆ ˆ,G n G I    (3) 
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. (4) 

Произведѐ тензорные операции в (1) согласно [3, 4], получаем длѐ ˆ
эфG  следуящее 

выражение 

 

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
ˆ

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

эф

A

A

A
G

B

B

B

  , (5) 

где 0

1

(1 )(1 )

(1 )

p n
A G n

p n

   
       

, 
   

   0

1 1 3 2

3 2 2 1

n p n
B G n

n p n

    
   

    
, 

3
5 1 5 1

4
3 3 3 9

n n
    

          
    

, 
2

1

5 1
4

3 9
n
 
    

 
. 

С использованием выражениѐ длѐ ˆ
эфG  строим свѐзь между деформациѐми и 

напрѐжениѐми в виде 

 ˆ

x x

y y

z z

эф
xy xy

xz xz

yz yz

G

 

 

 

 

 

 

 . (6) 

Если рассматривать деформация чистого сдвига (такаѐ деформациѐ часто встречает-
сѐ при работе резинометаллических элементов типа БРМ в вибрационных машинах), то 

0x y z xy yz         , и получаем следуящее соотношение между касательным 

напрѐжением xy и деформацией сдвига xy 

 
   

   0

1 1 3 2

3 2 2 1
xy xz

n p n
G n

n p n
 

    
   

    
. (7) 

Относительно значениѐ n  в известной литературе данных нет, в дальнейшем выбор 
n  может быть основан на экспериментальных результатах. Рассчитаннаѐ по формуле (7) 
зависимость эффективного модулѐ от повреждённости показана на рис. 1. 

Сравнение полученных результатов с экспериментальными данными показывает, 

что построеннаѐ зависимость  эфG p  соответствует характеру изменениѐ абсолятной ве-
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личины комплексного модулѐ сдвига и 
может быть использована длѐ учёта неста-
бильности механических свойств слабо- и 
средненаполненных резин. При этом длѐ 
наполненных резин следует уточнить вид 

функции  0f G . 

Следует сделать ещё одно замечание 
относительно области применимости полу-
ченных результатов. Экспериментальные 
исследованиѐ показываят, что в широком 
диапазоне частот и амплитуд, характерных 
длѐ работы вибрационных машин, значе-
ние статического модулѐ примерно равно 
значения динамического: 0G G

  длѐ 

слабонаполненных резин. Длѐ резин на основе СКИ-3 с наполнением техническим углеро-
дом более 20 масс.ч. имеет место функциональнаѐ зависимость 

0 1,34 0,2(МПа)G G
   , 

котораѐ может быть использована при описании механических характеристик РЭК длѐ раз-
ных типов резин; G определѐетсѐ из статических испытаний. 

Изложенный выше алгоритм может быть применён к построения функциональной 

зависимости другой эффективной характеристики ˆ
эфG . При этом принимаетсѐ следуящаѐ 

физическаѐ модель разрушениѐ. Вклячениѐ, развиваящиесѐ в первоначально однород-
ном материале, моделируятсѐ разрывами химических свѐзей и ориентируятсѐ по направ-
ления рвущихсѐ свѐзей. В соответствии с этим упругие свойства материала таких вкляче-
ний в базисе главных осей тензора напрѐжений можно представить в виде  
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 (8) 

Используѐ выражениѐ (2), (4), (8), на основании (1) получаем матрицу значений длѐ 
ˆ
эфG  
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Длѐ случаѐ чистого сдвига 

 
  01

.
2

1
3

эф

p G
G p

p


 



  (10) 

Соответствуящаѐ зависи-
мость представлена на рис. 2, где, 
как и в предыдущем случае, не-
стабильность свойств определѐет-
сѐ эволяционным уравнением 
p(t), вид которого может быть 
принѐт [6] 

  1 ,k tp t e    

где k  – параметр, зависѐщий 
от типа резины и условий нагружениѐ. 
С использованием выражений (7), (10) и равенства 

 
2 G

p
G








 

получаем значение коэффициента диссипации энергии как функции повреждённости  
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1 1 3 22
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 (11) 

где 0
0

0

2 G

G








. 

На рис. 3 представлена за-
висимость технического коэффи-
циента диссипации  от повре-
ждённости, её сравнение с соот-
ветствуящей эмпирической вре-
менной зависимостья показывает 
их качественное совпадение. 

Обобщаѐ изложенное вы-
ше, можно сделать вывод о том, 
что разработанный метод ѐвлѐет-
сѐ методом прогнозированиѐ 
жесткостных и диссипативных 
свойств РД в свѐзи с развивая-
щейсѐ повреждённостья. Он поз-
волѐет также свѐзать микро- и 
макрохарактеристики разрушениѐ 
РД, может быть использован после уточнениѐ принѐтых физических моделей при расчёте 
долговечности РД. 
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Анотаціѐ. За допомогоя методу Валпола розроблений алгоритм розрахунку часових характеристик гу-
мових елементів вібраційних машин (грохотів, живильників, конвеюрів і т.д.), що працяять при тривалих цик-
лічних навантаженнѐх. В процесі експлуатації таких машин в їх пружних ланках накопичуютьсѐ пошкодженість, 
ѐка веде до зміни макрохарактеристик матеріалу: модулѐ зсуву і коефіціюнта дисипації. Процес накопиченнѐ і 
розвитку мікроушкоджень в матеріалі інтерпретуютьсѐ ѐк утвореннѐ в спочатку однорідному матеріалі деѐких 
областей, що маять характер вклячень, властивості ѐких відмінні від властивостей вихідного матеріалу. У 
роботі використовуютьсѐ метод Валпола, що дозволѐю визначати ефективні (усереднені по деѐкому об’юму 
матеріалу) характеристики гуми з урахуваннѐм пошкодженості, що розвиваютьсѐ. Длѐ конкретного прикладу 
наводѐтьсѐ залежності модулѐ пружності, ефективного модулѐ і коефіціюнта дисипації від пошкодженості. 

Клячові слова: гума, часові характеристики, пошкодженість, метод Валпола, ефективний модуль мате-
ріалу 

Abstract. With the help of Walpole method, an algorithm was established for calculating time characteristics 
of rubber components of vibrating machines (mechanical screens, feeders, conveyors, etc.) working under durable 
cyclic loads. In the process of operation, damage accumulates in elastic links of such machines causing changes in 
such macro characteristics of the material as shear modulus and dissipation coefficient. The process of micro dam-
age accumulation and development in the material is interpreted as formation of some areas in originally homoge-
neous material, which are a kind of inclusions, properties of which differ from those of the original material. In this 
paper, the Walpole method is used, which allows to determine effective (averaged by some volume of material) 
characteristics of rubber with developing damages. As a concrete example, dependences of coefficient of elasticity, 
effective Young’s modulus and dissipation coefficient on the damage are given. 

Keywords: rubber, time characteristics, Walpole method, effective modulus of the material 
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