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Аннотация. Предмет исследований – течение пастообразной пульпы  по склону хранилища 
отходов. Цель работы – определить расстояние, на которое происходит перемещение фронта 
пульпы по склону хранилища, и массу складируемых отходов. Растекание пастообразной 
пульпы по склону хранилища отходов моделировалось ползущим течением среды Бингама-
Шведова. Дифференциальное уравнение, которое описывает изменение высоты слоя, реша-
лось численным методом Рунге-Кутта-Фелберга 4-5 порядка. Впервые определено соотно-
шение между числом Бингама и геометрическим комплексом (учитывает длину, угол накло-
на склона хранилища и начальную высоту слоя пульпы), при котором обеспечивается пере-
мещение фронта пульпы на заданное расстояние.Полученные результаты планируется ис-
пользовать при разработке перспективных технологий транспортирования и складирования от-
ходов обогащения в виде пасты. 

Ключевые слова: отходы, паста, рассредоточенная подача, течение, склон хранилища, мас-
са отходов 

 
Введение. Капитальные вложения на строительство современного крупного 

хранилища для отходов обогащения полезных ископаемых достигают от 5 до 
35 % сметной стоимости горно-обогатительного комбината, а эксплуатацион-
ные затраты составляют до 30 % себестоимости концентрата [1].  

Дефицит земли под новые хранилища и повышения требований к экологи-
ческой безопасности вызывают необходимость в поиске новых технологий  
складирования отходов.  
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В мире наметилась тенденция в повышении концентрации отходов до со-

стояния пасты, что позволяет комплексно решить большую часть технологиче-
ских, экологических, и, в конечном счете, экономических проблем для техноло-
гий обогащения минерального сырья. Это подтверждается положительными ре-
зультатами внедрения складирования пастообразных отходов обогащения 
(ПОО) на горных предприятиях Канады, России, США, ЮАР и др. 

С позиции геоморфологии [2] выделяют следующие типы и хранилищ: ов-
ражно-балочный (с односторонним обвалованием); равнинный (с всесторонним 
обвалованием); косогорный (с трехсторонним обвалованием); котлованный 
(намывной массив формируется в выработанном пространстве карьеров или в 
естественных впадинах). Геоморфологическим типом хранилищ определяются 
затраты на их строительство. Применяют два вида подачи пульпы в хранилище: 
рассредоточенный (через отдельные выпуски или щелевой выпуск) и сосредо-
точенный (через торец трубы). В данной статье рассматривается первый вид 
подачи, а в последующей – второй. 

При складировании ПОО необходимо учитывать, что они текут по склону 
только тогда, когда касательное напряжение достигает некоторой определенной 
величины, которую называют пределом текучести (ПТ).  

Традиционные методы [2–5] расчета хранилищ отходов мокрого обога-
щения не учитывают возможность прекращения течения ПОО, обусловлен-
ного наличием ПТ.  

Цель работы – определить расстояние, на которое произойдет переме-
щение фронта пульпы по склону хранилища, и массу складируемых отхо-
дов.  

Участок склона хранилища отходов аппроксимируем плоскостью (рис. 1).  

1 – ПОО; 2 – плоскость; 3 – горизонт; 4 – поверхность скольжения 
 

Рисунок 1 – Расчетная схема безнапорного течения пастообразных отходов обогащения 
по склону хранилища 
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Слой ПОО 1 стекает по плоскости 2, которая наклонена к горизонту 3 под 

углом α . Будем считать, что пульпа – среда Бингама-Шведова и реализуется 
режим с поверхностью скольжения 4. Введем декартову систему координат 
xyz . Ось x  направим по линии ската, ось y – перпендикулярно плоскости ри-
сунка, а ось z  – к свободной поверхности пульпы. Примем, что длина потока 
ПОО в направлении оси y  настолько велика, что краевыми эффектами можно 
пренебречь, т. е. изменениями толщины потока по этой координате пренебрега-
ем. 

Принятые допущения позволяют уравнения движения ПОО и неразрывно-
сти записать в следующем виде [6, 7]: 
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где u  и w– скорости соответственно вдоль осей x  и z ; ρ  – плотность; p  – 
давление; g  – ускорение свободного падения; xxτ , xzτ , zxτ  и zzτ  – касательные 
напряжения; t  – время. Индексы при τ  обозначают оси координат. 

Напряжения для среды Бингама-Шведова определялись по формулам [6, 7]: 
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где 0τ  – предел текучести; η – вязкость ПОО; ijγ  – скорости изменения тензора 
деформации; τ  и γ  – вторые инварианты ijτ  и ijγ . 

Граничные условия на дне потока ( 0=z ), соответствуют условию прилипа-
ния  

 
( ) 00 ==zu , ( ) 00 ==zw . 

 
А граничные условия на свободной поверхности ( hz = )  
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Введем следующие безразмерные переменные: 
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где   H  − характерная высота слоя пульпы; L  − характерная длина слоя пульпы 
вдоль координаты x ; U  – характеристическая скорость. 

 После их подстановки и незначительных преобразований уравнения (1) − 
(3) и граничные условия представим в таком виде [6, 7]: 
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где ε  − геометрическая характеристика безнапорного потока; Re  – число Рей-
нольдса; S  – геометрический комплекс; μ  – динамическая вязкость; B  – число 
Бингама. 

Из системы (4) – (6) при 0ε →  получено уравнение [6, 7], описывающее из-
менение толщины h  потока  
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где Z  – координата поверхности скольжения (см. рис. 1). 

Применительно к установившемуся движению 0h t∂ ∂ =  уравнение (7) име-
ет вид 
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В качестве характерных размеров H  и L  примем начальную высоту подачи 

пульпы и заданную длину растекания (длина склона хранилища). Из (1)–(8) 
следует: течение пульпы зависит от реологических ( 0τ ,η , ρ ) и геометрических 
параметров ( H ,α ), которые характеризуются числом Бингама B  и комплексом 
S . Только при определенном соотношении между ними достигается заданная 
длина растекания. Рациональные величины B  и S  определялись следующим 
образом. Задавался набор значений чисел Бингама rB  ( 1, 2, ...r n= ). Для каждо-
го из них варьировался геометрический комплекс ,r sS . Здесь первый индекс 
указывает на то, что вычисления выполнены для rB , а второй – на s -ое значе-
ние S . Уравнение (8) решалось численно методом Рунге-Кутта-Фелберга 4-5 
порядка и определялось значение ,r sx , при котором 0h = . Проверялось условие  

 
,r sL x≤ < Δ ,           (9) 
 

где Δ – допустимая погрешность в определении L . 
Варьирование ,r sS  прекращалось при выполнении условия (9) и 

производился переход к следующему значению rB . Графическое представление 
результатов вычислений ( 0,02Δ = ) приведены на рис. 2.  

Аппроксимация расчетных значений выполнена линейной функцией (см. 
рис. 2) 

 
0,7544 5,2163S B= + .    (10) 

 
Погрешность аппроксимации менее 3 %, кроме значения при B = 0,2, где она 

составляет 5,2 %. 
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Рисунок 2 – Рациональные значения геометрического комплекса S ,  
при которых обеспечивается заданная длина L  растекания пульпы с числом Бингама  B : 

•  – расчетные значения; –––– – аппроксимация 
 
Формула (10) позволяет определить значение геометрического комплекса S , 

при котором обеспечивается заданная длина растекания пульпы с числом Бин-
гама B . 

Подставляя в (10) выражения для определения S и B, получим 
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Решая  (11) относительно Н, определим начальную высоту слоя пульпы 
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Поскольку угол наклона α  мал, то (11) представим в таком виде 
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Из уравнения (12) определим угол наклона плоскости  
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Результаты численных экспериментов по изучению изменения высоты h  

слоя пульпы вдоль координаты x  (рис. 3), позволяют сделать вывод: несмотря 
на варьирование рациональных значений числа Бингама и геометрического 
комплекса S , вид функции ( )h x  сохраняется. 

Рисунок 3 – Изменение высоты h  потока пульпы по координате x : 
O – при 0,2B =  и 5,1S = ; × – при 10B =  и 12,38S =  

 
При этом площадь F  сечения слоя ПОО (в плоскости 0x z ), которая опреде-

лялась численным интегрированием ( )h x  в пределах изменения x  от 0 до 1 
(табл. 1) также можно считать неизменной, поскольку с вероятностью 0,95 
справедлива статистическая гипотеза, что все значения F  принадлежат од-
ной генеральной совокупности со средним значением 0,9633.  

Переходя к размерным величинам, получим площадь сечения 
 

F LHF= .     (13) 
 

где F −безразмерная площадь, которую примем равной 0,96 (см. табл. 1).  
Масса отходов, приходящаяся на один погонный метр по координате y , с 

учетом (13) определяется так 
 
0,96m CLHρ= .    (14) 

 
где C  – массовая концентрация пульпы.  
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Таблица 1 – Площадь F сечения пульпы при различных B и S 
 

Число Бингама B  Комплекс S Площадь F  
0,2 5,100 0,9660 
0,5 5,400 0,9659 
1,0 5,890 0,9657 
2,0 6,790 0,9657 
3,0 7,660 0,9646 
4,0 8,440 0,9644 
5,0 9,200 0,9633 
6,0 9,920 0,9624 
7,0 10,620 0,9609 
8,0 11,310 0,9588 
9,0 11,908 0,9592 
10,0 12,380 0,9627 

 
Следует акцентировать внимание, что формула (14) справедлива при рацио-

нальных значениях числа Бингама и геометрического комплекса S , при которых 
обеспечивается течение пульпы с начальной высотой  H на расстояние  L . 

Время, необходимое для растекания по склону длиною L , определим по ха-
рактеристической скорости U   

 

2 cosL
Lt
U gH

η
ρ ε α

= = .  

 
Выводы. Растекание пульпы с концентрацией пасты по склону хранилища 

отходов моделировалось ползущим течением среды Бингама-Шведова. С ис-
пользованием этой модели, на основе метода возмущений определены расстоя-
ние перемещения фронта пульпы и масса отходов, зависящие от числа Бингама 
и геометрического комплекса. Показано, что при рассредоточенной подаче те-
чение пульпы по склону зависит от реологических и геометрических парамет-
ров, которые характеризуются числом Бингама и введенным геометрическим 
комплексом. 

Полученные результаты планируется использовать при разработке перспек-
тивных технологий транспортирования и складирования отходов обогащения в 
виде пасты. 
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Анотація. Предмет досліджень - течія пастоподібної пульпи по схилу сховища відходів. 

Мета роботи - визначити відстань, на яку відбувається переміщення фронту пульпи по схилу 
сховища, і маси складованих відходів. 

Розтікання пастоподібної пульпи по схилу сховища відходів моделювалося повзучим 
плином середовища Бінгама-Шведова. Диференціальне рівняння, яке описує зміну висоти 
шару, вирішувалося чисельним методом Рунге-Кутта-Фелберга 4-5 порядку. Вперше визна-
чено співвідношення між числом Бінгама і геометричним комплексом (враховує довжину, 
кут нахилу схилу сховища і початкову висоту шару пульпи), при якому забезпечується пере-
міщення фронту пульпи на задану відстань. 

Отримані результати планується використати при розробці перспективних технологій 
транспортування і складування відходів збагачення у вигляді пасти.  

Ключові слова: відходи, паста, розосереджена подача, течія, схил сховища, маса відходів 
 
 Abstract. The subject of research is flow of paste-like pulp along the slope of waste storage. 

The purpose of research is determination of distance of shift of the pulp front along the slope of 
waste storage and of storing cleaning rejects mass. Spreading of paste-like pulp along the slope of 
waste storage was simulated by creeping flow of Bengham-Shvedov medium. Differential equation 
describing bed height change was solved by Runge-Kutta-Felberg numerical method of 4-5th order. 
The relation between Bengham number and geometric complex, which ensures pulp front shift to 
given distance, first was obtained. The length and angle of inclination of the slope of waste storage 
as well as initial pulp bed height were taken into account by geometric complex. Obtained results are 
planned to use during elaboration of prospective technologies of transportation and stocking of 
cleaning rejects in the form of paste. 

Keywords: cleaning rejects, paste, distributed delivery, flow, slope of waste storage, cleaning re-
jects mass. 
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