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Аннотация. Излагается методика расчѐта жесткостных и диссипативных параметров 

массивных цилиндрических элементов при деформациях монофазного сжатия. Алгоритм 

решения задачи сводится к: выбору коэффициентов жѐсткости; решению связанной задачи 

нелинейной термовязкоупругости и расчѐту напряжѐнно-деформированного состояния; по-

строению приближѐнных соотношений для расчѐта жесткостных характеристик элементов 
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путѐм использования установленных закономерностей; оценке их точности. Эксперимен-

тальным исследованиям подлежали резиновые и резинометаллические сплошные и полые 

цилиндрические элементы. Такие элементы обладают специфическими анизотропными 

свойствами: жѐсткости на сдвиг и на сжатие могут существенно различаться. Использование 

таких эффектов целесообразно для виброизоляции тяжѐлых машин, а также для защиты зда-

ний и сооружений от вибраций техногенного и промышленного типа. 

Ключевые слова: напряжѐнно-деформированное состояние, массивные резиновые эле-

менты, жесткостные и диссипативные параметры, коэффициенты жѐсткости 

Резинометаллические детали машин (рисунок 1) представляют собой до-

статочно массивные элементы, выполненные из наполненных резин, в связи с 

чем, их жесткостные и диссипативные параметры определяются в результате 

решения связанной задачи нелинейной термовязкоупругости. 

Методика расчѐта жесткостных и диссипативных параметров элементов 

строится в результате осуществления следующих этапов исследований: 

 выбор наиболее удобных для исследований механических характеристик, че-

рез которые достаточно просто могут быть выражены жесткостные парамет-

ры низкочастотных вибросейсмоблоков. Такими параметрами являются вве-

дѐнные и обоснованные [1] коэффициенты жѐсткости типа   (в общем слу-

чае комплексные: n i     ; 

i       ; индексы n,  отвечают 

соответственно сжимающим и 

сдвигающим усилиям, () и () – 

характеризуют модули накопления 

и потерь); 

 решения связанной задачи нели-

нейной термовязкоупругости и рас-

чѐта напряжѐнно-деформированно-

го состояния (НДС) для заданных конфигураций элементов с целью опреде-

ления их характеристик в заданном диапазоне изменения геометрических 

размеров, частот и амплитуд нагружения; 

 обобщение полученных результатов и построение приближѐнных соотноше-

ний для расчѐта жесткостных характеристик элементов путѐм использования 

установленных закономерностей; оценка их точности. 

Ниже последовательно излагаются основные положения и предпосылки, 

необходимые для реализации указанных этапов исследования цилиндрических 

(сплошных и полых) резинометаллических элементов. 

При решении первой задачи водятся параметры жѐсткости   аналогично 

параметрам жѐсткости в линейной теории упругости [1] по формулам: 

для цилиндрических элементов сжатия 0,z h R r R    
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Рисунок 1 – Цилиндрический резиновый 

элемент 
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для цилиндрических элементов при сдвиге вдоль оси ОХ на величину u0x 

 
0 0

1
, cos sinx

x zr z

S

t dS
t

S G
     


    , (2) 

где индексы n, отвечают соответственно сжимающим и сдвигающим усилиям; 

S – площадь приложения нагрузки; G0, E0 – некоторые отсчѐтные модули: 

    0 0 0 0 0, , , ,L LG G E E      

  0 0 0 0, , .xu y z h u h    

Параметры типа   являются самыми удобными для исследований. Они 

безразмерны, при фиксированном значении коэффициента Пуассона  зависят 

только от геометрии элемента и являются его универсальной характеристикой. 

Коэффициенты   дают исчерпывающую информацию о механическом поведе-

нии элементов, поскольку в полной мере характеризуют кажущиеся модули 

накопления и потерь 

 ','' ','' ','' ',''

0 0 0, или , ,k n k k n kE E G G E E G G         (3) 

определяют коэффициенты жѐсткости элементов в зависимости от амплитуды 

нагружения через амплитудно-зависимые модули kE , kG  

 ,n k kC E S H C G S H    . (4) 

Коэффициенты  , включая в себя также информацию о конструкцион-

ном выполнении элементов, являются, таким образом, конструктивно-

деформационным параметром, характеризующим деформационные свойства 

элементов. 

В работе [1] проведено обоснование универсальных параметров типа   

как объектов исследования, однозначно определяющих все характеристики 

элементов (силовые и диссипативные) при циклическом деформировании. 

При решении второй задачи – определении НДС в элементах использу-

ются допущения, соответствующие условиям эксплуатации и общепринятым 

физическим представлениям о резине, как о конструкционном материале: при 

циклическом нагружении в элементах реализуется простое (монофазное) де-

формированное состояние, элементы рассматриваются как изотропные нели-

нейно-вязкоупругие тела в форме цилиндра 0R r R  , z h  подверженные 

кинематическому возбуждению по торцам z = h. Боковые поверхности сво-

бодны от нагрузки. На поверхности элементов осуществляется теплообмен по 

закону Ньютона, амплитуды внешних нагрузок, температура и параметры, ха-

рактеризующие старение материала, являются медленно изменяющимися 

функциями времени т.е. их колебаниями в течение периода можно пренебречь. 
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При сделанных допущениях математическая постановка задачи формули-

руется в терминах амплитуд механических полей: перемещений  0 ,iu х t , де-

формаций  , ,ij х t  напряжений  ,ij х t  и усреднѐнной за период колебаний 

температыры θ имеет тот же вид, что и в линейной вязкоупругости и включает 

следующие уравнения: 

  , ,
0,ij i i

c k D      , (5) 

  
1

2 ,
1 2 2

ij ij kk ij ij ij jiG u u


    


 
    

 
, (6) 

  , , 1,2,3
2

ij ij ij ijD i j


          , (7) 

где ( ) ( ) ( )i       – комплексная амплитуда; c и k – коэффициенты объѐмной 

теплоѐмкости и теплопроводности; G  и  – модуль сдвига и коэффициент 

Пуассона; ,ij iju  – компоненты тензоров напряжений и перемещений;  – ча-

стота нагружения. 

Нагружение рассматриваемых цилиндрических элементов характеризует-

ся следующими граничными условиями: 

при сжатии 0,z h R r R    
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 (8) 

при сдвиге вдоль оси ОХ на величину u0Х 

 

 0

cos , sin , 0

0,

0; ,

rr ox ox zz

rr zz

rz rr r

u u u u u z h

u u u z h

r R R







 

  

    

    

   

 (9) 

тепловые граничные условия 
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 (10) 

Здесь 1, 2 – коэффициенты теплоотдачи. Начальное распределение тем-

пературы даѐтся равенством 

    0,0i ix x  . (11) 

В принятых соотношениях  0 ,х t ,  0 ,iu х t  – медленно изменяющиеся 

функции времени и амплитуд. 

Зависимость комплексного модуля сдвига от температуры, частоты и ам-

плитуды деформации на основании экспериментальных данных [2] имеет вид 
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      ','' ','', , , ,LG G e G F e      (12) 

где ',''( , )LG    – модули сдвига линейной теории вязкоупругости, отвечающие 

очень малым деформациям  = 0,5 %; e – интенсивность амплитуды девиатора 

деформации; 

    
1/21/2

2 21
, , , ;

3
ij ij ij ij ij ij kk ij ij ij kke e e e e e                       (13) 

 ',''F  – функции, удовлетворяющие условиям F(0) = F(0) = 1. 

При конкретизации функций ',''F  использованы экспериментальные зави-

симости ',''G  от амплитуды деформаций сдвига – классические существенно не-

линейные зависимости Пейна для наполненных резин. 

Объѐмное поведение материала моделируется гипотезой 

const 0,495    , что характерно для элементов из слабосжимаемых эла-

стомеров с достаточно развитой свободной поверхностью. 

Расчѐт   производятся по формулам (1)-(2) путѐм решения задачи (5)-

(12) методом типа переменных параметров упругости в сочетании с МКЭ при 

конкретизации (9), (10), (12) свойствами модельной резины [3], обладающей 

существенной нелинейностью в области малых деформаций (0    0,15). Зна-

чения геометрических размеров варьируются в пределах 0,2  у = h/  1; 

0,2  z0 = h/R  1. Данные экспериментальных исследований (12) обобщаются 

на случай многоосной деформации с помощью соотношения / 2e   

    ','' ','' ',''2 LF e G e G . (14) 

На третьем этапе исследований выполнялось обобщение полученных ре-

зультатов расчѐта напряжѐнно-деформированного состояния элементов, уста-

новлены закономерности поведения их механических характеристик при цик-

лическом деформировании. Установлено, что их зависимость от амплитуды де-

формации и соотношения размеров выражается посредством единого параметра 

– среднеобъѐмной интенсивности амплитуд деформаций [1]. Для коэффициен-

тов   построены справочные таблицы [1] и их аппроксимационные формулы, 

которые справедливы для силовых элементов базовых форм с достаточно раз-

витой формой свободной поверхности при сдвиге, сжатии, комбинированном 

нагружении сдвиг – сжатие. 

Обобщение выполнялось на основе интегральной математической модели 

[3], позволяющей выразить жесткостные и механические характеристики 

вибросейсмоблоков посредством конечных аналитических выражений через 

единый параметр – среднеобъѐмную интенсивность амплитуд деформации e , а 

коэффициенты   через коэффициенты 0 , линейной теории вязкоупругости 

(  ','' 0 1F  , 0 0tg G G   , 0G G ) по формулам 
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 ','' ','' ',''

02(1 ) ( , ) ( ) / ,n on LG F e G       (15) 

 ','' ','' ',''

0 0( , ) ( ) / ,o LG F e G      (16) 

Среднеобъѐмная интенсивность е  в элементах в зависимости от вида 

нагружения и геометрии элементов определяется по формулам: 

при произвольном комбинированном нагружении 

  
1
22 2

0 0 0 02 1х n yе           (17) 

при комбинированном нагружении с одной фазой возбуждения (угол приложе-

ния нагрузки равен ) 

 
 

2 20 cos sin
2 1

o
on

u
е

H


  



 
  

 
; (18) 

при сжатии и сдвиге соответственно 

   0
0 0 01 ,

2
y n xе e 

      , (19) 

где u0 – смещение элемента в направлении действия силы; H = 2h. 

Коэффициенты жѐсткости nC  и C  рассчитываются согласно (4). Все 

остальные частные случаи гармонического нагружения описываются зависимо-

стями типа (15), (16), при этом при комбинированном нагружении с фиксиро-

ванной фазой возбуждения согласно [4] 

      ','' ','' ','' ',''

0 0 0 0, , , 2 1 , ,kG e E G e           (20) 

 
 

 
1
22 20

0 0 0 0cos sin , 1
2 1

n e
      


     

 (21) 

где 0 0u H   – амплитуда перемещения; u0 – угол между направлением дей-

ствующей силы и нормалью к поверхности торца. 

Коэффициенты 0 , 0n  для сплошных цилиндрических элементов опре-

деляются по формулам [4] 

 0 1
2

h

D
   , (22) 

 
2

0 2

1
1,05 , 2

16
n

D
D h

h
     , (23) 

Для полых цилиндрических элементов [5] 
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R h
z z

R R

z

  







      
 

   

 (24) 

где 2h – высота РД; R0, R – внутренний и внешний радиусы РД; D – диаметр 

элемента. 

В интервале 1  z0  10 и 0  0  0,5 погрешность (24) не превышает 4 %, 

а для 0 = 0,7 – не более 8 %. Уменьшение значения 0 для сравнительно высо-

ких элементов объясняется изгибом, проявляющимся с увеличением относи-

тельной высоты h/R0. 

Расчѐт жесткостных параметров вибросейсмоблоков с учѐтом эффектов 

объѐмного сжатия производится по формуле [2] 

 
     2

0

1

1 1 2 15,42 1

kE

E y




   


 

   
, (25) 

где E и kE – истинный и кажущийся модули Юнга; у0 = hp/R (hp– толщина рези-

нового слоя, R – радиус цилиндра). 

Из (25) вытекает предельное равенство для элементов малой толщины в 

виде 

 
  0 0

1
lim

1 1 2y



 




 
. (26) 

Отсюда следует, что при уменьшении толщины слоя резины жѐсткость 

элемента стремится к некоторому предельному значению, в частности 

 
 3 1 2

k

E
E K


 


, (27) 

где K – модуль объѐмного сжатия. 

При   0,5 напряжѐнное состояние в тонкослойных элементах близко к 

всестороннему сжатию. Известно, что особенностью поведения резины в этом 

случае является существенный рост коэффициента жѐсткости при уменьшении 

толщины. 

Область применения приближѐнных соотношений (22)-(25): 

 z0  0,2 с погрешностью менее 10 % при сжатии и 

 z0  0,8 с погрешностью менее 2 % при сдвиге. 
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Анотація. Викладається методика розрахунку жорсткісних і дисипативних параметрів масивних 

циліндричних елементів при деформаціях монофазного стиску. Алгоритм розв’язання задачі зводить-

ся до: вибору коефіцієнтів жорсткості; вирішення зв’язаної задачі нелінійної термов’язкопружності та 

розрахунку напружено-деформованого стану; побудови наближених співвідношень для розрахунку 

характеристик жорсткості елементів шляхом використання встановлених закономірностей; оцінкою 

їх точності. Експериментальним дослідженням підлягали гумові та гумометалеві суцільні та порож-

нисті циліндричні елементи. Такі елементи мають специфічні анізотропні властивості: жорсткості на 

зсув та на стиск можуть істотно різнитися. Використання таких ефектів доцільно для віброізоляції 

важких машин, а також для захисту будинків і споруд від вібрацій техногенного та промислового ти-

пу. 

Ключові слова: напружено-деформований стан, масивні гумові елементи, жорсткісні і дисипа-

тивні параметри, коефіцієнти жорсткості 

Abstract. Te article presents a technique for calculating stiffness and dissipative parameters of massive 

cylindrical elements under deformations of monophasic contraction. An algorithm for solving the problem is 

reduced to: choosing the hardness coefficients; solving related problems of nonlinear thermoviscoelasticity 

and calculating a stress-strain state; building approximate relations to calculate the stiffness characteristics of 

the elements through the use of established laws; estimating their accuracy. Experimental studies were sub-

jected to rubber and rubber-metallic solid and hollow cylindrical elements. Such elements have specific ani-

sotropic properties: shear stiffness and compressive stiffness may significantly differ. It is rational to use the-

se effects for vibration insulation of heavy machinery, as well as to protect buildings and structures against 

technological and industrial vibrations. 

Keywords: stress-strain state, massive rubber elements, stiffness and dissipative parameters, stiffness 

coefficients 
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