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Обсуждается вопрос многокритериального проектирования в области конструирования шестерен-
ных насосов внешнего зацепления,  основанного на сочетании многокритериальной оптимизации пара-
метров зубчатого зацепления качающего узла. Применение корреляционного анализа позволило глубже
оценить постановку оптимизационной задачи в части выбора: назначенных критериев и их числа, ин-
тервалов параметрических и  критериальных ограничений, варьируемых параметров и в целом уточ-
нить постановку задачи. Проведено сравнение результатов: расчета с использованием предложенной
математической модели зубчатой передачи и расчета в программе "Компас" российской компании Ас-
кон.  Решение задачи многокритериального проектирования с использованием метода исследования
пространства параметров шестеренных насосов  является одним из актуальных научных направлений в
теории и практике разработки современных шестеренных насосов. Приведен конкретный пример при-
менительно к насосу с рабочим объемом 32 см3 и давлением 16 МПа
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Введение
Во многих отраслях промышленности эксплуа-

тируются гидравлические системы, где в качестве ис-
точника гидравлической энергии применяются шес-
теренные насосы внешнего эвольвентного зацепле-
ния (далее НШ). Благодаря простоте конструкции,
низкой себестоимости изготовления и обслуживания,
высокого КПД, надежности и большего эксплуата-
ционного ресурса по сравнению с другими типами
объемных насосов, НШ остаются широко применя-
емыми объемными насосами в машиностроительных
узлах и механизмах различного назначения. С другой
стороны, пространственная конфигурация камер вса-
сывания и нагнетания, включающая в себя неподвиж-
ный корпус и вращающиеся в противоположные сто-
роны шестерни, создает переменную во времени гео-
метрию проточной части, что накладывает опреде-
ленные трудности при построении математической
модели.

Анализ последних исследований
Работа [1] посвящена рассмотрению вопросов,

направленных на улучшение показателей качества
НШ: рабочего объема, коэффициента перекрытия,
радиальных зазоров во впадинах шестерен, удельных
скольжений и пр., значения которых зависят от пара-
метров зубчатой передачи. Поиск оптимальных па-

раметров предлагается выполнять на основе реше-
ния задачи многокритериальной оптимизации мето-
дом исследования пространства параметров [2, 3].

Приведены уравнения, определяющие:
- основные геометрические параметры зубчатой

передачи;
- параметрические ограничения, включающие

пределы изменения варьируемых параметров;
- функциональные ограничения, обеспечивающие

выбор работоспособных вариантов;
- критерии оптимальности, отражающие ряд по-

казателей качества зацепления.
Однако статья [1] содержит лишь постановку зада-

чи многокритериальной оптимизации, математическую
модель, в которую теперь следует ввести ряд результа-
тов исследований, изложенных в работах [4, 5].

Также известен ряд работ по оптимизации шес-
теренных насосов внутреннего эвольвентного зацеп-
ления (далее НШВ). В работе [6] приведены резуль-
таты оптимизации НШВ, где в качестве варьируемых
переменных использованы параметры зубчатой пере-
дачи. Были заданы параметрические и функциональ-
ные ограничения, при этом единственным критерием
оптимальности был выбран уровень шума работаю-
щего насоса. Рассмотрены вопросы связи пульсации
подачи и пульсации давления без учета гидродинами-
ки с величиной шума при работе насоса. В статье ча-
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стично были использованы результаты, полученные
в работе [7], в части влияния коэффициентов смеще-
ния Х1 и Х2 на зону зацепления, расположенную меж-
ду начальной точкой зацепления (точка вхождения в
зацепление), и конечной точкой зацепления (точка
выхода из зацепления). Также было использовано
уравнение расчета рабочего объема. Приведены урав-
нения максимума и минимума мгновенной подачи, од-
нако в них не учтены гидродинамические процессы
течения рабочей жидкости. В статье [8] рассмотрена
задача многокритериальной оптимизации НШВ, на
основе использования метода исследования про-
странства параметров, с заданием двадцати одной ва-
рьируемой переменной, пятнадцать функциональных
ограничений и девять критериев оптимальности.

Постановка задачи
Рассматривая НШ на первом этапе как объект

многокритериальной оптимизации, в математическую
модель следует включить:

- функциональные уравнения, определяющие:
геометрические параметры зубчатого зацепления,
профиль зуба шестерни, кинематические параметры
зубчатой передачи, рабочий объем насоса, габарит-
ные размеры, коэффициент использования объема
венцов зубчатой передачи в формировании подачи
насоса, коэффициент неравномерности подачи. Вы-
полнение функциональных ограничений обеспечива-
ет работоспособность расчетных вариантов в части
смещения шестерни, высоты зуба, толщины верши-
ны зуба, отсутствия интерференции зубьев шестерен
и др;

- варьирумые параметры и их ограничения;
- критерии оптимальности и критериальные огра-

ничения.
В качестве метода многокритериальной оптими-

зации принят метод  исследования пространства па-
раметров, алгоритм поиска оптимальных решений
которого характеризуется следующими этапами:

- первый этап: при отключении критериальных и
части функциональных ограничений определяется
Паретово множество большого размера с последу-
ющим проведением корреляционного анализа назна-
ченных критериев;

- второй этап: включение всех ограничений и фор-
мирование множества решений, в которых содержится
информация о диапазонах изменения назначенных кри-
териев оптимизации. Также дополнительно введена
возможность идентификации математической моде-
ли НШ в части расчета и построения геометрии с по-
мощью программы “Компас” компании “Аскон”;

- третий этап: многокритериальная оптимизация
НШ и поиск решений, ориентированных на рабочий
объем 32 см3, прототипом которого является насос
НШ-32УК ПАО “Гидросила”, Кировоград, Украина.

Для условия равенства числа зубьев Z1=Z2 мате-
матическая модель НШ включает в себя тринадцать
уравнений геометрических параметров зубчатой пе-
редачи [1, 9, 10].

Делительное межосевое расстояние
  zmа ⋅= ,                            (1)

где m — модуль, мм; z — число зубьев.
Межосевое расстояние
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где α — угол профиля зуба, °; αw — угол зацепления, °.
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где ∆S — боковой зазор.
Угол профиля окружности вершин
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Радиус кривизны активного профиля зуба в ниж-
ней точке
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Радиус кривизны активного профиля зуба в гра-
ничной точке
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где  *
ah — коэффициент высоты головки зуба исходногоо

контура, с* — коэффициент радиального зазора.
Также в математическую модель входят пять

уравнений, которые позволяют вычислять: шаг и дли-
ну зацепления, высоту зуба шестерни, толщину зуба
шестерни у вершины и коэффициент перекрытия.

Важной составляющей являются формулы кине-
матических параметров, определяющие скорость пе-
ремещения контактной точки по профилю, взаимные
скорости относительного скольжения профилей зу-
бьев шестерни и колеса, удельные скольжения шес-
терен в нижних точках активных профилей зубьев.

Рабочий объем НШ [9]
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где b — ширина шестерен, мм; t0 — шаг зацепления
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 απ cos0 ⋅⋅= mt .                                              (10)
В качестве варьируемых параметров выбраны: z,

α, ha*, c*, m, X или aw и b (до семи параметров). Варь-
ируемые параметры совместно с диапазоном их из-
менения составляют параметрические ограничения.

Функциональные ограничения, выполнение кото-
рых обеспечивает работоспособность НШ, изложе-
ны в работах [9, 10] и  в данной статье не приводятся.
Четыре принятых критерия оптимизации F1=εα, F3=Sa,
F4=Vp, F7=K3И приведены в работе [1]. В качестве
второго значимого критерия принята величина рабо-
чего объема F2=V0.

За пятый критерий принят габаритный размер НШ
[4] F6=G=aw +da. Шестой критерий — безразмерный
коэффициент, определяющий величину объема, заня-
того телом венцов шестерен [4], составляющих ра-
бочий объем,
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Седьмой критерий — безразмерный коэффициент
запаса по отсутствию интерференции зубьев с пере-
ходной кривой.

Основная часть
Задача оптимизации в многокритериальной поста-

новке решалась применительно к НШ на номиналь-
ное давление 16 МПа и рабочим объемом 32 см3. На
первом этапе оценивалась линейная зависимость меж-
ду принятыми критериями путем определения коэффи-
циентов корреляции с использованием уравнения [2]

 ( ) ( )
ji

KT

n
jnjini

ji

FFFF
R

σσ ⋅

−⋅−
=

∑
=1

,,

,                                 (12)

где i, j — номера критериев, выступающих в качестве
параметров (случайных величин), КТ — число точек
в таблице испытаний, Fi,n — значение i-го критерия
точки n, Fj,n — значение j-го критерия точки n.

Среднеарифметические отклонения i-го и j-го
критериев соответственно равны
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При КТ→    , среднеарифметические отклонения
i-го и j-го критериев стремятся к математическим
ожиданиям. Среднеквадратичные отклонения i-го и
j-го критериев соответственно равны:
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При КТ→     подкоренные выражения стремятся к
дисперсиям.

В таблице 2 серым цветом выделены ячейки с наи-
более сильными корреляционными связями между
соответствующими критериями. Напомним, что физи-
ческий смысл корреляционных критериев следую-
щий: F1 — коэффициент перекрытия, F2 — рабочий
объем, F3 — толщина зуба на диаметре вершин, F4
— удельное скольжение, F5 — габаритный размер на-
соса, F6 — коэффициент использования объемов вен-
цов шестерен, F7 — коэффициент запаса по отсут-
ствию интерференции зубьев с переходной кривой.

Òàáëèöà 2 — Êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè
êðèòåðèåâ ïðè îïòèìèçàöèè ÍØ

Критерии
F1   F2   F3  F4              F5            F6

F2       0,979
F3       -0,975 -0,999
F4       -0,954 -0,877 0,867
F5        0,644 0,816 -0,824 -0,45
F6        0,977 0,996 -0,988 -0,93 0,732
F7        0,879 0,825 -0,82 -0,82 0,467   0,862

Как следует из таблицы 2 критерий F1 находится
в тесных корреляционных связях с критериями F3 (от-
рицательная корреляция), F6 (положительная корре-
ляция). Данные связи подтверждаются физической
картиной зацепления шестерен и уравнениями зубча-
той передачи. Таким образом, критерий F1 по отно-
шению к критериям  F3 и F6 является лишним, т.е. с
ростом критерия F1 (коэффициент εα) критерий F3
(толщина зуба) линейно уменьшается. Однако крите-
рии F1 и F3 характеризуют различные характеристи-
ки проектируемого НШ и поэтому при выборе следу-
ет оставить оба. Это правило относится и к осталь-
ным линейно зависимым критериям. Для  составле-
ния таблицы 2 был проведен расчет 197 вариантов
НШ, полученных за счет исключения ограничений.
Графически корреляционная связь между любой па-
рой выглядит в виде проекции возможных решений
на плоскости, образованной этой парой критериев.

В целом корреляционный анализ позволяет глуб-
же оценить постановку оптимизационной задачи в
части выбора: назначенных критериев и их числа, ин-
тервалов параметрических и  критериальных ограни-
чений, варьируемых параметров и в целом уточнить
постановку задачи.

При выполнении второго этапа были приняты сле-
дующие константы и интервалы варьируемых парамет-
ров: число зубьев шестерен Z1=Z2=8; межосевое
расстояние αω =44–45мм; угол исходного контура
α=20°; модуль m = 5 мм; коэффициент высоты го-
ловки зуба исходного контура ha*=0,85–1,25; коэф-

8

 8
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фициент радиального зазора с*= 0,15–0,35; коэффи-
циент радиуса переходной кривой ρ=0,38; ширина зуб-
чатого венца b = 22 мм.

В исходные данные не включен коэффициент гра-
ничной высоты hl* (или коэффициент высоты ножки
hf*), так как математическая модель расчета парамет-
ров зубчатого зацепления программы “Компас”, при
помощи которого удобно выполнять построение гео-
метрии зубчатых колес, не использует их при расче-
те, применяя уравнение замены: hl*=2·hа*.

Поскольку математическая модель расчета зуб-
чатого зацепления расчетной библиотеки программы
“Компас” закрыта для ознакомления, то на основе ис-
пользования  имеющихся уравнений расчета парамет-
ров зубчатого зацепления была создана альтернатив-
ная математическая модель, результаты расчета ко-
торой были сравнены с результатами расчета програм-
мы “Компас”. Расчет был выполнен при следующих
исходных данных: Z1 = Z2 = 8; m=5; α=20°; ha*=1,124;
Х=0,6236; b=22. В исследуемой математической
модели было введено равенство hl*=2·hа*. Резуль-
тат расчетов приведен в таблице 3.

Òàáëèöà 3 — Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ
çóá÷àòîãî çàöåïëåíèÿ íà îñíîâå êîýôôèöèåíòîâ

ñìåùåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè è ïðîãðàììû “Êîìïàñ"

 Обозначение параметра     Математическая модель    “Компас”
da, мм       54,39      54,39
df, мм       32,49      32,49
aw, мм       44,69      44,69
αw, °       32,75      32,75
dw, мм       44,69                    44,69
Sa, мм         1,63       1,63
εα         1,023       1,023

Анализ результатов, приведенных в таблице 3, по-
казывает полное совпадение результатов расчета для
принятых исходных данных. Также был выполнен рас-
чет зубчатого зацепления на основе межцентрового
расстояния со следующими исходными данными:
Z1=Z2=8; m=5; αw=20°; ha*=1,124; αw=45; b=22. Ре-
зультат расчета приведен в таблице 4.

Òàáëèöà 4 — Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ
çóá÷àòîãî çàöåïëåíèÿ íà îñíîâå ìåæöåíòðîâîãî

ðàññòîÿíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè è ïðîãðàììû “Êîìïàñ”

  Обозначение параметра    Математическая модель    “Компас”

da, мм 54,51     54,51
df, мм 32,98     32,98
aw, мм 45     45
αw, ° 33,35     33,21
dw, мм 45     45
Sa, мм  1,74      1,74
ε w  0,985      0,985
X  0,672      0,672
Xmin  0,653      0,656

 Результаты, приведенные в таблице 4, показыва-
ют небольшое расхождение результатов для значе-
ний параметров αw и Xmin. Анализ полученных резуль-
татов, позволяет сделать вывод о том, что в програм-
ме “Компас” расчет выполняется без учета бокового
зазора (беззазорное зацепление). В реальных зубча-
тых передачах наличие бокового зазора необходимо
для размещения пленки рабочей жидкости, компен-
сации температурных расширений и погрешностей из-
готовления/монтажа шестерен. Боковой зазор мож-
но создать в результате увеличения значения межцен-
трового расстояния αw, с выполнением пересчета для
нового значения межцентрового расстояния aw’ = aw+
+∆aw. Значения бокового зазора по контактной нор-
мали и угловой боковой зазор вычисляются по фор-
мулам [10]:

 ( ) wSaPwk αcos2 ⋅⋅−=∆ ,            (17)

 

bd
kj ∆⋅

=∆
2

.            (18)

На третьем этапе выполняется многокритериаль-
ная оптимизация при варьируемом значении aw. В ка-
честве констант и варьируемых параметров приняты
следующие значения: Z1=Z2=8; m=5; α=20°; ha*=1–
1,35; aw =44–46; c*=0,15–0,35; b=22. В процессе ре-
шения было рассмотрено 495 вариантов зубчатого
зацепления, из которых заданным условиям и ограни-
чениям удовлетворяло только одно. При локальной
оптимизации этого решения в диалоговой системе па-
кета ОРТ [15] были получены значения критериев и
геометрических параметров, приведенные в таблице
5 и 6 соответственно.

Òàáëèöà 5 — Çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ
ïðè îïòèìèçàöèè ÍØ

Критерии
F1 (εα) F2 (V0) F3 (Sa) F4 (Vp) F5 (G)  F6 (Kv0)   F7 (Kзи)

см3 мм мм
1,039 32,818 1 –2,98 101        0,301        0,955

Òàáëèöà 6 — Ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ
çóá÷àòîãî çàöåïëåíèÿ

Обозначение параметра Математическая модель
da, мм 55,61
dв, мм 37,69
df, мм 32,89
aw, мм 45,5
αw, ° 34°17
X 0,754
Xmin 0,747
ha* 1,215
m, мм 5
c* 0,25
z 8
α, ° 20

Полученное оптимальное решение отличается от
серийного НШ-32УК большими значениями парамет-
ров aw, da, X, ha*, меньшим значением df, совпадением
значений для величины Sa и небольшим отклонением
(3%) для величины V0.
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По полученным исходным данным при расчете в
программе “Компас” для оптимального НШ были по-
лучены данные, совпадающие со значениями, приве-
денными в таблице 6.

Также определенный интерес представляет реше-
ние оптимизационной задачи в пакете ОРТ для НШ
со значениями da=55мм и aw =45мм (данные серий-
ного НШ-32УК). Результаты расчета представлены
в таблицах 7 и 8.

Òàáëèöà 7 — Çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ
ïðè îïòèìèçàöèè ÍØ ñ d

a 
=55 ìì è a

w
 =45 ìì

Òàáëèöà 8 —Ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ
çóá÷àòîãî çàöåïëåíèÿ äëÿ ÍØ

ñ d
a
 = 55 ìì è a

w
 = 45 ìì

Обозначение параметра    Математическая модель

da, мм 55
db, мм 37,59
df, мм 32,495
aw, мм 45
αw, ° 33,35
X 0,672
Xmin 0,705
ha* 1,173
c* 0,25

Анализ представленных результатов в таблицах 7
и 8 показывает, что не выполняется условие X>Xmin,
что свидетельствует о том, что переходная кривая пе-
ресекает главную поверхность и происходит подре-
зание зубьев нарезаемой шестерни. В большинстве
случаев подрезание является нежелательным явле-
нием, поскольку это ведет к снижению изломной
прочности зубьев и в отдельных случаях к уменьше-
нию значения коэффициента перекрытия. Методика
оценки геометрии подрезанных зубьев изложена в
работе [10]. Таким образом, результаты расчета по
предложенной математической модели зубчатого за-
цепления хорошо коррелируют с результатами расче-
та в программе “Компас”, что свидетельствует о ма-
тематическом подобии моделей. Ранее было отме-
чено, что при расчете в программе “Компас” цилинд-
рических зубчатых передач наружного зацепления
коэффициент граничной высоты равен двум коэффи-
циентам высоты головки зуба hl*=2·hа*. Также полу-
ченное подобие математических моделей свидетель-
ствует о том, что формула для расчета минимально-
го коэффициента смещения Хmin определяется по
уравнению (20), а не согласно уравнению (19).
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В таблице 8 при ha*=1,173; Z1=Z2= 8, α=20° по-
лучено значение Хmin=0,705. Но исходный контур не-
стандартный и если полагать hl*=2,25 а не 2·hа* =
=2,346, то значение Х = 0,672 >Хmin= 609. Однако в
программе “Компас” расчет геометрии рассматрива-
емого НШ (таблица 8) показывает подрезание зубь-
ев шестерни и построение геометрического объекта
для последующего исследования гидродинамических
процессов нуждается в дополнительной коррекции
геометрических данных.

Выводы
1. Проведенный обзор работ показывает, что ре-

шение задач многокритериального проектирования с
использованием метода исследования пространства
параметров шестеренных насосов  является одним из
актуальных научных направлений в теории и практике
разработки современных шестеренных насосов.

2. На основе предложенной математической моде-
ли шестеренного насоса рассмотрена постановка и ре-
шение задачи многокритериальной оптимизации насоса
с учетом параметрических, функциональных и критери-
альных ограничений для шестеренного насоса с пара-
метрами близкими  к насосу типа НШ-32УК.

3. Проведено сравнение результатов: расчета с
использованием предложенной математической мо-
дели зубчатой передачи и расчета в программе  "Ком-
пас" российской компании Аскон. Определены следу-
ющие отличия программы "Компас":

- при расчете цилиндрических зубчатых передач
внешнего зацепления коэффициент граничной высо-
ты отсутствует в задании исходных данных и по умол-
чанию принят равным двум коэффициентам высоты
головки зуба hl* = 2·hа*, что справедливо лишь для
частного случая hа* = 1;

- расчет выполняется без учета бокового зазора.
4. Так как для НШ практически неприемлемо от-

сутствие бокового зазора, то следует задать межо-
севое расстояние с приращением. Величина этого
приращения позволит получить необходимый зазор
для обеспечения работоспособности зубчатого зацеп-
ления качающего узла. При этом следует выполнить
повторный расчет в программе “Компас” с заданным
приращением.
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БАГАТОКРИТЕРІАЛЬНЕ ПРОЕКТУВАННЯ
КАЧАЮЧОГО ВУЗЛА ШЕСТЕРЕННОГО
НАСОСA ЗОВНІШНЬОГО ЗАЧЕПЛЕННЯ

З.Я. Лур’є, В.М. Соловйов, А.І. Гасюк

Проаналізовано питання багатокритеріального
проектування в області конструювання шестеренних
насосів зовнішнього зачеплення, заснованого на по-

єднанні багатокритеріальної оптимізації параметрів
зубчастого зачеплення качаючого вузла. Застосуван-
ня кореляційного аналізу дозволило глибше оцінити
постановку оптимізаційної задачі в частині вибору:
призначених критеріїв і їх числа, інтервалів парамет-
ричних і критеріальних обмежень, варійованих пара-
метрів і в цілому уточнити постановку завдання.

Проведено порівняння результатів: розрахунку з
використанням запропонованої математичної моделі
зубчастої передачі та розрахунку у програмі “Компас”
російської компанії Аскон. Рішення завдання багато-
критеріального проектування з використанням мето-
ду дослідження простору параметрів шестеренних на-
сосів є одним з актуальних наукових напрямів у теорії
та практиці розробки сучасних шестеренних насосів.
Наведено конкретний приклад стосовно до насоса з
робочим об'ємом 32 см3 і тиском 16 МПа.

Ключові слова: багатокритеріальної оптимі-
зації, параметричні, функціональні та крітеріальні
обмеження, кореляційний аналіз.
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MULTICRITERIA DESIGN PUMPING
UNIT GEAR PUMP WITH EXTERNAL
ENGAGEMENT

Z.Y. Lurie, V.M. Soloviev,  A.I. Gasyuk

This article discusses the design of multicriteria in
the design of gear pumps, external engagement, based
on a combination of multicriteria optimization
parameters gearing pumping unit. Application of
correlation analysis to evaluate the deeper formulation
of the optimization problem in terms of selection:
criteria and their assigned number, spacing and
parametric criterion restrictions of varying parameters
and generally clarify the statement of the problem.

Comparison of the results: calculation using the
proposed mathematical model and calculation of gear
in the “Compass”  company Ascon.  Solution to the
problem of multi-design study using the parameter space
gear pump is one of the important research directions
in the theory and practice of the development of modern
gear pumps. The concrete example with reference to the
pump displacement of 32 cm3 and a pressure of 16 MPa.

Key words: multicriteria in the design, number,
spacing and parametric criterion, calculation of gear,
correlation analysis.


