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ANALYSES OF AN EXPERIMENT WITH EASILY PENETRABLE ROUGHNESS
IN PLANE DUCT AND RELEVANT TURBULENCE MODELS

Для одновимірної геометрії потоку проаналізовано недавні експериментальні дані трьох різних авторів
для турбулентного потоку у гідравлічному лотці з протяжною системою високих стержнів біля дна (легкоп-
роникної шорсткості). Виражено сумнів щодо універсальності використаних ними внутрішніх масштабів.
Обробка експерименту не може відповісти на це питання повністю, потрібний теоретичний розгляд. Запро-
поновано дві прості алгебраїчні гіпотези для турбулентності усередині загальмованого потоку (тобто в лег-
копроникній шорсткості) і стільки ж для потоку над нею. Вплив легкопроникної шорсткості моделюється за
допомогою розподіленої масової сили. Остання приймається пропорційною квадрату локальної швидкості при
значних числах Рейнольдса Re’, або лінійно залежною від швидкості при малих Re’. Так виникають дві моделі
для власне ЛПШ, ЛПШ2 і ЛПШ1 відповідно. Комбінації гіпотез для зовнішнього (вільного) потоку, для внутріш-
нього і для шару перешкод дають 8 різних математичних моделей досліджуваного ЛПШ-потоку, які вивча-
ються переважно аналізом розмірності. Він дозволяє знайти кілька масштабів довжини і швидкості; деякі з
них “універсалізують” ЛПШ2-потік, інші — ЛПШ1-потік. Ці теоретичні висновки підтверджуються даними
експерименту, але точність і неповнота останніх не дозволяє віддати перевагу будь-якій з моделей над інши-
ми. Робота має практичне значення для гідравліки, розрахунку бризкальних систем, екологічних проблем ат-
мосферних течій і прибережних водних течій.

Ключові слова: легкопроникної шорсткості, течії над лісом, у гідравлічних лотках, турбулентності усере-
дині загальмованого потоку.

Вступ
Західні метеорологи та гідравліки вже більш як 50

років досліджують течії над лісом або сільськогоспо-
дарським полем, у руслах з високою рослинністю та мо-
делюють їх, зокрема, у гідравлічних лотках. Такі потоки
отримали назву canopy flows. Запропоновано узагальне-
но теоретичну концепцію, яку названо легкопроникною
шорсткістю (ЛПШ). Рисунки 1 і 2 дозволяють зрозумі-
ти, як утворюється такий потік.

Головними об’єктами закордонних досліджень ли-
шаються структури у вигляді лісу [1,2,4,6], рослинність

у водному потоці [1,7-9], та додались міська забудова
[5], або кластери вітрових агрегатів [1], деякі гідравлічні
конструкції [10,11], та навіть такі незвичні об’єкти, як
“щітка”, що обертається у потоці [12]. На підставі зібра-
них публікацій, що включає 250 статей, оглядів та моно-
графій від початку canopy-досліджень до 2010 р., підра-
ховано “частоту” їхнього виходу у світ у ті чи інші
трирічні інтервали. Результати представлено на рисунку
3. Він свідчить про стрімке зростання зацікавленості
науки до вивчення ЛПШ останніми роки. Сьогодні на
canopy-потоки звернули увагу й міжнародні журнали най-
вищих наукових щаблів [3–5].

Рис. 1. Схема фрагмента ЛПШ на дні лотка 

Рис. 2. Схема напірного потоку у плоскій 

трубі 

Ðèñóíîê 1 — Ñõåìà ôðàãìåíòà ËÏØ íà äí³ ëîòêà Ðèñóíîê 2 — Ñõåìà íàï³ðíîãî ïîòîêó ó ïëîñê³é òðóá³
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Отримано багато експериментальних результатів.
Проте, вони переважно відносяться до натурних умов або
отримані в аеродинамічному каналі. І лише у трьох [16–
18] працях визначено умови лабораторного лотку. Тео-
ретичні дослідження [1–4, 6,19] та інші хоча й випробу-
вали майже всі моделі турбулентності, питання “кращої”
лишається відкритим, важливі явища, що супроводжу-
ють такий потік, лишаються незрозумілими.

У даній роботі виявлялись загальні властивості
ЛПШ-потоків шляхом розгляду їх у найпростіших гео-
метричних умовах плоского каналу, відповідні експери-
ментальні дані перетворено до нових змінних, що дає тео-
рія. У результаті отримано кілька універсальних вис-
новків.

Постановка експерименту
Більшість дослідників приймають легкопроникну

шорсткість (canopy) у вигляді жорсткої (незмінної)
структури — численних рядів стержнів вздовж потоку,
як показано на рисунку 1. Таку ЛПШ  раніше досліджу-
вали експериментально в аеродинамічній трубі [13–15],
оскільки її легко створити. Організація потоку була та-
кою, що ЛПШ знаходилася в умовах пограничного шару,
тобто Uh(x), τh(x) та U.(x) змінювалися вздовж потоку
(тут Uh(x) швидкість на рівні ЛПШ  z = h, τh(x) тертя на

ньому, 
 

ρ
τ 0=)x(U

*
 — динамічна швидкість для умов

пограничного шару, τ0  — тертя на поверхні). Досвід по-
казав [13–15], що виявити експериментальні константи з
такого експерименту вкрай важко. Тому досліджували
турбулентній потік у більш простій геометрії — в умо-
вах напірного одновимірного потоку, який зазвичай ви-
никає у плоскій трубі або у гідравлічному лотку. Висота
“шару стержнів” (рисунок 3), складає 30—70% повної
ширини потоку 2H , у чому полягає оригінальність такої
задачі. Експерименти [16—18] проведено саме в таких
умовах, як схематично показано на рисунку 2.

Причиною руху рідини є поздовжній градієнт тиску
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. Така геометрія є однією з ключових

у механіці рідини. За названих припущень треба знайти
розподіли швидкості й тертя поперек потоку (оскільки

він одновимірний, то 
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τ ) за заданими гео-

метричними розмірами каналу й ЛПШ H і h, властивос-
тями рідини ρ і υ, градієнту тиску p’ та іншими конструк-
тивними параметрами ЛПШ. Тоді динамічна швидкість
є незмінною вздовж каналу i визначається як
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Задача “з вільною поверхнею” у гідравлічному лотці
є повністю аналогічною. Структура на рисунках 1 та 2,
що вивчається, характеризується не лише висотою h, а
також міделевою площею Si її окремих елементів (пе-

решкод), їхнім коефіцієнтом опору cx ≈ 10 та щільністю
(кількістю в одиниці простору). Щільність ЛПШ з
стержнів можна характеризувати “щільністю встановлен-
ня” на площадці  S = ab,
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Доля простору, що зайнятий перешкодами у потоці,
складає
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Оскільки у практичних задачах відстань між стерж-
нями є не меншою за чотири їх діаметри 2r, то отримaємо
 %6<ε . Це й дає підстави вважати такі структури “лег-
копроникними” для потоку.

Незважаючи на розмаїття ЛПШ-структур — ліс, во-
дорості у потоці, краплі бризкальних систем охолоджен-
ня, технічні структури тощо [1–12], у відповідних тео-
ретичних роботах вводять один й той самий безрозмір-
ний параметр, що характеризує гідродинаміку ЛПШ, а

саме  )(
x nScA 2

2
1= . Наступна теорія доводить, що це ви-

правдано. Далі, всі експериментуючи з ЛПШ приймають
“за інтуїцією", що потік у загальмованій частині підко-

ряється “універсальному закону” 
 

)A
h
z(Û

U
U

h
;= , тобто не

залежить від жодного параметру задачі окрім A. Чи вірно
це, повну відповідь може дати лише теорія. Розглянемо
результати експериментів.

Аналіз експерименту
Найбільше відповідають даній постановці задачі

експерименти Dunn, Lopez, Garcia [17], Tsujimoto,
Shimizu etc. [18] та Poggi, Porporato etc. [16], які було
проведено у відкритих гідравлічних лотках. На дні лотків
було встановлено стержневі структури, як на рисунку 1.
Висота вільної поверхні потоку складала лише 1,2–1,5
висоти структури h, тобто “шорсткість” набагато вище
за класичну [21, 22]. Розміри лотків та ЛПШ-структур,
досліджені витрати води у названих авторів різняться, і
отже, маємо доволі багатий матеріал з 25 експериментів.

Експериментатори вимірювали розподіли величин

U(z), τ (z) як кореляцію  'W'Uρ−  та інші пульсаційні

характеристики   )z('U'U  та  )z('W'W . Виникає насам-
перед питання, що розуміти під “профілем” тієї чи іншої
величини, зважаючи на дискретну структуру ЛПШ та, як
наслідок, певну дисперсію вимірюваних значень. Згідно
з [4, 6], вони мають представляти “середнє за просто-
ром”, задля чого проводили виміри на кількох вертика-
лях та обчислювали потім “середній” профіль. Звідси зро-
зуміло, які це були складні і тривалі експерименти. Лише
дані [17] вдалося отримати у цифровому вигляді, а [16,
18] приходилося сканувати та обраховувати. У подаль-
шому дані Tsujimoto нумеруються A11, A12, ..., A72, R71
та R72 у відповідності з їхніми позначеннями [18] та про-
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водяться штриховою лінією; профілі Garcia позначають-
ся як G1–G12 (нумерація з [18]) і проводяться пункти-
ром; профілі Poggi позначаються D1, D2, ..., D5 [16] та
проводяться суцільною лінією. Крім того, задля вияв-
лення залежностей від щільності ЛПШ  nShcA x2

1= , дані
розділені на 6 груп з близькими значеннями щільності.
Маємо групи дослідів:

• A = (1,61–1,67) 10-2 — (досліди D1, G6 та G7) —
група № 1,

• A = (3,24–3,63) 10-2 — (досліди D2, G10 та G11)
— група № 2,

• A = (6,43–6,45) 10-2 — (G1 -:- G5, D3) — група № 3,
• A = 8,67 10-2 — (A11, A12, A31, A32, A71 та A72)

— група № 4,
• A = (13,0–14,5) 10-2 — ( D4, G8 та G9) — група № 5,
• A = (20,5–25,0) 10-2 — (R41, R43 та D5) — група № 6.
Досліди у гідравлічному лотці, так само як у напірно-

му каналі, відрізняються від таких у пограничному шарі
тим, що:

- витрата рідини Q крізь перетин є постійною і легко
вимірюється; за нею обчислюється середня швидкість
 

HL
QU

y
=cp ;

- безпосередньо за перепадом тиску  
xL

pp'p 12 −=

знаходиться величина  gHi'Hpw ρτ =−= (у каналі безз
ЛПШ вона трактується як тертя на стінці і, взагалі кажу-
чи, добре корелює з такою, що можна отримати з пуль-
саційних вимірів);

- легко обчислюється коефіцієнт гідравлічного опо-
ру каналу λ, який є додатковою величиною для порівнян-
ня з теорією.

Первинний аналіз даних. Вихідні експериментальні
дані представлено на рисунку 4. Слід звернути увагу на
чіткий “злам” профілів тертя (праворуч) на границі ЛПШ
z = h, що має місце в усіх експериментах і що збігається
з розрахунковими розподілами. За цими даними обрахо-
вано і наведено у підпису до рисунку “локальне число
Рейнольдса” (за радіусом перешкоди r). За його значен-
нями бачимо, що усередині ЛПШ може мати місце як
ламінарний, так і турбулентний режими обтікання пере-
шкод. Підрахувавши витрати рідини, отримуємо “глобаль-

не число Рейнольдса” 
 

ν
rURe' 2

= ; воно свідчить, що ла-

мінарний режим усередині ЛПШ поєднується з турбу-
лентним режимом для усього потоку. Зауважимо, що й
внутрішній ламінарний режим водночас пов’язаний з вих-
роутвореннями усередині ЛПШ, як показано на рисунку
5. Рівень пульсацій, виміряних усередині ЛПШ, 12–45%
підтверджує складність процесів у шарі перешкод. Про-
те, розмірні профілі рисунку 4 не дозволяють виявити
хоч якісь закономірності. Для цього розглянемо окре-
мо внутрішню й зовнішню частини потоку.

Внутрішня частина потоку. За виміряними вели-
чинами легко визначити “швидкість ковзання” Uh =U(h)

в кожному окремому експерименті. За допомогою цих
величин внутрішні частини профілів осередненої швид-
кості представимо у координатах

 

hU
UÛ = ,              .                                                        (1)

Результат показано на рисунку 6, з якого видно, що
усі експериментальні точки з близькими значеннями
щільності А (з однаковими номерами-кольорами) міс-
тяться близько до одного профілю. Перетворення (1)
звичайно проводять, через те що відповідні масштаби h
та Uh з (1) “універсалізують” потік. Та чи є це законо-
мірністю чи випадковістю експеримент не відповідає,
визначити можна лише теоретично, як це показано далі.

На рисунку 6 слід звернути увагу, що внутрішні
профілі швидкості відображають гальмуючу дію пере-
шкод на потік. Вона тим сильніша, чим більша щільність
(від 1 до 6). На цих профілях присутня точка перегину,
де кривизна змінює знак. Теорія Раупаха, Фіннігана, Шоу
[4, 6, 1] з її наявності виводить нестійкість руху з таким
розподілом, породження хвиль Кельвіна–Гельмгольця та
виникнення особливих когерентних вихорів.

Зовнішня частина потоку. Зовнішні частини про-
філів швидкості прийнято апроксимувати у вигляді ло-
гарифмічної залежності
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в якій треба одночасно знаходити значення U та d і z0. Це
доволі складна задача, де другий параметр (висота ви-
тиснення) та третій (параметр шорсткості) чутливі до
похибок. Замість (2) пропонуємо будувати профілі
відносного дефекту швидкості, для якого надамо виг-
ляд на підставі (2)
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де U0 = U(H) швидкість на осі каналу. Випливає, таким
чином, що зовнішні частини профілів швидкості підко-
ряються зовсім іншій універсальності. Підгонка до тео-
ретичних кривих (3) дозволяє легко визначити емпірич-
ний параметр d; він виявляється важливою характерис-
тикою ЛПШ, потрібною для розрахунку турбулентного
режиму [20]. Рисунок 7 надає теоретичні профілі дефек-
ту швидкості (1), суцільні криві, та експериментальні точ-
ки; підбором d можна до них наблизитися.

Розподіли тертя над ЛПШ (праворуч, рисунок 4) є
лінійними, як це було у каналі з гладкими стінками. Та
рисунок 8 співставляє тертя з кореляцією  h|'W'U ><
над шорсткістю z = h. Знайти розподіл тертя у середині
ЛПШ в упорядкованому вигляді можна лише за допо-
могою теоретичних залежностей [20].

Теоретичне дослідження
Теоретичний опис потоку, що взаємодіє з тою чи

іншою ЛПШ, отримують з рівнянь Нав’є–Стокса та не-

 
h
zẑ =
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Рис. 4. Вихідні розмірні профілі осереднених швидкості (ліворуч) та турбулентного тертя (праворуч), 
що отримано в експериментах: 

(а) Tsujimoto [22], серії A і R (локальні та глобальні числа 500100÷=Re' , 3
cp 10308Re ⋅÷= )( );  

(б) Garcia [21] ( 0004900Re ÷=' , 3
cp 1026056Re ⋅÷= )( ) і  

Ðèñóíîê 4 — Âèõ³äí³ ðîçì³ðí³ ïðîô³ë³ îñåðåäíåíèõ øâèäêîñò³ (ë³âîðó÷) òà òóðáóëåíòíîãî òåðòÿ (ïðàâîðó÷),
ùî îòðèìàíî â åêñïåðèìåíòàõ:

(à) Tsujimoto [22], ñåð³¿ A ³ R (ëîêàëüí³ òà ãëîáàëüí³ ÷èñëà  500100÷=Re' ,  3
cp 10308Re ⋅÷= )( );

(á) Garcia [21] ( 0004900Re ÷=' ,  3
cp 1026056Re ⋅÷= )( ) ³

(â) Poggi [20] ( 900200Re ÷=' ,  3
cp 10180Re ⋅≈ ).
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розривності, що діють між горизонтальними стінками
каналу  Hz 20 ≤≤ . ЛПШ на обох стінках однакова, тому
задача симетрична і її розглядають в області  Hz ≤≤0 .
Та в її частині hz ≤≤0 , що зайнята ЛПШ, рівняння
Нав’є–Стокса включають “силові” члени, що моделю-
ють дію ЛПШ, [1-15]. Рівняння суттєво спрощуються
завдяки одновимірній геометрії потоку і приймають на-
ступну формy
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.                                    (4)

Масова сила f відображає вплив ЛПШ та виникає як
результат великої кількості впливів від окремих пере-

шкод  едFnf = , де 
 

h
nn

)( 2
=  їх концентрація [1–4, 9–

11, 13–15], а сила на одиничний циліндр Fед потребує пев-
них фізичних припущень.

Аналіз експерименту свідчить, що значення ло-
кального числа Рейнольдса 'Re , який визначено за роз-
міром окремої перешкоди, може відповідати як ламі-
нарному,  ]500100[Re ,'∈ , так і турбулентному режимам,
 ]2000500[Re ,'∈ . Сказане дає привід розглядати локаль-
ну силу, діючу на потік від окремої перешкоди як за
квадратичним законом, так і за лінійним, а саме
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Відповідно, отримуємо лінійний або квадратичний
закон для масової сили f у рівнянні руху (4).

Граничні умови до (4) — звичайні, тобто прилипан-
ня рідини на дні та симетрія на осі потоку,

 00 == Uz ,    0=
∂
∂

=
z

UHz  .                            (6)

Очевидно, що потрібно також враховувати умову
спряження “верхнього” розв’язку з “нижнім”

 )0()0( +=− hUhU ,   )0()0( +=− hh ττ .
Формально-математичним аналізом виявляється, що

для однозначного розв’язку “ламінарної” задачі цієї умо-
ви достатньо. Вона означає неперервність розподілу
швидкості і тертя τz, та дозволяє “зламаний” характер ос-

таннього  
00 +=−= ∂

∂≠∂
∂

hzhz zz
ττ , що підтверджується

експериментом (рисунок 4). Для “турбулентної” задачі
може стати потрібною ще одна [20].

Турбулентне тертя у потоці  ,...)U,z(τ  задаємо за
формулою Бусінеска

 

zd
UdVU

T
νρρτ >=′′<−= ,                                    (7)

та це потребує певної параметризації турбулентної (вих-

рової) в’язкості  ,...)U,z(
TT

νν = .
Моделі турбулентності над ЛПШ. У вільній від пе-

решкод частині потоку  ][ H,hz ∈  можна прийняти гіпо-
тезу перемішування Прандтля

 
,

dz
dUl

T
2=ν                                                              (8)

зі шляхом перемішування, що узагальнює формула
Міліонщикова

  ( ) H
z)hz(ll −−+= 10 κ ,                                   (9)

 
 

h
Df

lH
hl)h(l =−= 10 ,

або за Карманом

Ðèñóíîê 5 — Â³çóàë³çàö³ÿ Poggi [16] âèõðîâîãî ïîòîêó
â øàð³ ËÏØ

Рис. 5. Візуалізація Poggi [16] вихрового 

Рис. 6. Внутрішні частини профілів швидкості [16-18] у координатах (1) демонструють 

1 
2 

3 

4 5 

6 

Ðèñóíîê 6 — Âíóòð³øí³ ÷àñòèíè ïðîô³ë³â øâèäêîñò³
[16–18] ó êîîðäèíàòàõ (1) äåìîíñòðóþòü óí³âåð-

ñàëüí³ñòü, òîáòî çàëåæí³ñòü ëèøå â³ä ïàðàìåòðó A:
³ç çá³ëüøåííÿì íîìåðó (òîáòî A) ãàëüìóâàííÿ

ïîòîêó ñèëüí³øå
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Рис. 7. Відносний дефект швидкості для досліду А11 

d

Рис. 8. Перевірка на лінійність зовнішніх частин 

)z('W'U
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zd
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zd
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l κ=
.                                                             (10)

Обидві моделі пристосовані до врахування потоку
унизу.

Моделі турбулентності у середині ЛПШ. Пере-
віримо два найпростіших з вже відомих замикань.
Ordway [2,3] і Гаєв [14,20,1] припускали сталість вихро-
вої в'язкості

  ]0[
0

h,z,
TT

∈=νν .                                       (11)

Наступним за складністю припущенням, таким, що
досі ще використовується, є модель Inoue [23] про
сталість шляху перемішування у середині загальмованого
потоку

 hll == const ,  ]0[ h,z ∈ .                                       (12)
Будь-яка з цих гіпотез внутрішнього потоку у по-

єднанны з кожною з наведених гіпотез зовнішнього по-
току рывнянь (8)–(10) утворює закінчену модель тур-
булентності, що дозволяє повністю побудувати розв’я-

Ðèñóíîê 7 — Â³äíîñíèé äåôåêò øâèäêîñò³ äëÿ äîñë³-
äó À11 [18] (òî÷êè) òà ï³äá³ð äî íèõ òåîðåòè÷íîãî

ïðîô³ë³ (êðèâ³) çàäëÿ îòðèìàííÿ d

Ðèñóíîê 8 — Ïåðåâ³ðêà íà ë³í³éí³ñòü çîâí³øí³õ ÷àñòèí

ïðîô³ë³â êîðåëÿö³¿ )z('W'U  äëÿ óñ³õ åêñïåðèìåíò³â

Ðèñóíîê 9 — Ïðîô³ë³ øâèäêîñò³ ÷åðåç âåñü êàíàë
ó ïîð³âíÿíí³ ç åêñïåðèìåíòîì

Ðèñóíîê 10 — Ïðîô³ë³ òåðò³ ÷åðåç âåñü êàíàë
ó ïîð³âíÿíí³ ç åêñïåðèìåíòîì
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зок. Маємо загалом чотири моделі, які можна називати
моделями Прандтля–Ordway (9),(11), Прандтля-Inoue
(9),(12), Кармана–Ordway (10),(11) і Кармана–Inoue
(10),(12) відповідно. Та мета дослідження не на тому,
аби побудувати розв’язок математичної задачі, а на тому,
щоб встановити загальні закономірності турбулентного
потоку з ЛПШ, з’ясувати, наскільки відмінними є вис-
новки різних моделей, та чи обґрунтовують вони ті уні-
версальності, що виявляє експеримент. Модельні кое-
фіцієнти lh і vT0  виконують роль емпіричних сталих.

Важливо виявити також, як впливає на результат
лінійність або квадратичність сили (5), що моделює
ЛПШ. Це дає загалом вісім крайових задач для звичай-
них диференційних рівнянь другого порядку. Головним
інструментом є безрозмірний аналіз і пошук перетворень
(масштабів задачі), що універсалізують задачу.

Масштаби потоку
Кожна з восьми задач включає не менше ніж 7 фізич-

них параметрів: H та h, ρ та v, p’ (замість градієнту тиску

можна використати 

ν
HU*

* =Re ),   (або складові цьогоо

комплексу n, S та cx або k) та одну з експериментальних
сталих  

0T
ν  або lh. Перехід до безрозмірних змінних доз-

воляє, як відомо, зменшити кількість суттєвих пара-
метрів. Крім того, саме цей прийом дозволяє отримува-
ти результат у найбільш узагальненому вигляді. Важли-
во, що водночас визначаємо фізично змістовні масшта-
би гідромеханічних процесів.

Для задач “канальних” та пограничного шару корис-
туються динамічною швидкістю, що визначається як

 

ρ
H'pU* −= .                                                         (13)

Можна сконструювати й інші масштаби швидкості.
Маємо разом:

 *UW = ,  
 

ρν2

2H'pUW л −== ,

де передостанній — швидкість на осі каналу за умов ла-
мінарного режиму.

Геометричний масштаб можна обрати як один з

 

*
* U

LL ν
== ,       HL = , або  hL =

для потоку в середині ЛПШ. У залежності від вибору
таких маємо різні безрозмірні змінні:

 

*U
UU =+ ,     

лU
UU = ,      

hU
UÛ =  ,                    (14)
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H
zz = ,        

h
zẑ = .                          (15)

Перевіремо, які з цих масштабів і змінних найбіль-
ше спрощують поставлені задачі, найбільше зв’язують
параметри задачі у безрозмірні комплекси. Перш за все,

очевидно, що масштаби потоку над ЛПШ мають від-
різнятись від таких для загальмованого потоку. Для гіпо-
тези Кармана (4), (5), (8), (10) профіль осередненої
швидкості отримуємо у вигляді
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Але надати фізичного змісту параметрам С1і С2 не
вдається. Гіпотеза Прандтля (8), (9) веде до більш зруч-
ного розподілу
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Новий параметр  hz  нагадує коефіцієнт шорсткості

 0z , однозначно пов’язаний з гіпотетичною величиною

lh, 
 

H
lz hh κ=  . Незважаючи на різний вигляд профілів, що

отримано, вони дають близькі результати протягом на-
ближення ними експериментальних даних. Таким чином,
жодна з названих гіпотез не дає переваги, як це було у
гладких та звичайних шорстких трубах та каналах [21, 22].
Також обидві вони призводять до висновку про універ-
сальність відносного дефекту швидкості, що у випадку
залежності (16) набуває теоретично вигляду
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та залежить від одного параметру.
Потік у середині ЛПШ виявляється залежним ще від

типу ЛПШ, квадратичної чи лінійної залежності від
швидкості потоку.

Квадратична ЛПШ2. У більшості публікацій за-
лежність локальної сили від швидкості обтікання пере-
шкод вважають квадратичною (друга строчка в (5)). Роз-
глянемо як приклад крайову задачу, що відповідає мо-
делі Ordway (4)–(7), (11). При цьому вибір моделі над
ЛПШ Прандтля чи Кармана значення не має. Із змінних
(14) та (15) жодна пара не дає універсального рівняння.

Лише пара  { }+Uz,  призведе до універсального рівняння

руху  
 21 )U(

h
A

zd
d ++−=

τ , хоча й не універсальної реологіч-

ної залежності 
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τ . Та можна показати, що у

внутрішніх змінних   розв’язок виглядає як
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тобто залежність від  *Re  суттєво зменшена.
А як вплине на властивості розв’язку припущення

Inoue (12)? Із змінних (14), (15) лише пара  { }+Uz,  при-

 hUW =
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зведе до найпростіших рівнянь, які до того ж від  *Re  не
залежать:
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Звідси висновок, що внутрішні масштаби мають бути
повністю універсальними для розподілів швидкості

 ( )h
h

l,hẑ
U
UÛ A,;Ф== .

Цей та попередній висновки отримано без розв'язу-
вання відповідних граничних задач,за допомогою мате-
матичного середовища MATLAB.

Лінійна ЛПШ1. З експерименту відомо, що за-
лежність сили (5) від локальної швидкості складніша, ніж
квадратична.  Тому має сенс розглянути залежності іншо-
го виду, і в першу чергу — лінійну залежність. Дану мо-
дель ЛПШ, на відміну від попередньої, позначимо індек-
сом “1”. Головне для даної роботи питання — чи має
місце універсальність внутрішніх змінних та які масш-
таби управляють таким потоком.

Перевірено, що змінні (14), (15), що підходили для
ЛПШ2, тепер не годяться. Найкращими масштабами є
 { }лUH , . У них гіпотеза Ordway (11) призведе до рівнянь
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Останні дають наступний аналітичний розв'язок:
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де  
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12

Т

A
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χ = . Дана задача для ЛПШ1 має точний аналі-

тичний розв’язок, на відміну від попередніх, які потре-
бують наближеного чисельного підходу. Звідси легко
отримати, що розподіли швидкості у внутрішніх коор-
динатах (1) універсальні.

Остаточні висновки з даного розділу полягають у
тому, що зовнішній та внутрішній потоки у каналі з ЛПШ
підкоряються різним масштабам. Деякі припущення
щодо турбулентності доводять точно, що універсальність
внутрішніх розподілів швидкості має місце. За інших
припущень така універсальність менш виражена, вона
зберігає певну залежність від Re*.

Спряження розв'язків. Вище поділено потік на
внутрішній, загальмований в ЛПШ, та на зовнішній, вільний
від перешкод. Отже, як виглядає цільний розв’язок y повній
області ]0[ H,z ∈ . При цьому розподіл швидкості U(z) і
тертя τ(z) мають бути неперервними на рівні ЛПШ z=h
згідно з наведеною вище умовою спряження.

Оскільки для двох потоків, що взаємодіють, викори-
стано різні безрозмірні змінні (14), (15), то треба визна-
читись із спільними масштабами для потоку в цілому.

Візьмемо першу пару з наведених. Рисунки 9 та 10 показу-
ють такі розподіли у порівнянні з двома експериментами
[17]. У кожному з дослідів відносна висота ЛПШ   була
різною  

H
hh =  і показана короткою штриховою лінією з

відповідним значенням  h . Емпірична стала згідно з модел-
лю Ordway-Прандтля, підібрана як  1100T0 =ν . Отже, роз-
рахунок загалом передає монотонне зростання швидкості
та її перегин у шарі перешкод. Присутнє помітне виперед-
ження заміряних значень у порівнянні з розрахунком. Це
можна пояснити двома причинами: неточністю вимірів у
повільному потоці та недоліками теорії, що не повною
мірою відповідає реальним процесам з участю вихорів (ри-
сунок 5) між перешкодами. Так само експериментальні
профілі тертя відрізняються від розрахункових. На це є ще
одна причина: під експериментальною величиною розумі-
лася кореляція пульсацій  >′′< VU , яка лише наближено по-
в’язана з похідною швидкості згідно (7). Такі недоліки при-
таманні поки що всім теоретичним розрахункам ЛПШ-по-
токів [2-4]. Та для наближених розрахунків наведену тео-
рію використати можна.

Висновки
На відміну від більшості робот з ЛПШ (canopy), роз-

глянуто найпростішу геометрію потоку і кілька алгебраїч-
них моделей турбулентності до неї, що пристосовують та
узагальнюють відомі моделі інших авторів. Для перевірки
останніх відібрано три наявних експериментальних роботи
у гідравлічному лотці з високою системою стержнів (ЛПШ)
біля дна, що найбільше відповідають постановці теоретич-
ної задачі. Цей експериментальний матеріал підтверджує
головні теоретичні висновки, зроблені на підставі теоре-
тичних моделей. Виявилося, що будь-які ЛПШ такого роду
дійсно можна характеризувати єдиним параметром
щільності  nShcA x2

1= . Теоретичні моделі свідчать про
доцільність використання внутрішніх змінних (1) , та вод-
ночас показують, що можлива їх неуніверсальність для
малих локальних 'Re  у випадку ЛПШ1, або навпаки для ве-
ликих  'Re  (ЛПШ2). З них випливає також універсальність
(3) для зовнішній частини потоку

Результати даної роботи мають практичне значення
для технічної гідравліки, для розрахунку бризкальних
систем охолодження [1,13,14], задач екології повітря-
ного басейну та прибережної зони країни [24].
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УДК 532.54

АНАЛИЗ ЭКСПЕРИМЕНТА С ЛЕГКОПРОНИ-
ЦАЕМОЙ ШЕРОХОВАТОСТЬЮ В КАНАЛЬНОМ
ПОТОКЕ И СООТВЕТСТВУЮЩИЕ МОДЕЛИ ТУР-
БУЛЕНТНОСТИ

Е.А. Гаев

Для одномерной геометрии потока проанализированы
недавние экспериментальные данные трех различных авто-
ров (Tsujimoto  e.a. 1992, Dunn, Lopez, Garcia M. 1996,
Poggi e.a. 2004) для турбулентного потока в гидравличес-
ком лотке с протяженной системой высоких стержней у дна
(ЛПШ). Выражено сомнение относительно универсально-
сти использованных ими внутренних масштабов. Обработ-
ка эксперимента не может ответить на этот вопрос полнос-
тью, необходимо теоретическое рассмотрение.

Предложены две простых алгебраических гипотезы
для турбулентности внутри заторможенного потока, и
столько же для потока над нею. Влияние ЛПШ моделиру-
ется посредством распределенной массовой силы. После-
дняя принимается пропорциональной квадрату локальной

скорости при значительных числах Рейнольдса Re’, либо
линейно зависящей от скорости при малых Re’. Так возни-
кают две модели для собственно ЛПШ, ЛПШ2 и ЛПШ1
соответственно. Комбинации гипотез для внешнего (сво-
бодного) потока, для внутреннего и для слоя препятствий
дают 8 различных математических моделей для исследуе-
мого ЛПШ-потока, которые изучаются преимущественно
анализом размерностей. Он позволяет найти несколько мас-
штабов длины и скорости; некоторые из них „универсали-
зируют” ЛПШ2-течение, другие — ЛПШ1-течение. Эти те-
оретические выводы подтверждаются данными экспери-
мента, но все же точность и неполнота последних не по-
зволяет предпочесть какую-либо из моделей другим. Ра-
бота имеет практическое значение для гидравлики, расчета
брызгальных систем, экологических проблем атмосферных
течений и прибрежных водных течений.

Ключевые слова:  легкопроникающая шерохова-
тость, течения над лесом, в гидравлических лотках,
турбулентности внутри заторможенного потока.
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ANALYSES OF AN EXPERIMENT WITH EASILY
PENETRABLE ROUGHNESS IN PLANE DUCT
AND RELEVANT TURBULENCE MODELS

Ye.A. Gayev

For one dimensional flow geometry, recent experimental
data of three different authors for turbulent flow in a hydraulic
flume with an extended system of tall rods near bottom (EPR)
is analyzed (Tsujimoto e.a. 1992, Dunn, Lopez, Garcia M.
1996, Poggi e.a. 2004). With regard to internal flow scales
they used, a certain criticism has been expressed and problem
of flow universal features formulated. Processing of the expe-
riment cannot justify all the hypothesis completely, a
theoretical consideration is so required. Two simplest algebraic
hypotheses for the turbulence within the obstructed layer, i.e.
the EPR, and two over the latter have been suggested. Effects
of the obstructions within the EPR are modeled by means of a
distributed force term. The latter is taken proportional to local
velocity squared for high local Reynolds numbers Re’, and linear
for small Re’ such obtaining two models for actually the EPR
(EPR2 and EPR1 correspondingly). Combination of hypothesis
for the external flow, for the internal one and for the EPR itself
produces eight mathematical models that are investigated from
mainly similarity analysis. Several length and velocity scales
have been found; some make the EPR2 models universal, and
another the EPR1. All the theoretical conclusions are confir-
med by the experiment, but its comprehension and accuracy
do not allow yet to prefer any of them. The work has practical
meaning for engineering hydraulics, spraying cooler perfor-
mance as well as for ecological problems of atmospheric
air flows and coastal water flows.

Key words: easily penetrable roughness, in a hydraulic
flume near bottom, turbulent flow in to a hydraulic flume.


