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ТЕОРЕТИЧНА ФІЗИКО-МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ  

РОЗПОВСЮДЖЕННЯ РІДИНИ, ЯКА ЗНАХОДИЛАСЬ  

У УЯВНОМУ КІСТКОВОМУ ЛОЖІ, ПІСЛЯ УСТАНОВКИ ІМПЛАНТАТІВ  

НА НИЖНІЙ ЩЕЛЕПІ 
 

При формуванні кісткового ложа для імплантату завжди утворюється крововилив в ділянці травмування 

кістки. Кров з кісткового ложа під впливом тиску імплантату, який встановлюють, розповсюджується в 

оточуючу кісткову тканину. Отже наявне одноразове поширення нестислої рідини в пористій кістковій тка-

нини під дією тиску, ініційованого переміщенням імплантату в циліндровому каналі кісткового ложа, який 

спочатку заповнений рідиною. Після проведення розрахунків було доведено, що при формуванні кісткового ло-

жа для імплантату об’єм крові, який розповсюджується з кісткового ложа у кісткову тканину після установ-

ки імплантату, має незмінну масу в кожному рухомому об’ємі. 

Ключеві слова: дентальний імплантат, кісткова рана, крововилив, фізико-математична модель. 
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ  

РАСПРОСТРАНЕНИЯ ЖИДКОСТИ, КОТОРАЯ НАХОДИЛАСЬ  

В ВООБРАЖАЕМОМ КОСТНОМ ЛОЖЕ, ПОСЛЕ УСТАНОВКИ ИМПЛАНТАТОВ  

НА НИЖНЕЙ ЧЕЛЮСТИ 
 

При формировании костного ложа для имплантата всегда образуется кровоизлияние в области травми-

рованния кости. Кровь из костного ложа под давлением имплантата, который устанавливают, распростра-

няется в окружающую костную ткань. Таким образом мы имеем одноразовое распространение несжатой 

жидкости в пористой костной ткани под действием давления, инициированного перемещением имплантата в  
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цилиндровом канале костного ложа, который сначала заполнен жидкостью. После проведения расчетов было 

доказано, что при формировании костного ложа для имплантата объем крови, который распространяется из 

костного ложа в костную ткань после установки имплантата, имеет неизменную массу в каждом движимом 

объеме. 

Ключевые слова: дентальный имплантат, костная рана, кровоизлияние, физико-математическая модель. 
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THEORETICAL PHYSICAL AND MATHEMATICAL MODEL  

OF FLUID, WHICH WAS IN AN IMAGINARY BONE  

BED AFTER IMPLANT PLACEMENT IN THE MANDIBLE 
 

When a bone capacity for the implant is being shaped, there is always hemorrhage forming in the place of injured 

bone. The blood from the bone cavity, affected by the placed implant, spreads into the surrounding bone tissue. Thus, 

there is one-time spread of non-compact liquid in the spongy bone tissue under the pressure, initiated by implant 

movement in cylinder canal of bone cavity which was initially filled with liquid. Having carried out the calculations, it 

was proved that in the process of shaping a bone cavity for the implant, the blood volume which spreads from the bone 

cavity to bone tissue after implant placement, has a fixed weight in every moving volume. 

Key words: dental implant, osteal wound, hemorrhage, physical - mathematical model. 

 

Як відомо, у відповідь на будь-яке оператив-

не втручання, в тому числі і на постановку ім-

плантатів, в організмі людини завжди відбува-

ється реакція тканин як в зоні операції, так і ор-

ганізму в цілому. Особливий інтерес представляє 

реакція кісткової тканини на хірургічне втручан-

ня. Це обумовлене тим, що саме кісткові струк-

тури приймають безпосередню участь в створен-

ні контакту з дентальними імплантатами і в по-

дальшому несуть жувальне навантаження. Існує 

багато аспектів процесів загоєння кісткової тка-

нини, які потребують пояснення, але вже на те-

перішній час існують переконливі докази, що 

кортикальна та губчаста кістка ведуть себе в 

цьому процесі по різному [1-6]. 

Відповідь кісткової тканини на хірургічне 

втручання є комплексом послідовних реакцій 

клітинних та субклітинних структур, які направ-

лені на відновлення цілісності кістки та адапта-

цію її до нових умов. В таких умовах необхідно, 

крім дотримання всіх правил асептики та анти-

септики, застосовувати метод установки імплан-

татів, котрий би дозволяв оптимізувати реакцію 

кісткової тканини на травму та сприяти найкра-

щим умовам для остеоінтеграції імплантатів [7-

13]. 

При формуванні кісткового ложа для ім-

плантату завжди утворюється крововилив в діля-

нці травмування кістки. Кров з кісткового ложа 

під впливом тиску імплантату, який встановлю-

ють, розповсюджується в оточуючу кісткову 

тканину. Таким чином, ми маємо справу з рухом 

рідини, який проходить далеко не в ідеальних 

умовах. Тому з метою теоретичного моделюван-

ня розповсюдження крові, яка знаходиться у кіс-

тковому ложі після встановлення імплантату на 

нижній щелепі в ділянці від 5 до 8 зубів в залеж-

ності від типу кістки нами були розроблені фізи-

ко-математичні моделі.  

Відомо, що фізико-математичні моделі опи-

суються змінними, які характеризують механіку 

рідини, їх відносять до одного з трьох класів: 1) 

ті, які визначають геометрію границь (довжина, 

площина, об’єм); 2) ті, які визначають сам потік 

(час, швидкість, прискорення, рівні потоку, інте-

нсивність сил або їх градієнти, в тому числі ди-

намічні показники - кількість руху, енергії, та 

сили); 3) ті, які визначають рідину (щільність, 

питома маса, динамічна в’язкість, поверхневий 

натяг, пружність). 

Таким чином, ми маємо випадок одноразо-

вого поширення нестислої рідини в пористій кіс-

тковій тканини під дією тиску, ініційованого пе-

реміщенням імплантату в циліндровому каналі 

кісткового ложа, який спочатку заповнений рі-

диною. Рух рідини визначається рівнянням Нав'є 

- Стокса (рівнянням динаміки): 

ρ ρ grad μ
dv

F p v
dt

      (1) 

і рівнянням збереження маси (у нашому ви-

падку рівнянням нерозривності) 

div 0.v   (2), 

де t – час, v – швидкість рідини, p – тиск,  – 

динамічний коефіцієнт в'язкості рідини, ρ – 

щільність рідини, F – вектор прискорення масо-

вих сил (наприклад, земного тяжіння). Найчас-

тіше використовується не векторна, а тензорна 

форма цих рівнянь. У декартовій системі коор-

динат (х1, х2, х3) маємо: 
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  (3) 

Тут мається на увазі підсумовування за двічі 

повторюваному індексу. Наприклад, проекція 

першого рівнянні (3) – рівняння динаміки – на 

напрям х1 (i = 1) буде: 
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 1 2 2 2

1 2 3 1 1 2 3

ρ ρ μ
v v v v v v vp

v v v F
t x x x x x x x

         
          

          

 ( 4 ), 

а рівняння нерозривності приймає вигляд: 

31 2

1 2 3

0
vv v

x x x

 
  

  
  ( 5 ). 

Особливість цього стану в тому, що рідина, 

витікаючи з отвору каналу під дією перепаду ти-

ску, який створюється переміщенням імплантату 

рукою лікаря, потрапляє в мікропористу струк-

туру з дрібними капілярами, по яких і здійсню-

ється проникнення рідини в кісткову тканину. 

Завідомо ясно, що через великий опір дрібних 

капілярів швидкість переміщення імплантату бу-

де малою, і по капілярах рідина буде переміща-

тися повільно. Здійснюється, так званий, «повзу-

чий» рух, при якому вплив сил інерції (ліва час-

тина рівнянь (1), (3), (4)), а також масових сил 

(перший член правих частин перерахованих рів-

нянь) буде незначним. Таким чином, рівняння 

динаміки приймає вигляд: 
2

0 μ i

i j j

vp

x x x


  

  

  ( 6 ). 

Рішення цього рівняння для прямолінійних 

каналів різної поперечної форми широко відомі і 

отримали назву «течія Пуазейля» – лікаря, який 

дослідним шляхом підтвердив справедливість рі-

вняння (6) для циліндричного капіляра (x, r): 

1
μ xdvdp d

r
dx r dr dr

 
  

 
  (7) 

Рішення ( 7 ) дало залежності 

 2 2 41 π
,

4μ 8μ
x

dp p
v R r Q R

dx l


     (8), 

згідно яких розподіл швидкості течії в капілярі з 

радіусом R відповідає параболічному закону, а 

об'ємна витрата рідини Q лінійно залежить від 

перепаду тиску p в каналі довжиною l. 

Виконати рішення рівняння (6) в нашому 

випадку досить важко, оскільки кісткова тканина 

являє собою пористу структуру з безліччю зви-

вистих капілярів з різноманітними формами по-

перечних перерізів. Незважаючи на це можна 

припускати, що лінійний зв'язок між перепадом 

тиску і сумарною об'ємною витратою при русі 

імплантату в кістковій тканини збережеться. 

Що стосується кінематичного боку цього 

стану, який обумовлений рівнянням нерозривно-

сті, то можна запропонувати наступне рішення. 

Форма фронту рідини, яка виштовхується ім-

плантатом з просвердленого каналу повинна від-

повідати принципу Гіббса - Кюрі, згідно з яким 

термодинамічно стійкою є форма тіла, що має 

найменшу поверхневу енергію. З усіх форм легко 

деформованих тіл однакового об'єму (V = const) 

цим принципом відповідає сфера, для якої енер-

гія Гіббса відповідає: 
2

г 4π σE R  ( 9 ) 

та є дійсно мінімальною. Тут  поверхневий 

натяг. Справедливість принципу Гіббса - Кюрі 

підтверджується і побутовими спостереженнями, 

яких можна навести буквально десятки. Це, на-

приклад, розпад струменя на краплі, дощові кра-

плі. Або поверхню води, яка «повзе», витісняєть-

ся з майже закритого водопровідного крана не-

великого діаметру. Ця поверхня сферична. 

Останній приклад є майже повною аналогією 

нашого випадку – великий гідравлічний опір і 

схожість геометрії. Звичайно, в нашому випадку 

витікання відбувається не в повітря, а в пористу 

структуру, але принцип мінімуму поверхневої 

енергії повинен виконуватися. 

Отже, еволюція фронту рідини, яка витісня-

ється імплантатом повинна відповідати схемі 

представленої на малюнку 1. У геометричному 

відношенні слід розрізняти дві стадії. 
 

 
Мал. 1. Еволюція фронту рідини, яка витісняється імплан-

татом. а (t), R – радіус капіляра, Rh – вихідний радіус кана-

лу. 

 

Перша – від початку закінчення (плоска по-

верхня) до півсфери з радіусом рівним радіусу 

отвору Rh. Об'єм кульового сегмента в міру його 

зростання визначається залежністю  

 
 

2 3π 3
0, ,

6

h

h

aR a
V a R


   (10), 

де а (t), а Rh - вихідний радіус каналу. По досяг-

ненню значення а = Rh залежність (10) трансфо-

рмується в вигляді: 
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2 2 2 2

3
π 4 22

π ,
3 6

h h

h

R R R R
V R R R R

 
    (11), 

де R обмежується геометрією кісткової тканини. 

Зв'язок між обсягами гематоми V і витісня-

ється рідиною з каналу Vf визначається ефектив-

ною пористістю  кісткової тканини: 

ε
fV

V
  (12). 

Таким чином, динаміка зміни V(t) буде: 

1

ε

fdVdV

dt dt
  (13) 

При розгляданні змінних, які визначають сам 

потік та рідину, ми отримали наступні дані про 

те, що при формуванні кісткового ложа для ім-

плантату об’єм крові, який розповсюджується з 

кісткового ложа у кісткову тканину після уста-

новки імплантату, має незмінну масу в кожному 

рухомому об’ємі [14, 15]. 

Нами було проведено експериментальне мо-

делювання внутришньокісткової гематоми з ви-

користанням фрагмента нижньої щелепи, який 

був отриманий в результаті автопсії. Сформоване 

кісткове ложе було заповнене рентгенконтраст-

ною речовиною, після чого в нього було введено 

імплантат циліндричної форми (мал. 2). В якості 

рентгенконтрастної речовини використовували 

тріомбраст 76 %, з метою візуалізації її розпо-

всюдження в кістковій тканини в наслідок вве-

дення імплантату.  
 

 
 

Мал. 2. Введення імплантата в сформоване кісткове ложе, 

яке заповнено рентгенконтрасною речевиною. 

 

На рентгенограмах в прямій і боковій проек-

ціях ми спостерігали розповсюдження рентген 

контрастної речовини в кістці вздовж імплантату 

на всьому його протягу (мал. 3, 4).  
 

 
 

Мал. 3. Рентгенограма фрагменту нижньої щелепи в прямій 

проекції. 

 
 

Мал. 4. Рентгенограма фрагменту нижньої щелепи в боко-

вій проекції. 

 

Отже, при введені імплантату циліндричної 

форми гематома розповсюджується вздовж ім-

плантату на всьому його протягу. 

Таким чином, враховуючи вище викладене, 

при всіх рівних умовах формування кісткового 

ложа для імплантату та приймаючи до уваги 

умови його постановки, на розповсюдження кро-

ві в кістковій тканини буде значно впливати ли-

ше особливості структури кістки в зоні постано-

вки імплантату, а саме – її пористість. 
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