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Предлагается обобщенный подход к описанию процесса загрязнения атмосферы источниками, расположенными 
в пределах одного региона. Сами источники могут быть как стационарными, так и мобильными, а их число, распо-
ложение и режим работы могут носить вероятностный характер. В зависимости от обстановки, а также различных 
требований и ограничений допускается использование произвольных существующих моделей распространения 
загрязнений. В основе подхода лежит концепция вероятностного поведения частиц загрязнения. В качестве мате-
матического аппарата используется метод производящего функционала. 
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Движение масс атмосферного воздуха, перено-
сящего загрязняющие примеси, носит стохастиче-
ский характер. Случайны чаще всего и события 
выбросов, и их интенсивность. Поэтому использо-
вание математического аппарата теории случайных 
процессов в задачах моделирования распростра-
нения загрязнений представляется оправданным 
и эффективным. Стохастические уравнения пере-
носа проанализированы в [1], продемонстрирована 
их эффективность в математическом моделировании 
процессов распространения радиоактивных при-
месей в атмосфере. 

В настоящей работе предлагается подход, поз-
воляющий объединить существующие модели 
распространения загрязняющих веществ и осно-
ванный на общих соотношениях теории случайных 
процессов. Объединение производится путем от-
бора оптимальных моделей для данной конкрет-
ной ситуации, оценками их достоверности, возмож-
ной коррекцией и заменой другими методиками 
при изменяющихся условиях. Рассмотрен единый 
подход к описанию процесса загрязнения атмос-
феры источниками, расположенными в пределах 
одного региона, причем сами источники могут 
быть как стационарными, так и мобильными, а их 
число, расположение и режим работы могут иметь 
вероятностную оценку. Предлагаемый подход 
основан на статистическом характере движения 
примесей в атмосфере и использует метод произ-
водящего функционала (ПФ) [2], развиваемый 
в направлении моделирования физических статис-
тических систем [3—5]. 

Метод позволяет учитывать разные режимы 
выбросов, их различное местонахождение, особен-
ности поведения атмосферы в зависимости от мас-
штаба описания и наблюдения. Предлагаемый под-
ход допускает использование любых существую-
щих моделей распространения загрязнений в зави-
симости от обстановки, а также различных требо-
ваний и ограничений. 

Флуктуационный характер поведения частиц 
примеси в атмосфере позволяет рассматривать их 
расположение во времени и пространстве как 
множество реализаций некоторого случайного 
процесса. В качестве вероятностной меры, харак-
теризующей распределение частиц загрязнения, 
может рассматриваться решение диффузионного 
уравнения — основного уравнения распространения 
загрязнений. Введение коэффициента диффузии, 
учитывающего крупномасштабные вихревые флук-
туации движения атмосферы, соответствует [6] 
переходу от детерминированного описания к стати-
стическому учету флуктуаций, и решение уравне-
ния приобретает вероятностный характер, пред-
ставляя собой множество возможных реализаций 
облака загрязнений в зависимости от статистиче-
ской структуры флуктуаций. 

Число частиц примеси в атмосфере характери-
зуется ПФ случайной меры , описывающей число 
частиц примеси: 
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где E{} — усреднение, символ математического 
ожидания; f(s; r) — аргумент ПФ (его иерархический 
вид, зависящий от простого аргумента s(r));  — 
пространство, в котором происходят события. Это 
пространство может быть достаточно общим. 
Пространственную переменную r можно заменить 
некоторой более общей переменной x. С выбором 
пространства связан и выбор аргумента ПФ и веро-
ятностных мер, по которым производится усред-
нение E{} по всем возможным реализациям 
случайной функции d/dx. 

Для одноуровневого ПФ с точечными частицами, 
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N — случайное число точечных частиц, ri — точки 

их местонахождения, 
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ность числа частиц, выражение (1) принимает вид 
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где sk=s(rk) — аргумент ПФ; Dn(r1 – r0, t1 – t1;; 
rn – r0, tn – tn; X1,, Xn) — вероятностные меры, 
которые для загрязняющих источников характери-
зуют вероятность того, что из источника, располо-
женного в точке r0V (V — объем системы), выйдет 
n частиц в моменты t1,, tn(0,T) при условиях 
X1,, Xn (эти условия описывают состояние окру-
жающей среды, метеоусловия и т. д.), и эти частицы 
будут находиться в точках r1,, rnV в моменты 
t1,, tn(0,T). Для ПФ гиббсовской статистичес-
кой системы большого канонического ансамбля, 
определенного в [2] и примененного в [3, 4], эти 
вероятностные меры имеют вид 
 

Dk = (k!Q)-1z1zk exp[–Uk/(kBT)], (3) 
 
где zk=exp[–k/(kBT)] — активность частицы в k-й 
точке; k — химический потенциал этой частицы; 
kB — постоянная Больцмана; Uk — потенциальная 
энергия системы из k частиц; для парно-
аддитивного взаимодействия при отсутствии внеш-

него поля  
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; ij = (|ri –rj|)— по-

тенциал парного взаимодействия между частицами 
в точках ri и rj; Q — большая статистическая сумма. 

В нашем случае в (2) фигурируют более сложные 
вероятностные меры Dn. Зададим их в виде 
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коэффициент истощения факела для j-го сорта 
примеси и частицы, вылетевшей в i-й момент [7, 8]; 
j — постоянная распада (или химических пре-
вращений, теплоотдачи и т. д.); q — коэффициент 
мокрого вымывания; uqi — скорость осаждения, 
равная 01 см/с; ui — скорость частицы, хi — ее 
положение; Qi(j) — активность (в случае радиа-
ционных загрязнений — радиационная, в случае 
химических загрязнений — химическая, в случае 
тепловых загрязнений — тепловая) частицы j-го 

сорта, вылетевшей в i-й момент времени; uef — 
эффективная скорость, zi — дисперсия факела; 
Wn — вероятность того, что вылетит n частиц 
в моменты t1,, tn; Gi — фактор метеорологического 
разбавления, вероятностная мера, характеризующая 
положение частицы, вылетевшей из источника в i-й 
момент времени. В качестве такой меры можно 
использовать вероятностные меры различных мето-
дик распространения примесей, например методику 
МАГАТЭ [9]. 

Применение функционального дифференциро-
вания к выражению (2) приводит к соотношениям 
 

nF(s)/s1sn |s=0 = n!Dn ; (5) 
  

nF(s)/s1sn |s=1 = (n)(r1,, rn) ; (6) 
 

где (n) — корреляционные функции n-го порядка. 
Корреляционная функция первого порядка (1) пред-
ставляет собой плотность числа частиц или концен-
трацию радионуклидов в случае, когда каждый ради-
онуклид можно рассматривать независимо от других.  

Способы моделирования статистических систем 
при помощи задания ПФ и вероятностных мер Dn 
описаны в [3, 4, 10—13] Они с незначительными 
изменениями переносятся на рассматриваемые за-
дачи распространения радионуклидов. Применение 
соотношений (5) и (6), использование выражений (4) 
с конкретными значениями Gi, задание аргументов s, 
связанных со значениями сомножителей в (4), 
разложение ПФ в функциональный ряд Тейлора 
и другие преобразования позволяют описывать 
различные физические ситуации. 

Рассмотрим два основных случая: 1) нормальная 
эксплуатация, когда частицы выходят со стацио-
нарной скоростью, и 2) залповые выбросы. 

В случае нормальной эксплуатации в наблюда-
емом интервале времени (0,Т) вылетит вполне 
определенное число частиц N, зависящее от мощ-
ности источника и скорости выхода из него, а вели-
чина Wn пропорциональна символу Кронекера: 
WnNn; Nn1, N=n; Nn0, Nn. 

Из ряда (2) остается один член с n=N, и в про-
странстве координат и времени, при ={V,(0,T)}, 
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где j — индекс, указывающий на сорт примеси; 
N — число частиц, вылетевших за время (0,T); 
Gi(ri,ti)=G(ri – r0,ti – t0i); Qi(j)=Qj(t0i) — активность 
частицы j-го сорта, вылетевшей в момент t0i. 

Применив к (7) соотношение (6) при n=1, по-
ложив s=1, получим с учетом нормировки 
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1  выражение для концентрации 

загрязнения в точке rl: 



Ядерна енергетика та довкілля, № 1 (3), 2014 46 

,)(),()(

)(
)(

),(

)(0)(00)(0)(0
0

1

)(0

jjljljllj

t

j

sl

N
j

jllj

dtttrrttGtQ

rs
sF

ttrc

l












н

 
 
 
 

(8) 

 

где верхний индекс отмечает нормальную эксплуа-
тацию. 

Аналогично записываются корреляционные 
функции более высоких порядков. 

Для ПФ, описываемой выражением (7), 
 

ρ(2)(rl, rn)=c(rl – r0, tl – t0)c(rn – r0, tn – t0). 
 

В случае залповых, аварийных выбросов харак-
тер временной зависимости величин Wn и Dn в (4) 
неоднороден, и надо задаваться каким-то аналити-
ческим видом этой зависимости. Если использо-
вать для этой цели выражение, полученное в [1], 
то имеем соотношение 
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где H0 — общее число вылетевших частиц;  и  — 
параметры процесса. 

Выражение для концентрации, полученное 
из ПФ при подстановке (9) в (4) и (2), имеет вид 
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(10) 
 
где H0j(tl) обозначает долю частиц от их общего 
числа H0j, вылетевшую за время (0,tl). 

Если имеется несколько случайных источников, 
региональное загрязнение среды может описываться 
сложным ПФ, аргументом которого будет служить 
ПФ для одного источника. 

Если известны число источников m и их распо-
ложение R0i, то 
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где Ni — число частиц, вылетевших из i-го источ-
ника за время (0,tl). 

Тогда для случая нормальной эксплуатации по-
лучим из (6)—(8), что при s=1 суммарная концен-
трация в точке rl 
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(11) 

где m — число нормально работающих источников; 
значение ),( 00 ililj ttrrc н  определяется по (8). 

Выражение, аналогичное (11), будет и для зал-
пового режима выбросов (10). 

Если, например, в регионе m источников рабо-
тают в нормальном режиме, а k источников — 
в режиме залповых выбросов с характеристикой 
выброса (9), то концентрация загрязнения от этих 
выбросов в произвольной точке региона 

 
     

iiljililj

t

ijil
tt

k

n

i l

lj

N

i

t

imiljilillij

ljljlj

dtttrrttG

tQtteW
t

tH

dtWttrrttGtQ

rcrcrc

l

jjilj

l

0000

0
00

)(

1

0

1 0
00000

)(

)(),(

)()(
)(

)(),()(

0


















залпн

 

 
при T<tl, tlT; N и n — максимально возможное 
случайное число источников, работающих в нор-
мальном и залповом режимах. 

Общий вид регионального ПФ позволяет иссле-
довать случай неизвестного (задаваемого с какой-то 
вероятностью Wn) числа источников в регионе 
с неопределенным местонахождением. Это при-
менимо, например, в аварийных ситуациях, когда 
только с определенной вероятностью предполага-
ются число точек выхода загрязняющих веществ 
и их расположение. Сюда включается также случай 
изменения режима работы несколькими источни-
ками. Возможность получения выражений для про-
извольных (k) позволяет оценить статистические 
характеристики региона, например вероятность 
превышения наблюдаемой концентрацией задан-
ного уровня, а также может оказаться полезной 
для организации сети измерительного мониторинга. 
Предлагаемый подход применим к описанию 
развития аварий и оценкам влияния источников 
различной природы. 

С достаточно хорошей точностью можно счи-
тать частицы загрязнения независимыми. Тогда 
используется явный вид ПФ пуассоновского рас-
пределения. Аргумент ПФ интерпретируется как 
внешнее поле, действующее на систему. В других 
ситуациях этот аргумент может рассматриваться 
как фактор, компенсирующий неточности исполь-
зуемой методики распространения, некоторый 
корректировочный параметр модели. Сравнивая 
рассчитанные и измеренные значения концентрации 
загрязнения, находятся значения аргумента ПФ, 
оптимальные для данной совокупности точек из-
мерения. Метод ПФ и использование функционала 
плотности вероятности, отражающего свойства 
реализаций случайного процесса на интервале его 
задания (для более вероятных реализаций значения 
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этого функционала больше, чем для менее вероят-
ных) дают возможности применять статистически 
оптимальные решающие правила (операторы, алго-
ритмы) для определения оптимальных параметров 
моделей. 

Полученные результаты моделирования анали-
зируются по вероятностным критериям и прово-
дится корректировка моделей. Если полученные 
значения в статистическом смысле выходят за до-
пустимые пределы, осуществляется вариация пара-
метров модели, описывающей данный источник, 
либо производится переход к другой модели (ме-
тодике). Также можно изменять вероятностные 
характеристики и другие параметры, перебирая их 
(коэффициенты влияния, усреднение гидрометео-
факторов, режимы работы источников и пр.). 

К достоинствам предлагаемого метода можно 
отнести: 

• возможность оценки степени достоверности 
данных моделирования (при использовании раз-
личных моделей распространения загрязнений) 
и выдачи рекомендаций по адаптации моделей или 
замене их другими моделями; 

• возможность учета характера выбросов и сте-
пени достоверности пространственной ориентации 
источника выбросов; 

• возможность эффективного сглаживания ре-
зультатов моделирования при переходе от локаль-
ных моделей к региональным и синоптическим; 

• возможность учета совместного влияния на ре-
гион ряда источников загрязнений; 

• принципиальную возможность сокращения 
размерности модели до «разумного» уровня, дикту-
емого требованиями оперативности оценки ситуа-
ции и допустимой степени достоверности; 

• возможность эффективного анализа чувстви-
тельности моделей к вариациям тех или иных 
параметров. 

Использование метода ПФ представляется пер-
спективным, позволяя объединить существующие 
методики (варьируя их) распространения загряз-
нений. Эти методики базируются на различных 
предположениях и обладают достоинствами или 
недостатками в зависимости от погодных условий, 
рельефа местности, режима выбросов и других 
факторов. С применением предлагаемого подхода 
могут строиться автоматизированные системы 
модельного и гибридного мониторинга окружаю-
щей среды, предназначенные для оперативного 
контроля и оценки экологического состояния ре-
гиона. Метод ПФ может служить основой струк-
туры имитационной модели региона, в которую 
необходимо заложить набор математических мо-
делей распространения, а также систему сопостав-
ления и анализа, обеспечивающую проверку адек-
ватности и адаптацию моделей к реальной обста-
новке путем коррекции или замены другими мо-
делями из имеющегося набора. 
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