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При помощи строгих соотношений теории перколяции на решетках Бете описывается поведение коэффициента 
размножения нейтронов на ранних стадиях развития самоподдерживающейся цепной реакции деления ядер, соот-
ветствующего порогу перколяции. Рассмотрено поведение вероятности перколяции, вероятности развития цепной 
реакции и производных от этой величины. Указаны возможности определения границ критической области. 
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Задачи, связанные с перколяцией (от англий-
ского слова percolation — просачивание или про-
текание), возникли при изучении протекания 
жидкости или газа по случайному лабиринту, как, 
например, прохождение газа через пористую 
угольную маску противогаза. В настоящее время 
теория перколяции представляет собой обширную 
математическую дисциплину [1—6] с многочислен-
ными физическими приложениями (намагничен-
ность, проводимость и другие свойства различных 
систем). Теория перколяции описывает возникно-
вение бесконечных связных структур (кластеров), 
состоящих из отдельных элементов. Перколяцией 
называют момент появления такого состояния 
решетки, при котором существует хотя бы один 
непрерывный путь через соседние проводящие 
узлы через всю решетку. Совокупность элементов, 
по которым происходит перколяция, называется 
перколяционным кластером. Теория перколяции 
имеет дело с образованием связанных объектов 
в неупорядоченных средах. С точки зрения матема-
тика, теорию перколяции следует отнести к теории 
вероятности в графах. С точки зрения физика, пер-
коляция — это геометрический фазовый переход. 

Перколяционные явления тесно связаны с фрак-
тальностью, явлениями самоподобия и универсаль-
ности. Фрактальные модели разного рода систем 
позволяют обнаруживать новые черты, казалось 
бы, хорошо известных явлений. Фрактальными 
и мультифрактальными являются многие физиче-
ские системы. В [7] фрактальной называется струк-
тура, состоящая из частей, которые в каком-то 
смысле подобны целому. Особенно явно фракта-
льные свойства проявляются в самой точке фазо-
вого перехода, в критической области. Стационар-
ная работа ядерного реактора (ЯР) проходит 
именно в критической точке, и фрактальное опи-
сание должно оказаться очень важным для харак-
теристики работы реактора [8]. 

В [2] с цепной реакцией сравнивается распро-
странение слухов в перколяционной модели. Соо-
тношения теории перколяции [1, 4] справедливы и 

в общей теории фазовых переходов. Фрактальные 
концепции использовались при изучении сильно 
развитой турбулентности, неоднородных звездных 
скоплений [9], диффузионно-ограниченной агре-
гации, процессов разрушения вещества, строения 
крови и т. д. Описание физических свойств систем 
с фрактальной структурой привело к развитию 
аналитических методов в концепции фрактала, 
основанных на применении математического 
аппарата уравнений дробного порядка, т. к. размер-
ность пространства приобретает дробный характер. 
Практическую важность для расчетов реакторов 
может иметь необходимость перехода к уравнениям 
переноса нейтронов в дробных производных [10], 
хотя часто не существует резкого различия между 
перколяционными процессами и диффузией [4]. 
В [11] отмечено, что процессы переноса в перко-
ляционных кластерах, фрактальных деревьях, 
пористых системах должны быть проанализированы 
заново, для того чтобы получить корректные урав-
нения переноса для таких систем. В ветвящихся 
фрактальных структурах могут реализовываться 
“сверхмедленные” процессы переноса, когда 
физическая величина меняется медленнее первой 
производной. Показатель дробной производной 
по времени соответствует доле каналов (ветвей), 
открытых для перколяции. Динамика диффузии 
определяется случайным характером движения 
частиц: диффундирующая частица может достичь 
любой точки в среде. Перколяция связана с фрак-
тальной средой: ниже порога протекания процесс 
распространения частиц ограничен конечной 
областью среды. При диффузии от источника 
возникает диффузионный фронт, имеющий фрак-
тальную структуру. В [7] вводится термин “скор-
лупа” перколяционного кластера. Ниже в рамках 
теории перколяции рассмотрены процессы цепной 
реакции в реакторе. 

Важность соотношений теории перколяции 
для нейтронных процессов в реакторе видна уже 
из того, что они позволяют сразу получить уравнение 
размножения нейтронов и уравнение критического 
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размера реактора, интерпретирующие общие соот-
ношения теории протекания, что говорит об эффек-
тивности такого подхода в теории нейтронных 
процессов в реакторе. Полезным должно оказаться 
соотношение для скорости распространения воз-
мущения при локальной надкритичности. Интерес 
могут представлять и многие другие выражения 
перколяционной теории, применяемые к реакто-
рам. Это связано, видимо, с тем, что перколяция 
представляет собой критический процесс, предпола-
гающий существование критической точки, некото-
рого порога. У порога протекание происходит 
по фрактальному множеству, геометрия которого 
определяется критичностью. Геометрические харак-
теристики фрактала независимы от микроскопиче-
ских свойств среды. Ниже критической точки 
кинетические процессы ограничены конечной 
областью фазового пространства, рассеянием, 
поглощением и другими нейтронными процессами. 
В критической точке определяющим становится 
фрактальное множество, формирующееся при пони-
жении свободной энергии статистического ансамбля. 
Поведение системы при медленных воздействиях 
на нее стремится к самоорганизованной критич-
ности [12, 13]. Стационарные неравновесные 
состояния на фрактальных структурах носят хао-
тический, турбулентный характер. В [14, 15] для их 
исследования применяется модель Лоренца. 

Отдельного детального исследования требует 
кинетика и процессы переноса в фрактальных реак-
торных структурах [9, 10, 15, 16]. В районе крити-
ческой точки появляются дальнодействующие 
корреляционные эффекты, проявляющиеся в негаус-
совом поведении кинетических процессов, опре-
деляющимися топологическими инвариантами 
самоподобных фрактальных множеств. Процессы 
переноса на пороге протекания обсуждаются в [9, 10]. 
Используются уравнения в дробных производных, 
учитывающие эффекты памяти, нелокальности 
и перемежаемости.  

Точных самоподобий в природе мало, иными 
словами, редки фракталы с постоянной размер-
ностью, зато распространены фракталы с пере-
менной размерностью — мультифракталы [4, 17]. 
Не являются исключением и нейтронные процессы 
в реакторах. 

Связь теории перколяции на решетках Бете 
с коэффициентом размножения нейтронов. 
Цепочки деления в ЯР имеют геометрический вид 
деревьев Кэйли [1―4]. Дерево Кэйли, называемое 
также решеткой Бете, строится, начиная с центра-
льного узла, из которого исходят z ветвей единичной 
длины. Они образуют первую оболочку дерева 
Кэйли. Конец каждой ветви также является узлом. 
Из каждого узла исходят z–1 новых ветвей, образуя 
z(z–1) узлов второй оболочки. Процесс продолжается 
до бесконечности. Так получается бесконечное 

дерево Кэйли с z ветвями, исходящими из каждого 
узла. Любые два узла соединены только одним 
путем. При этом следует учитывать случайный 
характер ветвления. Можно применить также тео-
рию случайных графов. Знание свойств кластеров 
позволяет исследовать их динамические свойства. 
Существует тесная связь между фрактальными 
явлениями и статистическими распределениями. 

Процессы, изображаемые деревьями, связаны 
с ветвящимися случайными процессами [18], 
которыми описываются нейтронные процессы 
в реакторе [19]. Мы рассматриваем аспект задачи, 
определяющийся величиной и характером пове-
дения кластеров ― связанных друг с другом узлов. 
Под узлом понимаем делящееся ядро (или введенный 
в систему нейтрон—корень дерева [20]), под связью — 
траектории нейтронов. Точки поглощения нейтронов 
образуют так называемые висячие концы [20] 
(вершины степени 1) или свободные концы.  
 
 

а 
 

б 
 

в 
 

Рис. 1. Траектории нейтронов и их потомков 
в размножающей среде:  

 — точка начала движения 
первоначального нейтрона; 

 — точки деления ядер нейтронами; 
 — точки поглощения нейтронов. 
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Если бы было возможно проследить за траекто-
риями движений нейтронов в ЯР, то наблюдатель 
обратил бы внимание на характерную ветвистую 
структуру процесса для общего числа нейтронов. 
На рис. 1 показаны примеры траекторий одного 
нейтрона, введенного в размножающую среду, 
с учетом тех эволюционных событий (деления 
ядер и поглощения нейтронов), которые приводят 
к изменению численности нейтронной популяции. 
Из дерева вида (б), вводя висячие концы (темные 
точки), можно получить дерево вида (в), сходное с (а). 

При большой подкритичности и больших отри-
цательных значениях реактивности ρ=(kэф–1)/kэф 
(эффективный коэффициент размножения kэф<<1) 
в системе присутствуют кластеры небольшого 
размера с преобладающим числом висячих концов. 
Если интенсивность гибели нейтрона (поглощение 
средой или уход из системы) за время Δt0 обоз-
начить сΔt+0(Δt), а интенсивность деления ядра 
нейтроном λfΔt+0(Δt) (λf=vΣf , где v — скорость 
нейтронов; Σf — макроскопическое сечение деления), 
то вероятность деления ядра нейтроном равна 
 

  1 cffpc . (1) 
 

Эффективный коэффициент размножения ней-
тронов kэф=p  , где  — математическое ожидание 
числа вторичных нейтронов в одном акте деления. 
При увеличении p увеличиваются величины кла-
стеров. При p=1 все ядра топлива в ЯР разделяются, 
и kэф макс=   (в таких условиях происходит взрыв). 
При 1–p<<1 в системе существует бесконечный 
кластер. Должно существовать критическое значе-
ние pс, при котором происходит переход от одного 
режима к другому ― впервые возникает беско-
нечный кластер. Это соответствует случаю kэф=1, 
сс=pc=1/  . Этот результат в перколяционной 
модели получен строго математически [1―4, 7]. 
Образование бесконечного кластера представляет 
собой фазовый переход — начало самоподдержи-
вающейся цепной реакции, критическую точку 
системы (в терминах теории реакторов). Важную 
роль в теории фазовых переходов играет понятие 
параметра порядка, той физической величины, 
которая занимает ключевое место в процессах, 
приводящих к превращению. В теории перколяци-
онных кластеров параметром порядка является 
мощность бесконечного кластера P — вероят-
ность узлу решетки принадлежать бесконечному 
кластеру. Критическое поведение этой величины 
при ppс, ppс определяется зависимостью 
 

   cppP , (2) 
 
где  — один из так называемых критических по-
казателей (скейлинговых индексов — в терминах 
теории перколяции) [1, 4]. Величина  определяет 

критическое поведение мощности бесконечного 
кластера P. В теории перколяции вероятность (2) 
называют еще вероятностью перколяции. Она 
служит основной характеристикой перколяционной 
системы. Через вероятность перколяции можно 
выразить такие свойства физических систем, зави-
сящих от топологии больших кластеров, как, на-
пример, спонтанную намагниченность или прово-
димость. Определяются также такие величины, как 
среднее число узлов конечного кластера, длина 
корреляции , характерный пространственный 
масштаб кластера при ppс, а при ppс — характе-
рный размер пустот в нем.  

Формулы теории перколяции для числа узлов 
и длины корреляции в теории ядерных реакторов 
(хотя там они получены другим путем) соответст-
вуют уравнению для размножения нейтронов 
N=(1–kэф)–1, и уравнению для критического раз-
мера Rэф=M(kэф–1)–1/2, где Rэф — эффективный 
размер, геометрический параметр; М — длина 
миграции нейтронов. В этом случае критический 
показатель =1/2. Использование теории протека-
ния и построений фрактальной теории позволяет 
записать ряд других соотношений и рассмотреть, 
например, динамические критические индексы, 
размерность скелета кластера, спектральную (фра-
ктонную) размерность и т. д. 

Чтобы исследовать мультифрактальные свойства 
нейтронных процессов в реакторах, надо учесть 
особенности процесса деления. Если построить 
зависимость мультифрактального спектра f() [17], 
используя подход работ [4, 13], с мерой мульти-
пликативной популяции, то получим зависимость, 
представленную на рис. 2, а. Сходный вид имеет 
функция для f() неоднородного треугольника 
Серпинского [17]. Определяется и спектр обоб-
щенных размерностей (рис. 2, б) [17]. 

С вероятностью сp (1) связана важная вели-
чина порога протекания. Совокупность элементов, 
по которым происходит протекание, называется 
перколяционным кластером. Будучи по своей при-
роде связным случайным графом, в зависимости 
от конкретной реализации он может иметь разли-
чную форму. Поэтому принято характеризовать 
его общий размер. Порогом протекания называется 
количество элементов перколяционного кластера, 
отнесенное к общему количеству элементов рас-
сматриваемой среды. Ввиду случайного характера 
переключений состояний элементов среды, в коне-
чной системе чётко определенного порога (размера 
критического кластера) не существует, а имеется 
так называемая критическая область значений, 
в которую с некоторой вероятностью попадают 
значения порога перколяции, полученные в ре-
зультате различных случайных реализаций. С уве-
личением размеров системы область сужается 
в точку. 
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Рис. 2. Функция мультифрактального спектра (а) 
и спектр обобщенных размерностей (б) для цепочек 

деления в реакторе с учетом запаздывающих нейтронов 
 
 

Процессы на решетках Бете рассматриваются, 
как правило, для случаев бесконечной решетки. 
В настоящей работе мы рассматриваем случай 
конечной решетки, что соответствует конечному 
числу нейтронов в реакторе. Учет конечности числа 
нейтронов необходим, например, при пуске реактора, 
в критических сборках. Полученные результаты 
могут оказаться полезными и для реакторов на бы-
стрых нейтронах, и для переходных процессов. 

Кроме вероятности перколяции и порога пер-
коляции существует большое количество других 
характеристик перколяционного процесса [1]. 

Для нейтронних процессов в ядерном реакторе 
наиболее важными характеристиками являются 
вероятность перколяции, которая интерпретируется 
как вероятность возникновения самоподдерживаю-
щейся цепной реакции, и значения порога перко-
ляции, пропорционального коэффициенту размно-
жения нейтронов. В [21] получено рекуррентное 
соотношение для вероятности перколяции из кор-
невой вершины, вероятности того, что связная 
компонента конфигурации, содержащая корневую 
вершину (некоторую начальную точку появления 
первого нейтрона в системе, породившего цепную 
реакцию), достигает противоположных краев 
системы. Условно математически размер системы 
и связной компоненты устремляется к бесконеч-
ности, хотя реальные системы конечны. В [21] 
величина P(n,c) обозначает вероятность перколяции 

из корневой вершины на расстояние n. Величина n 
в нашей задаче интерпретируется как число поко-
лений нейтронов в цепной реакции. Число 
cc∞=inf{c: P(c)>0} называется в [21] порогом пер-
коляции. В [4] эта величина называется критической 
вероятностью, при которой впервые возникает 
кластер, простирающийся по всей решетке. Здесь 
P(c)=limn→∞P(n,c), как в (2). На рис. 3, взятом 
из [1], показано поведение функции P(сp). Будем 
считать, что и для конечных значений n существует 
порог перколяции 
 

  0,:inf  cnPcc ncn . (3) 
 

В общем случае вероятность перколяции имеет 
вид, показанный на рис. 4 [1]. 

Рекуррентное соотношение, полученное в [21] 
для вероятности перколяции, имеет вид 
 

P(n+1,c)c[1–(1–P(n,c))s] ; 

P(0,c)с , (4) 
 
где s=  . Полученные из (4) выражения для произ-
водных имеют вид 
 

f(n,c)dP(n,c)/dc ; 

f(n+1,c)1–(1–P(n,c))s-1[1–P(n,c)–csf(n,c)] ; 

f(0,c)1 , (5) 
 
r(n+1,c)s(1–P(n,c))s–2[2(1–P(n,c))(dP(n,c)/dc)– 

–c(s–1)(dP(n,c)/dc)2+c(1–P(n,c))r(n,c)] ; 

r(n,c)=d2P(n,c)/dc2 ; 

r(0,c)=0 . (6) 
 

Из (4) получается такая картина поведения ве-
роятности перколяции для решетки Бете (рис. 4), 
которая отличается от изображенной на рис. 3, 
полученной для простых решеток. Вероятность 
P(n,c) на рис. 4 вычислена при n=750. Вертикальная 
линия показывает значение cc=  –1 при n→∞. 
 
 

 
 

Рис. 3. Вероятность возникновения перколяции Р 
в зависимости от доли заполненных узлов рс 

(гладкая кривая соответствует решетке конечного 
размера, ступенчатая — бесконечно большой решетке) 
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Рис. 4. Вероятность перколяции для решетки Бете, n=750 
(диапазоны изменения с — 01 (а) и 0,4090,417 (б)) 

 

 а 

 б 
 

Рис. 5. Поведение условной вероятности P(10,c)/c (а) 
и производной по с от функции P(10,c)/c (б) 

 

 а 

б 
 

Рис. 6. Поведение функции P(900,c)/c (а) 
и производной по с от P(990,c)/c (б) 

Так как система конечна, число поколений 
n=750, то критическая вероятность не равна cc= –1. 
Это видно из рис. 4, б, где показан другой диа-
пазон изменения величины с — от 0,409 до 0,417, 
а не от 0 до 1, как на рис. 4, а. Из рис. 4, б видно, 
что критическое значение вероятности при n=750 
меньше, чем для бесконечной решетки, когда 
cc=  –1, сс750≈0,41<  –1. На интервале от с=0,41 
до cc∞ существует ненулевая, порядка 10-3810-3 
вероятность перколяции или — для реакторов — 
вероятность возникновения самоподдерживающейся 
цепной реакции деления ядер урана. Таким образом, 
для конечных систем порог перколяции и коэффи-
циент размножения меньше единицы. 

Рис. 3 отличается от рис. 4. На рис. 3 (сходный 
рисунок, на котором изображена и производная 
dP(n,c)/dc, есть в [3]) изображена условная вероят-
ность P(n,c)/c, соответствующая в нашей интер-
претации тому, что начальный нейтрон попадает 
в делящееся ядро. На рис. 5 показано поведение 
функции P(10,c)/c и производной по с от этой 
функции, сходное с рис. 3 и рисунком из [3]. 
Но такого рода поведение характерно для малых 
значений n. При увеличении n (рис. 6) картина 
более напоминает рис. 4 и рис. 7 для производной 
по с от P(n,c). 
 
 

 
 
Рис. 7. Зависимость от с производной по с от P(n,c), n=900 
 

 
 

Рис. 8. Поведение производной по с от P(n,c), n=100 
 

 
 
Рис. 9. Поведение второй производной по с от P(n,c), n=50 
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Поведение функций (5) и (6) имеет вид, пока-
занный на рис. 8, 9. Видно, что вид этих функций 
также связан с положением порога перколяции, 
показанного вертикальной штриховой линией. 

На рис. 10 показана зависимость P(n,c0) от n 
при фиксированном значении с=с0=–1=cc∞ в интер-
вале изменения n от 2 000 до 3 000. Так же эта 
функция ведет себя и на других интервалах изме-
нения величины числа поколений нейтронов n. Эта 
зависимость аппроксимируется функцией 1,43/n. 
Для других значений с, отличных от сс0, эта зави-
симость не выполняется. 

В некоторых работах (например, в [3]) величина 
критической области описывается как ссc+B/L+..., 
где B — постоянная; L — размер системы. В [22] 
отмечено, что размер решетки Бете пропорциона-
лен lnN. Так как Nn , то это соответствует выра-
жению 1,43/n. Можно оценить время, за которое 
значения с0сс∞ достигают какого-то заданного уровня. 
Например, значения 10-6 достигается за n=1,43106 
поколений нейтронов. Для реакторов на тепловых 
нейтронах, где среднее время жизни поколения 
с учетом запаздывающих нейтронов равно 10–1 с, 
это время составляет 1,43105 сек=1,655 суток. 
Для реакторов на быстрых нейтронах, где среднее 
время жизни поколения нейтронов равно 10-410-8 с, 
это время уменьшается на 37 порядков. Рассмо-
тренные методы определения критической точки 
могут оказаться полезными при пуске реактора 
или при его переходных процессах, когда за счет 
манипуляций с поглощающими стержнями изме-
няется величина вероятности с. 

Скорость изменения функции P(n,c) в зависимости 
от n можно описывать производной по n, точнее, 
ее дискретным аналогом, величиной P(n+1,c0)–P(n,c0). 
Расчеты показывают, что эта величина, взятая с отри-
цательным знаком, для с0сс∞ хорошо описывается 
зависимостью 1,43/n2. Вторая производная — фун-
кция P(n+1,c0)–2P(n,c0)+P(n–1,c0) — описывается 
зависимостью 2,83/n3. Зависимость k-й производной 
по n для с0сс∞ пропорциональна n–(k1). Поведение 
дискретного аналога зависимости от с четвертой 
производной от P(n,c) по n показано на рис. 11. 
Поведение аналога второй производной на меньшем 
масштабе изменения величины с показано на рис. 12. 
Зависимость от n разности между вторыми производ-
ными в точках с0,42 и с0,4 показана на рис. 13. 

Аналогичные зависимости записываются для 
производных по с (5), (6). Так, поведение дискрет-
ного аналога первой производной по n от второй 
производной от Р(n,с) по с (6) показано на рис. 14, 
а поведение зависимости этой величины от с при 
фиксированном n50 и n15 показано на рис. 15, а 
и рис. 15, б, соответственно. Зависимость от с тре-
тьей производной по n от второй производной от 
Р(n,с) по с (6) при n =25 показано на рис. 16. 

 
 

Рис. 10. Зависимость P(n,c0) от n (2000<n<3000) 
при фиксированном значении с=с0=–1=cc∞ 

 

 
 

Рис. 11. Поведение дискретного аналога зависимости 
от с четвертой производной по n от P(n,с) 

 

 
 

Рис. 12. Поведение зависимости от с аналога второй 
производной по n от P(n,с) (0,39c0,44) 

 

 
 

Рис. 13. Зависимость от n разности между вторыми 
производными по n от P(n,с) в точках с0,42 и с0,4  

 

 
 

Рис. 14. Поведение зависимости от n дискретного 
аналога первой производной по n 

от второй производной от Р(n,с) по с 
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Рис. 15. Поведение зависимости от с дискретного 
аналога первой производной по n от второй производной 

от Р(n,с) по с при фиксированных n=50 (а) и n=15 (б) 
 

 
 

Рис. 16. Зависимость от с третьей производной по n 
от второй производной от Р(n,с) по с (6) при n= 25 

 

 
 

Рис. 17. Зависимость от n третьей производной по n 
от r(n,c), второй производной по с от Р(n,с) 

Зависимость от n третьей производной по n 
от r(n,c), второй производной по с от P(n,c) пока-
зана на рис. 17. Положение максимумов и мини-
мумов рис. 16, возможно, связано с границами 
критической области. Из рис. 15 видно, что отри-
цательные пики для первой производной по n 
сближаются при увеличении n. 
 
 

Заключение 
 

Перколяционные и фрактальные свойства 
нейтронных процессов в ядерном реакторе от-
ражают сложный характер процессов, происхо-
дящих при делении ядер и движении нейтронов. 
Использование точных соотношений теории 
перколяции, полученных для решеток Бете, по-
зволяет оценить временное поведение такой 
важной для практики эксплуатации реакторных 
установок величины, как коэффициент размно-
жения. Оценки показывают, что значения еди-
ничного коэффициента размножения могут до-
стигаться только в практически нереализуемом 
случае бесконечного числа поколений нейтро-
нов, соответствующего бесконечно большим 
временам и бесконечно большим системам. Но 
для реальных времени эксплуатации можно оце-
нить времена, необходимые для достижения 
очень малых интервалов от единичного значения 
коэффициента размножения.  

Полученные результаты имеют важное зна-
чение для безопасности реакторных систем 
с относительно небольшим числом нейтронов, 
как для стадий пуска реактора или для критиче-
ских сборок. Полезными они должны оказаться 
и для более детального описания переходных 
процессов в реакторе. Некоторые общие аспекты 
затронутых в настоящей работе проблем рассмо-
трены в [23]. 
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