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��� ����� ���	��	 J �� ��� %����	� ���� l2(N) �� ��� ���	��	 ����� ��	��
	��	��������� ���� 	������ �� ��� ������� ���� �� l2(N) ��  ������������ �����
��	�� �� ��� ��	� ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

q1 b1 0 0 · · ·
b1 q2 b2 0 · · ·
0 b2 q3 b3

0 0 b3 q4
� � �

���
���

� � �
� � �

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, &'�'(

���	� qn ∈ R �� bn > 0 ��	 �� n ∈ N &��� ��� ��������� �� ��� ��	�� 	��	��
�������� �� � ��������� ������	�� ���	��	 ��  #"(� J �� ������ �� ���������
�� �� �� �� ������)���� �	 ��� ��������� ������� &'�'(� �� ���� ��	
� �� ���
���� ������)���� ���	��	�� ��� �� J �= J∗� �� �������	 ��� ������)���� ����������
������� J (g)� ���	� g ∈ R ∪ {∞} &��� *�������� ' ((� �� J = J∗� �� �����
J (g) = J ��	 �� g ∈ R ∪ {∞} &��� *�������� ' �((�

��� ��� �����	 ����	�� �	����� ��	 ����� ���	��	� J (g) �
�� � ����� ��
��� �����	 �� ��� ���	��	� �� � ���	��	 ����� ������� �� ��	��	���� J (g)

��  ��	��� ��� ��� �������� �� ��� �	����� �� ��� ������ �� ��� ��	�� &'�'(
�� ��� +�����	� ��������� � �������, g �� ������	�� ��� ��� �� ��� ���	��	
����� ���������� �� 	�
���� ��	��	������ ��  ������)���� ����� ���	��	 ��
���� ���� ������� ��  -� '#� '." ��� �� ��� ��	� ����	� ������� �� ��� 	�
����
��	��	������ �� J (g)� ��  ##� #/"� ��� 	�
���� ��	��	������ �� �� ������ � 
����� �� ��� +�����	� ��������� � ��� �	����, ��	 ��� ��		��������� ��0�	����
�1����� &���  ##� 2�������"(� 3� 	��	
 ��� ��� ��� �� ����� ����� ��	����
�� ��� ���� ���	������ ������� &���  4� /� 5� ''� '6"(�

�� �� 
���� ��� ��� ������� ��  ����� ������	��� ������ �� ��	���	�7��
�� ��� �����	� �	���	���� ��  ����� ����� ��	��  ''"� 2���	������� �� ������� ���
����	�� �	����� ��	 ������	��� ������� ��������� �����  #$" �	������ ������	�
�� ��8����� ���������� ��	 ��� ����� ���� �� �� ��� �����	 �� ��� ����� �����
��	���� ��		��������� �� ��� ������	��� �������� ��� �� ����� ��  ��� ��
 ��	��� �������� ��� 	������ ��  #$" 	� 	����� �� ��� ����� �� ���	���������	�
 #6� #4"� ����� 	� ������� ��  ��	������� ������ ����� ����� �� ��	����
�������� ��		������ �� ��� �������� �	����	� �� ��� ������� ��� ����	��
�	����� �	���� ��  #$" ����� �� ���� �  ����	����� �	����	
 ��	 ��� �	�����
�� ����	��� ���	������ ����  ���� �� ���	���������	�  #6� #4"�

9�� �� �������	  ������������ ��	������� ������ ���� ����� {mj}∞j=1 ��
��	��� �������� {kj}∞j=1 � �� :��� '� ;�  ����	� 	������� &���  ''� '!� '-"(�
��� ��	���� ��� ��� ������� ������ �� :��� ' �� ������� �� ��� �����	� �	���	����

'// ������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 �



������� �������� ��� ������ ��������� ��

m3m2m1

k1 k2 k3 k4

:��� '� <����������� ������	��� ������

�� ��� ����� ���	��	 J ����

qj = −kj+1 + kj

mj
, bj =

kj+1√
mjmj+1

, j ∈ N . &'�#(

3� 	��	
 ��� ��  ''� '!� '-" ��� ������� ��	�� ��		������� �� −J � 2� ���	�
����� ������� ����	�	������ �� �	������ ��  �������������� �	����� �	����
 #!� <��� '�4"�

�� ���� ��	
� �� �������	 ��� �����	�� �� J (g) �� �� ����	��� &�� J �= J∗ ����
�� ���� ��� ���(� ;����� �� =��	
� . �� 6 �� ������� �� ��	���� �� ���
��	� &'�'( ����� ��		��������� ���	��	 J (g) �� ����	��� �����	���

��� ����	������� �� σ(J (g)) ������� ��� ��� �������� �� ��	 �������� ����
��� ��  ����	�������� �� �	����� ����������� ����� �	�1������� 	� ��� �1�	�
	���� �� ��� ������� �� ��� �����������

2���� ���� ��� ������)���� ���	��	 J (g), �� �������	 ��� ����� �� ���	��	�
J (g)(θ) &θ > 0( ����� ������)���� ���������� �� ��� ����� ���	��	 ����� ��	��
	��	��������� ���� 	������ �� ��� ������� ���� �� l2(N) ��⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

θ2q1 θb1 0 0 · · ·
θb1 q2 b2 0 · · ·
0 b2 q3 b3

0 0 b3 q4
� � �

���
���

� � �
� � �

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. &'�.(

%�	� J (g)(θ) &θ > 0( �� ��� ����� �� ��	��	��� ����� ���	��	�� >��� ��� ��� ���
�	��	� �� ��� ����� 	� ��� ������� �	�� ��� ����	 ��  	�
���� ��	��	�����
&��� &#�6( �����(�

?���� �	�� J (g) �� J (g)(θ) ��		������� �� ������� ��� �	�� ��� �� Δm =
m1(θ−2 − 1)� �� ����	 ��	��� θ2 �� ��� 	��� �� ��� �	����� ��� m1 �� ��� ���
��� m1 + Δm� ���� �� ������	��� �� :��� #� �� �� ��	�� ���������� ��� ��
��� �������	 ��	� ��� ���� ���� Δm < 0� �1���������� θ > 1� ������� �������
���������� ��		������ �� θ < 1  #6� #4"�

��� �	����� �� 	������	������ ��� ������ �� ��� ��	��	��� ��	���� �� ����	
�����	 �� �� ���� ����	�	���� �	�� ��� ������� ����� �� ���� � ��� �	����� ��

������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 � '/!
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m3m2m1

Δm

k1 k2 k3 k4

:��� #� @�	��	��� ������������ ������	��� ������

������ ��� �������� �	����	� �� ��� ��	������� ������ �	�� ��� �	�1�������
�� ��� ����������� ����	� �� ���	 ��� �����������

3� ������7� ���� ������� ��� ���	��	� �� ��� �	�����	 
��� �� ��	��	�
����� �������	�� ��	� ��	� �������� ��  ������� ������� ��� ����	� �����
����� ������� �� �������	�� ��	������� ��� ��	
� ����� ��� ���	��� �� &'�'( ���
�� 	���	������ ����	 ��� J �����  ����� ���	��	 &qn ∈ R� bn > 0( �� J (g)

����� ����	��� �����	�� &��� =��	
� .� 6(� >��� ��� J �� ���� ��� ������	���
����������� ������ �� ������ �� ���� J ��		������� ��  ������	��� �������

���� ��	
 �� �	���7�� � �������� �� <������ #� �� �� ���� ��� �������� ���	��
���� ��� ����� ���	��	� �� ����	 ��	��	������� �� �	����� ���� �	��	��	�
���� 	����� ���� ��� ����	�� �����	� �	������ �� ����� ���	��	�� <������ .�
����� � ������ �� ��� �����	� �	���	���� �� ��� ����� �� ��	��	��� ����� ���	�
��	� J (g)(θ)� ��� �	����� �� 	������	������ �� �	���� �� <������ 6� ���� �������
����� ���� ������	� ���������� ��	 ��� �����	 �� J (g)(θ)� �	������ � ���	����
��	 	������	������ �� ��� ��	�� �� ���������� ���1������ �� ��� 	������	�������
:������ <������ 4 ����� ������	� �� ��8����� ���������� ��	 ��� ��1������ ��
	�� �����	� �� �� ��� �����	 �� J (g) �� ��� ��	��	����� J (g)(θ) &θ �= 1(�

�� ������������

9�� Υ ��  ������ �	��	 ������	�� ��0�	���� ���	������ ���� ��� ��	 ��
��1����� f = {fk}∞k=1

(Υf)1 := q1f1 + b1f2 , &#�'(

(Υf)k := bk−1fk−1 + qkfk + bkfk+1 , k ∈ N \ {1}, &#�#(

���	�� ��	 n ∈ N� bn �� �������� �� qn �� 	��� 9�� lfin(N) �� ��� ����	 ����
�� ������� ��1������ ����  ����� �����	 �� ����7�	� ��������� �� ��� %����	�
���� l2(N)� ��� �� �������	 ��� ���	��	 ����� ����� �� lfin(N) �� ��� �
��� ���	������ Υ� ���� ���	��	 �� ������	�� ����� �� �� ������� ������ ��
%�	������ �� ���� �� �� �������� >��� ��� J �� ��� �����	� �� ���� ���	��	�

3� ��� ������ ��� ���	��	 J ���� ��� ��� ������������ ����� ��	��
&'�'( �� ��� ��	�� 	��	��������� ���� 	������ �� ��� ������� ���� {δn}∞n=1

�� l2(N) &���  #� <��� 6!" ��	 ��� ��������� �� ��� ��	�� 	��	��������� �� �

'/- ������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 �



������� �������� ��� ������ ��������� ��

��������� ������	�� ���	��	(� ������� J �� ��� ������ ������ ������	��
���	��	 ���������

〈δn, Jδn〉 = qn , 〈δn+1, Jδn〉 = 〈δn, Jδn+1〉 = bn ,
〈Jδn, δn+k〉 = 〈δn, Jδn+k〉 = 0 ,

n ∈ N , k ∈ N \ {1} .

3� ���� 	���	 �� J � ��� ������ ���	�
�	 �� �� &'�'( � ��� �������� ��	���
��� ���	��	 J∗ ��	�� ��� �� �� ����� ��

dom(J∗) = {f ∈ l2(N) : Υf ∈ l2(N)}, J∗f = Υf ,

����� ������� ��	����� �	�� ��� ��������� �� J  '� A��� 6 <��� '�'"�  #.� ���� #�!"�
�� ��� ����� ��� ������� �����	 f1� ���� ��� �������� �� ��� ��0�	���� �1�����

Υf = ζf , ζ ∈ C ,

�� ���1���� ����	����� �	�� &#�'( �� &#�#( �� 	���		����� :�	 ��� �������� �� ����
�������� ���� f1 = 1� ��� ��������� ������� �� ����	�  '� A��� '� <��� #�'"B

Pk−1(ζ) := fk , k ∈ N ,

���	� ��� ��������� Pk(ζ) &�� ���	�� k( �� 	���		�� �� � ��� k��� �	�������
��������� �� ��� �	�� 
��� �������� ���� ��� ��	�� &'�'(� >��� ��� �� �����
��� ��0�	���� �1�����

(Υf)k = ζfk, k ∈ N \ {1},

����	 ��� ��������� ��� f1 = 0 �� f2 = b−1
1 � �� �����

Qk−1(ζ) := fk , k ∈ N .

Qk(ζ) ��  ��������� �� ���	�� k− 1 �� �� �� ����� ��� k��� �	������� �������
��� �� ��� ������ 
��� �������� ���� ��� ��	�� &'�'(�

��� ��1����� P (ζ) := {Pk−1(ζ)}∞k=1 �� ��� �� lfin(N)� ��� �� �� ����� ���

∞∑
k=0

|Pk(ζ)|2 < ∞ , &#�.(

�� ����� ��� P (ζ) ∈ ker(J∗ − ζI)� <���� J �� ������	��� �� ��� ��	��� �� &#�.( ��
�����	���� ��	 ��� ζ �� ��� ����	 �������� C+ &��� ����	 �������� C−(� ����
�� �� �����	���� �� �� C+ &C−(� 2������� ������ �� ��� 	����� �� ��� ���8������
�� Pk−1(ζ) ��	 �� k ∈ N� ��� ��	��� �� &#�.( �� ���� �����	���� �� �� C \ R ��
J �� ��������� ������� (1, 1)� 3��� ��� ��	��� �� &#�.( �� ����	���� ��	 ��� ζ ��
C \ R� J �� ��������� ������� (0, 0) �� ��� ���	��	 �� ������)���� ����� J ��

������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 � '/5



�� ��� ���� 	� 
���������� ��� ���� �����

������� ���	� 	� 
���� ���������� �� ��� ��	�� &'�'( ����� ��	���� ��� J
�� ������)����  '� 2����� '"�  .� A��� !� ����� '�#C'�6"�

3� ��� ���	����� ��� ���	��	� ��� ���� �� � ��� �����	 �� ��	 �������	�����
�� ���� ��	
�

��������� �	 ��
 
�� ���	�
�	 J (g) �� ���� �� ��������

a) �� ���� J �= J∗� ���� 
�� �������� v(g) = {vk(g)}∞k=1 ���� 
��
 ∀k ∈ N

vk(g) := Pk−1(0) + gQk−1(0) , g ∈ R,

��

vk(∞) := Qk−1(0) .

��
 J (g) �� 
�� 	��
	��
��� �� J∗ 
� 
�� ��
{
f = {fk}k∈N ∈ dom(J∗) : lim

k→∞
bk(vk(g)fk+1 − fkvk+1(g)) = 0

}
.

���� g ∈ R∪{∞}� J (g) 	��� ���	 ��� ����������
 ��
������� �� J � ��	����	�
� �	��
 ������ �� g �!��" � �	��
 ����������
 ��
�������  #!� ��!!� #�#$"�

b) �� ���� J = J∗� ���� J (g) := J ��	 ��� g ∈ R ∪ {∞}�
2�������� ��� ���	��	 J (g), �� �������	 ��� ���	��	� J

(g)
n &n ∈ N( �� ���

%����	� ���� l2(N)� span{δ1, . . . , δn} ������ �� 	���	������ J (g) �� l2(N)�
span{δ1, . . . , δn}� ����� J

(g)
n ��  ������)���� ��������� �� ��� ����� ���	��	

����� �������� ��	�� �� &'�'( ���� ��� �	�� n ������� �� n 	��� 	�������
:����� �� ���	����� ��� ��	��	��� ���	��	� J (g)(θ)� ���� 	� ������ �

�������� A������	 J (g) ���� ���� g ∈ R ∪ {∞} �� �
� �� θ > 0� ����

J (g)(θ) := J (g) + q1(θ2 − 1) 〈δ1, ·〉 δ1 + b1(θ − 1)(〈δ1, ·〉 δ2 + 〈δ2, ·〉 δ1) , &#�6(

���	� �� �
� ��� ����	 �	����� �� �� �������	 �� ��� �	�� 	������� ;� ����
���������� J (g)(θ) ��  ������)���� ��������� �� ��� ����� ���	��	 ����� ������
��� ��	�� �� &'�.(� >��� ��� J (g)(θ) ��  ������	�
 ��	��	����� �� J (g) ��
���� dom(J (g)) = dom(J (g)(θ))�

:�� g ∈ R ∪ {∞} �� �
� ��� 	��������� �� ��� �������� E(g)(t) �� J (g)� ��

J (g) =
∫
R

tdE(g)(t) .

<���� J (g) �� ������  '� <��� #�#� A��� 6"� �� �� �	�����	�� ������ �� �������	 ���
��������

ρ(g)(t) :=
〈
δ1, E

(g)(t)δ1

〉
, t ∈ R . &#�4(

'!$ ������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 �



������� �������� ��� ������ ��������� ��

�� ��	�� ��� ��� �� ��� ������� �� ��� ����	� ����	��� �� ρ(g) 	� �����  '�
���� 6�'�."� ��� ���

sk =
∫
R

tkdρ(g)(t) < ∞ ∀k ∈ N ∪ {0} , &#�/(

�� ��� ���������� 	� ����� �� L2(R, dρ(g))  '� ����� #�.�#� 6�'�6"�  #.� @	��� 6�'4"�
�� ���� ��	
 �� ��� �
� ��� �� ��� �������� 3��� m���������

m(g)(ζ) :=
〈
δ1, (J (g) − ζI)−1δ1

〉
, ζ �∈ σ(J (g)) . &#�!(

��� ��������� &#�4( �� &#�!( 	� 	����� �� ��� ;�	�� �	����	�� ��7��

m(g)(ζ) =
∫
R

dρ(g)(t)
t − ζ

,

�� m(g) ��  %�	����7 ��������� �� ���

Im m(g)(ζ)
Imζ

> 0 , Imζ > 0 .

D���� ��� ��� >����� �������� ��	 ��� 	�������� &���  #!� A��� /� <��� /�'"(

(J (g) − ζI)−1 = −
N−1∑
k=0

(J (g))k

ζk+1
+

(J (g))N

ζN
(J (g) − ζI)−1 ,

���	� ζ ∈ C \ σ(J (g))� ��� �� ����� ����� ��� ��������� ��	���

m(g)(ζ) = −1
ζ
− q1

ζ2
− b2

1 + q2
1

ζ3
+ O(ζ−4) , &#�-(

� ζ → ∞ &Imζ ≥ ε� ε > 0(�
��� ����	�� <�����)�� �	����	� ����� �� 	�����	 ��� �����	� �������� &#�4(

�	�� ��� ��		��������� 3��� m��������� &#�!(� <� ���� 	� �� ���������� ��	�
	����������� :�	���	��	�� �����	 &#�4( �	 &#�!( ���1���� ����	����� ��� �����
���	��	 J (g)� �� ��� ��� ��	�� &'�'( �� ��� �	����	 g �� ��� ����������)����
���� ������� ���	� 	� ��� ����	� ������� ��	 	�����	��� ��� ��	�� &'�'( ���
��	
 ������� �� ��������� �� ��� �����	��� E�� ������� ��������� ��  5"
&��� ���  #/"(� �
�� ��� �� ��� ��������� ������	 �� ��� 3��� m��������� ��
��� =����� �1�����  5� F1� #�'4"�  #/� F1� #�#."�

b2
nm(g)

n (ζ) = qn − ζ − 1

m
(g)
n−1(ζ)

, n ∈ N , &#�5(

���	� m
(g)
n (ζ) �� ��� 3��� m��������� �� ��� ����� ���	��	 J

(g)
n &m0 = m(�

������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 � '!'



�� ��� ���� 	� 
���������� ��� ���� �����

��� ����	 ������ �� 	������	������ &���  .� A��� !� <��� '�4" ��� �	�����	���
 .� A��� !� ���� '�''"( �� ��� ��	���� ����� �� ��� ��1����� {tk}∞k=0� t ∈ R� :	��
&#�/( �� ��� �������� �� ��� ��1����� {tk}∞k=0 	� �� L2(R, dρ(g)) �� ��� ��
����� �� ���� %����	� ����� ��� ?	��<������ �	�����	� �� �	�����	���7����
�� ��� ��1����� {tk}∞k=0� E��� ����� ������  ��1����� �� ���������� {Pk(t)}∞k=0

��	���7�� �� �	������� �� L2(R, dρ(g))� ����� ���������� ������  ��	�����	�
	���		���� �1�����  .� A��� !� <��� '�4"�  #.� <��� '"

tPk−1(t) = bk−1Pk−2(t) + qkPk−1(t) + bkPk(t) , k ∈ N \ {1} , &#�'$(

tP0(t) = q1P0(t) + b1P1(t) , &#�''(

���	� �� ��� ���8������ bk &k ∈ N( ��	� ��� �� �� �������� �� qk &k ∈ N( 	�
	�� �����	�� ��� ������ &#�'$( �� &#�''( ������  ����� ��	�� ����� �� ���
��	�� 	��	��������� �� �����	 J (g) �	  	���	������ �� J (g) ��������� �� ������	
J = J∗ �	 ����

��� �������� &#�!(� �1��������� &#�4(� ����	����� ��� �	����	 g ����� ���
���� ��� ������)���� ��������� ���� ��� 	������	����� ��	�� ��	�� ��� �� �� ���
��	�� 	��	��������� ��  ����������)���� ���	��	� ������� �������	  ���� γ ��
m(g) &��� =��	
 ' ������( �� ������ Pk(γ)� k ∈ N� ���� �����	

lim
k→∞

bk(Qk−1(0)Pk(γ) − Pk−1(γ)Qk−1(0)) = 0,

����� ���� ��� g = ∞� �	

g =
limk→∞ bk(Pk−1(0)Pk(γ) − Pk−1(γ)Pk−1(0))
limk→∞ bk(Qk−1(0)Pk(γ) − Pk−1(γ)Qk−1(0))

.

��� ������ �� ���� ������1�� 	� ��������� ��	 �������� ��  ##� <��� #"�
<���� �� ������ ������)���� ���	��	 �� � ������� ���������� %����	� ����

�� ����	��� �1������� �� ���� ���	��	 J = J∗  '� ���� 6�#�."�  #� <��� /5"� �� ���
��� J = J∗� σ(J (g)) �� �� �� ��������� ������ ������� ��� �� R� �� �	�����	�
J (g) �� ��� ����	��� �����	��� ��� ��� σess(J (g)) = ∅� 3��� J �= J∗� ���� ��
���� ��� ���� ��� ��� �� ������)���� ���������� J (g) �� ��� ����������)����
���	��	 J ���  ����	��� �����	��  #!� 9��� #�'5"�

2����� ��� J �� ����	��� �����	�� &���� ���� ������ �� J �= J∗(� �� ���
�����	�� ��  ��1����� �� 	�� �����	�� {λk}k� ������� ����� ������ �� ������
������ ��� ���������� �� J (g) ������� ��� �� ���������� 	� �� ������������ ����
�� ���� ��� ��� �������� ρ(g)(t)� ������ �� &#�4(� �� �� �	����� � �������B

ρ(g)(t) =
∑
λk<t

1
αk

, &#�'#(

'!# ������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 �



������� �������� ��� ������ ��������� ��

���	� ��� ���8������ {αk}k 	� ����� ��� ��	���7��� �������� �� ���	����
��  .� A��� !� ���� '�'!" 	� ����� ��

αn =
∞∑

k=0

|Pk(λn)|2 . &#�'.(

����� �	�� &#�'#( �� &#�!( ��� �� ���

m(g)(ζ) =
∑

k

1
αk(λk − ζ)

. &#�'6(

= � �  	 
 '� �� ��� ��� �� ����	��� �����	��� ��� ��� �� ����� �� ���
��	���	���� 3��� m��������� ��������� ���� σ(J (g))� ;� &#�5(� ��� ��� �� 7�	��

��������� ���� σ(J (g)
1 )� ��� 7�	�� �� ����� �� ��� 3��� m��������� 	� ������

�� ����	��� � ����		�� �� �� ���������� ��	���	���� %�	����7 ���������
����	����� ���� ��� ������� ��� ���������� ����� ���	� �� ������ ��� 7�	�
�� ������� ��� ���������� 7�	�� ���	� �� ������ ��� ���� &��� ��� �	��� ��  '/�
A��� !� ���� '"(�

= � �  	 
 #� ;� �������	� ��	��	����� ����	� &3��� ����	��(� J (g) ��
����	��� �����	�� �� �� ���� �� J (g)(θ) ��  ����	��� �����	��� >��� ��� J (g)(θ)
�� ������ �����	�� ����� �� ��  ������)���� ���������� ��  ����� ���	��	�

= � �  	 
 .� 9�� �� ������� �	��G� �� ��� �	���	� ��	 ����	������� �� σ(J (g))
�� ��� ���� �� ��� ��	�� ���	��� �� &'�'( ���� J = J∗� A������	  ��	�� �����
��� ������ ��  ��1����� {qk}∞k=1 �� ��	���� �������� 	�� �����	� �������
����� ���������� ������ �� ��� ��1����� ������� ��� �0�������� {bk}∞k=1 ��
���� ��� bk = o(qk) � k → ∞� ���� �� �� �� ����� ��� J �� ��� ��� �� ��� ���
�	��	 D ����� ��	�� 	��	��������� �� diag{qk}∞k=1 ��  ��	��	����� 	��������
������ ���� 	������ �� D� ;� ��	��	����� ����	�� J �� ���� ������)���� ��
�� ����	��� �����	��� E� ���	��� ���	� 	� ����	 ������� �� ������)���� �����
���	��	� ����� ����	��� �����	�� �� ����� ��	�� 	��	��������� ������� ��
��� ������ ��� ���������� )��� ����� &���� ��	 ��������  '5� #'"(

= � �  	 
 6� ���	� 	� ���������� �� ��� ���	��� �� &'�'( ����� ��	����
��� J �= J∗ &���� ��	 ��������  '� 2����� '" ��  .� ���� !�'�4"(� ����� ��	 &'�'(
��������� ����� ����������� J (g) �� ����	��� �����	��  #!� 9��� #�'5"�

= � �  	 
 4� A������	 ��� ������	��� ������ �� ��� ���	��������� E� ���
���� �� =��	
� .� 6� �� �� ���� �� ��� 	���		���� �1������ ����� ����� ��
=��	
 ''� ��� �� �����	���  ������	��� ������ ����� ��		��������� ���	��	
J (g) ��  ����	��� �����	���

������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 � '!.



�� ��� ���� 	� 
���������� ��� ���� �����

�� ����
� ���
���� �������� �� J (g) ��� J (g)(θ)

3� ����� ���� ������� �� ������ ���

J
(g)
1 = J

(g)
1 (θ) , ∀θ > 0 .

:�� g ∈ R∪{∞} �� �������	 ��� 3��� m���������� m(g)� m(g,θ) �� ��� ���	��	�

J (g) �� J (g)(θ)� ���	���	�� �
��� ���� ������ ��� m
(g)
1 �� m

(g,θ)
1 ���������

&#�5( ������� ���

θ2

(
ζ +

1
m(g)(ζ)

)
= ζ +

1
m(g,θ)(ζ)

. &.�'(

9�� �� ��� �������	 ��� ��������

m(ζ) :=
m(g)(ζ)
m(g,θ)(ζ)

. &.�#(

= � �  	 
 /� �� ���� �� =��	
 #� �� J (g) �� ����	��� �����	��� ���� ���
�������� m �� ��	���	���� �� &.�#(� <���� ��� 7�	�� �� m(g) �� m(g,θ) 	� ���
��� &��� =��	
 '(� �� ������� ��� ��	 �� θ > 0 ��� ��� �� ����� �� m ��  ������
�� σ(J (g))� ����� σ(J (g)(θ)) ������� �� ��� 7�	�� �� m� E���	�� ��� ���� �	��
&.�'(� 0 ∈ σ(J (g)) �� �� ���� �� 0 ∈ σ(J (g)(θ))� H�	����	� �������	 θ �= 1� &.�'(
������� ��� ��� ���� σ(J (g)) �� σ(J (g)(θ)) �� ����	���� ���� � 0�

= � �  	 
 !� ;�  '4� A��� !� ���� .�5"� ��� 7�	�� �� m 	� ������ ���������
�� ��� �	����	 θ� ��� ��� �� �	�� ��	 ��� ����������	� �� J (g)(θ)�


��������� �	�	 ��
 J (g) ���� � ���	�
� ����
	�! �� ��
 {λk(θ)}k �� 
��

��
 �� ��#�������� �� J (g)(θ) $θ > 0%� &�	 � ��� k 
�� ��������# �����

d

dθ
λk(θ) =

2λk(θ)
θαk(θ)

,

���	� αk(θ) �� 
�� ��	!���'��# ����
��
 ��		�������# 
� λk(θ)�

@ 	 � � �� 9�� �� ������ �� f(θ) ��� ����������	 �� J (g)(θ) ��		��������� ��
λk(θ)� 3� ����� ��� f(θ) �� ��	���7�� �� ����  �� ���

〈δ1, f(θ)〉 = 1 . &.�.(

@��
 �� ���� 	�� τ &�� ��8��� ��� |τ | < θ(� ����� �
��� ���� ������ ���
dom(J (g)) = dom(J (g)(θ)) �� ��� ������)�������� �� J (g)(θ) ��	 �� θ > 0� ��

'!6 ������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 �



������� �������� ��� ������ ��������� ��

��� ���

(λk(θ + τ) − λk(θ)) 〈f(θ), f(θ + τ)〉 =
〈
f(θ), J (g)(θ + τ)f(θ + τ)

〉
−
〈
J (g)(θ)f(θ), f(θ + τ)

〉
=
〈
f(θ), (J (g)(θ + τ) − J (g)(θ) + J (g)(θ))f(θ + τ)

〉
−
〈
J (g)(θ)f(θ), f(θ + τ)

〉
=
〈
f(θ), (J (g)(θ + τ) − J (g)(θ))f(θ + τ)

〉
.

:	�� &.�.( �� ������� ��� ��� ���	��� f(θ + τ) �� f(θ) 	� ��� ���������� �� ���
�	�� 
��� �������� �� ��� ��	�� �� J (g)(θ + τ) �� J (g)(θ)� ��

f2(θ + τ) =
λk(θ + τ) − (θ + τ)2q1

(θ + τ)b1
, f2(θ) =

λk(θ) − θ2q1

θb1
.

>��� �
��� ���� ������ ����� ��� �1������� �� &.�.(� �������	 ����

J (g)(θ + τ) − J (g)(θ) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(2θτ + τ2)q1 τb1 0 0 · · ·
τb1 0 0 0 · · ·
0 0 0 0

0 0 0 0
� � �

���
���

� � �
� � �

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

��� ������ ���

(λk(θ + τ) − λk(θ)) 〈f(θ), f(θ + τ)〉 = τ

(
λk(θ + τ)

θ + τ
+

λk(θ)
θ

)
.

���	���	�� �� ��� ���� �� =��	
 !� ��� ��

lim
τ→0

λk(θ + τ) − λk(θ)
τ

= lim
τ→0

1
〈f(θ), f(θ + τ)〉

(
λk(θ + τ)

θ + τ
+

λk(θ)
θ

)
=

2λk(θ)
θαk(θ)

.

��� �	��������� ����� �� �� �	���� �� ���� �� =��	
 /� !� �� @	������
���� .�'� %�����	� �� �	����� � ���	����� �	��� ���� �� ��� ���	������

m(ζ) = ζ(θ2 − 1)m(g)(ζ) + θ2 , &.�6(

����� ������� �	�� &.�'( �� &.�#(�

������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 � '!4



�� ��� ���� 	� 
���������� ��� ���� �����


��������� �	�	 &�� g ∈ R∪{∞} �� ��
 J (g) ���� � ���	�
� ����
	�!� (��

����
	� σ(J (g))� σ(J (g)(θ)) ��
�	���� �� R+ �� R−� ��	����	� σ(J (g)(θ)) �� R+

$R−% �� ����
� ��
� 	�����
 
� σ(J (g)) 
� 
�� ���
 $	�#�
% �� θ < 1� �� 
� 
�� 	�#�

$���
% �� θ > 1�

@ 	 � � �� �� ���� �� =��	
 /� ��� ���� ����� �� ��	��� ��� ������� ���
�������� �� ���������� ���������� �� J (g) ���	� �� ���� ��� ��������� �� J (g)(θ)
�� ���� ��	�� �
� ��� �������� �� ���������� ���������� �� σ(J (g))� λ < λ̃�
*�� �� &#�'6(� ��� ��

lim
t→λ̃−
t∈R

m(g)(t) = +∞ , lim
t→λ+

t∈R

m(g)(t) = −∞ . &.�4(

>��� �� &.�6( ����� ��� θ > 1� ����� ������ �� ��� ���������� �� λ, λ̃� &.�6(
�� &.�4( ����� ���

lim
t→λ̃−
t∈R

m(t) = +∞ , lim
t→λ+

t∈R

m(t) = −∞ .

<���� m �� ������ �� ��� ����	�� (λ, λ̃)� �� ������ �	��� ��� $���� � ��� �����	
�� ������ �� �� �	����� ���� ��� ��	�� �	 ��	� ����� � �� :��� . &a(� ����� ��

=��	
� ' �� /� ���	� 	� � ���� ��� �������� �� σ(J (g)
1 ) �� (λ, λ̃)� ;���

������ �� =��	
 '� ���� ����� ����	���� ��� ��� ��� λ, λ̃ 	� �����������

a b c

:��� .� ���������� �	������� �� ��� $���� �� m

E���	�� ��� ��� ������ ����	� ��� ����������� �� ��� �	������ �� ��� $����
��  �������� ����� �� �� � �� :��� . &b( �� &c(� ;�� ��� ��� �������������
�� ���� ������� �	�� ��� ��� ��� ��� ����� �� m(g,θ) 	� ������ &��� =��	
 '(�
2���������� ������� ��� ���������� ���������� �� J (g)(θ)� ��� �������� 1

m �R

�	����� ��� 0���� ������ ����� ����� ��� ����	����� �� R+ �� ���� �����������
;� ��� ��� ��
��� ��� �����	 ����	��� �� R−� ��� ��� θ < 1 �� �	���� �� 
�����	 ��� ��� ������ ���	���� ������� ��	����� �	�� @	��������� .�'�

= � �  	 
 -� 3� ���� ��� σ(J (g)) ∩ R+� σ(J (g)) ∩ R−� �� �� ����� �	
������

'!/ ������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 �



������� �������� ��� ������ ��������� ��

�� ������� ���
���� �������� ��� J (g) ��� J (g)(θ)

�� ���� ������� �� ��� ���� ������	� ���������� ��	 ��� �����	 �� J (g)(θ)
&θ > 0(� 2��� �� �	�����  	������	������ ���	���� �� ��� ����� ��	�� ��
�������� ���1������ �� ��� 	������	������� <��� �� ��� ��	���� ������� �� ����
������� &���� ��	 �������� A�	���	� 6�'( ��� ����	 ������� �� ��� ����� ���  !"�
 #$"�

2 ����	� �	� �� ��	 ��	��� �� ��� 3��� m��������� �� ��� �	���	����� 3�
����� ��	 ���������� �� ������� ���  ���������� ��	 �����	���� ��� �������� ��
��� �����	�

����������	 :�	  ����� �������� ��� �� 	�� �����	� S ������� ����� ������
�� ����������� ��� M �� � ������� ������ �� ����������� ������	� ���� ���
���	� ��  ���������� ���	����� �������� h : M → S ���� ��� �	���	�� ���
h−1(0) = {0} ���� 0 �� �� S� ����� M �� ������������ �	�� ���� &�����( ��
�� ���� �� ��� ��� ����� ��	 S� 3� �	��� S = {λk}k∈M � ���	� λk = h(k)� >���
��� �� ��� ��1����� {λk}k∈M ���� λ0 �� ������ �� �� 7�	�� ����� �� −1, 1 ∈ M �
����

λ−1 < 0 < λ1 .

�� ��� ��1���� ��� �����	 �� �� ���	��	� ���� �� �����	��� ���	���� �� ����
�����������

3��� {λk}k∈M �� �������	�� �������	 ����  ��1����� ����	����� ���� ��� ��
��� ��� ��� ��� M ��	 �����	���� ���� ��1������� :�	 �������� �� {λk}k∈M

�� {μk}k∈M 	� ����	����� �� ��� ������������� ���� ��� �� ����� ���

λk < μk < λk+1 , ∀k ∈ M.

��� ��������� �����	� 	����� �� �� ����� ��  ##� <��� 6"� 3� �
���� ��� �	���
��	� ��	 ��� 	���	I� ������������

����� �	�	 ��
 J (g) ���� � ���	�
� ����
	�! �� ����!� 
��
 σ(J (g)) =
{λk}k∈M � �� σ(J (g)

1 ) = {ηk}k∈M � (���� 
�� ��������# ��	!��� ���� ��	 
��

��"� m�����
��� �� J (g)�

m(g)(ζ) = C
ζ − η0

ζ − λ0

∏
k∈M
k �=0

(
1 − ζ

ηk

)(
1 − ζ

λk

)−1

. &6�'(

��	����	� C < 0 ��

ηk < λk < ηk+1 ∀k ∈ M &6�#(

�� σ(J (g)) �� ��!������� �	�! ������ ������ C > 0 ��

λk < ηk < λk+1 ∀k ∈ M &6�.(

�
��	�����

������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 � '!!



�� ��� ���� 	� 
���������� ��� ���� �����

@ 	 � � �� 2����� �	�� ��� σ(J (g)) �� ������������ �	�� ������ <����

��� �	����� ����	 ����� �� J ���� ��� ������ ��� �	����� ����	 ����� �� J
(g)
1 �

��� ������� ������� �� {λk}k∈M �� ���� ��� ��� ������� ��� �� {ηk}k∈M &���  6�
A��� /� <��� '�."(� ���� ��� �� �����	�� ��� ��1������ {λk}k∈M �� {ηk}k∈M

�� ��� ���� ���� ��	 ���������� �� &6�.(� 2���	���� ��  '/� A��� !� ���� '"�
&6�'( ����� ���� C > 0�

A��	��� ���� σ(J (g)) �� ��� ������������� ��� ��1������ �� �� 		���� ��
���� &6�.(� �� ���� &6�'( ����� ���� C > 0�

>�� ������� ��� σ(J (g)) �� ������������ �	�� ����� ���� σ(−J (g)) ��
������������ �	�� ����� ��� �����1������� ��� �	����� ������� �� {ηk}k∈M ��
���� ��� ��� �	����� ��� �� {λk}k∈M � ���� {λk}k∈M � �� {ηk}k∈M ����� ��
		���� ���	���� �� &6�.(� %�����	� �� 	� ����� ��� �� ��� &6�.( ��	 		�����
��� 7�	�� �� ����� �� ��� ��	���	���� %�	����7 �������� − 1

m(g) � ��� ��� �� ���
&6�#(� ���	���	�  '/� A��� !� ���� '" �����

− 1
m(g)(ζ)

= C̃
ζ − λ0

ζ − η0

∏
k∈M
k �=0

(
1 − ζ

λk

)(
1 − ζ

ηk

)−1

, C̃ > 0 .

:�	 ���������� ��� �	��� �� ���� 	����� �� ���� ��� ��� ��� �1����� �� ��
	��	����� � ���	��� �� ��� ����� ��� ������� �	����� �� &6�'( �� �����	����
������ �� &6�#( &��� ��� �	��� ��  '/� A��� !� ���� '"(�

2�����	 �����	� ������ 	����� �� �� ���� ���	 �� ��� ��������� �����

����� �	�	 ��
 J (g) ���� � ���	�
� ����
	�! �� {λk(θ)}k �� 
�� ��
 ��

��#�������� �� J (g)(θ)� (���� 
�� ��	���∑
k∈M

λk(θ)
αk(θ)

&6�6(

�����	#�� �����	!�" �� [θ1, θ2] ⊂ R+ 
� s1(θ) $��� $)�*%%�

@ 	 � � �� :	�� &#�/( �� &#�'#(� �� ������� ��� ��� ��	��� �����	��� ���������
�� s1(θ)� ��� ��	��� ∑

k∈M

λ2
k(θ)

αk(θ)
&6�4(

�����	��� ��� ��������� �� ��� �������� s2(θ)� <���� ���� �������� �� ����������
�� [θ1, θ2]� ���� &6�4( �� �����	��� �����	���� �� ��� ����	�� &���  #-� <��� '�.'"(�
>��� ��	 �� θ ∈ [θ1, θ2] �� |λk| > 1� ��� ��

|λk| < λ2
k ,

�� &6�6( �� �����	��� �����	���� �� [θ1, θ2]�

'!- ������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 �



������� �������� ��� ������ ��������� ��

= � �  	 
 5� @	��������� .�# ����� ��� ��� ����	����� �� ��� ��1������
σ(J (g)) = {λk}k �� σ(J(θ)) = {μk}k �� ��0�	��� �� R+ �� R−� <� ��� ��
�	�� �� �����	�� ��� ��1������ ���	���� �� ��	 ���������� &��� �����	���� ��
��� ��1������ 	�� ���	 M �� ���� ��� ���������� ���� �����	��� �1�� 7�	� 	�
������ �� �� 7�	�( �� �������

λk < μk < λk+1 �� R+ , μk < λk < μk+1 �� R− ,

���� θ > 1� ��

μk < λk < μk+1 �� R+ , λk < μk < λk+1 �� R− ,

�� θ < 1�


��������� �	�	 &�� g ∈ R∪ {∞} �� 0 < θ1 < θ2� ��
 J (g) ���� � ���	�
�

����
	�! �� ����!� 
��
 σ(J (g)(θ1)) = {λk}k∈M �� σ(J (g)(θ2)) = {μk}k∈M �

���	� 
�� ��������� ���� ���� �		��#� ����	��# 
� +�!�	, -� (����∑
k∈M

(μk − λk) = q1(θ2
2 − θ2

1) .

@ 	 � � �� E���	�� ��� �	�� @	��������� .�' �� ������� ���

μk − λk = 2

θ2∫
θ1

λk(θ)dθ

θαk(θ)
.

A������	  ��1����� {Mn}∞n=1 �� ��� ������� �� M ���� ��� Mn ⊂ Mn+1 ��
∪nMn = M � ����

∑
k∈M

(μk − λk) = 2 lim
n→∞

θ2∫
θ1

⎛⎝ ∑
k∈Mn

λk(θ)
αk(θ)

⎞⎠ dθ

θ
.

;� 9��� 6�# �� ��� ��� ���

s1(θ) =
〈
δ1, J

(g)(θ)δ1

〉
= q1θ

2 ,

��� ������ ∑
k∈M

(μk − λk) = 2q1

θ2∫
θ1

θdθ = q1(θ2
2 − θ2

1).

������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 � '!5



�� ��� ���� 	� 
���������� ��� ���� �����


��������� �	�	 &�� g ∈ R ∪ {∞} �� 0 < θ �= 1� ��
 J (g) ���� � ���	�
�

����
	�! �� ����!� 
��
 σ(J (g)) = {λk}k∈M �� σ(J (g)(θ)) = {μk}k∈M � ���	�


�� ��������� ���� ���� �		��#� ����	��# 
� +�!�	, -� (����

m(ζ) =
∏

k∈M

ζ − μk

ζ − λk
.

@ 	 � � �� A������	  ��1����� {Mn}∞n=1 �� ������� �� M ���� ��� Mn ⊂ Mn+1

�� ∪nMn = M � :	�� &6�'( �� &.�#( �� ������� ���

m(ζ) = C
ζ − μ0

ζ − λ0
lim

n→∞

∏
k∈Mn
k �=0

(
1 − ζ

ηk

)(
1 − ζ

λk

)−1

∏
k∈Mn
k �=0

(
1 − ζ

ηk

)(
1 − ζ

μk

)−1

= C
ζ − μ0

ζ − λ0

∏
k∈M
k �=0

(
1 − ζ

μk

)(
1 − ζ

λk

)−1

. &6�/(

E� ��� ����	 ���� �� @	��������� 6�'� �� ����� �	�� ���

∏
k∈M
k �=0

(
1 − ζ

μk

)(
1 − ζ

λk

)−1

=
∏
k∈M
k �=0

λk

μk

∏
k∈M
k �=0

ζ − μk

ζ − λk
. &6�!(

:	�� &#�-( �� &.�6( �� ������� ���

lim
ζ→∞

Imζ≥ε>0

m(ζ) = 1 . &6�-(

2���� �� ��� ���� ��� ��� ������ �	����� �� ��� 	� �� � �� &6�!( �����	��� ����
��	���� ��� ��

lim
ζ→∞
Imζ≥ε

∏
k∈M

ζ − μk

ζ − λk
= lim

ζ→∞
Imζ≥ε

∏
k∈M

(
1 +

μk − λk

λk − ζ

)
= 1 . &6�5(

����� &6�/(� &6�!(� &6�-(� �� &6�5( ����� ���

C =
∏
k∈M
k �=0

μk

λk

�� ��� �	��������� �� �	�����

'-$ ������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 �



������� �������� ��� ������ ��������� ��

��������� �	�	 &�� g ∈ R ∪ {∞} �� θ > 0� ��
 J (g) ���� ���	�
� ����
	�!

�� ����!� 
��
 σ(J (g)) = {λk}k �� σ(J (g)(θ)) = {μk}k� ���	� 
�� ���������

���� ���� �		��#� ����	��# 
� +�!�	, -� (����

θ2 =
∏
k∈M

η − μk

η − λk
,

���	� η �� ��" ���!��
 �� σ(J (g)
1 )� ��	����	� ���� 0 �∈ σ(J (g))�

θ2 =
∏
k∈M

μk

λk
&6�'$(

��� �� 0 ∈ σ(J (g))�

θ2 =
1

α0 − 1

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩α0

∏
k∈M
k �=0

μk

λk
− 1

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ , &6�''(

���	� α0 �� #���� �� $)�./%�

@ 	 � � �� ��� �	�� ��� ���������� ��	 θ2 	�  ��	������	�	� �����1����� ��
@	��������� 6�# �� &.�6(� 2� 	��	�� �� &6�''(� ���� ��� �	�� &#�'6( ��� ��

α−1
k = − Res

ζ=λk

m(ζ) . &6�'#(

����� ���	���� �� &.�6(�

θ2 − α−1
0 (θ2 − 1) = m(0) =

∏
k∈M
k �=0

μk

λk
. &6�'.(

= � �  	 
 '$� 0�� 
� $1�./% �� 
�� �	���	
��� �� 
�� ��	!���'��# ����
��
��
���� 0 ∈ σ(J (g))� ��� �� 
�� ��������# ��������
��� ���� ������# �� 
�� �����

�� θ �= 1�

θ2 < m(0) =
∏
k∈M
k �=0

μk

λk
< 1, 1 < m(0) =

∏
k∈M
k �=0

μk

λk
< θ2 .

������� �	�	 &�� g ∈ R ∪ {∞} �� θ > 0� ��
 J (g) ���� ���	�
� ����
	�!

�� ����!� 
��
 0 �∈ σ(J (g))� (�� ����
	� σ(J (g))� σ(J (g)(θ)) $θ �= 1% �������"
�
�	!��� 
�� ������ !�
	�� $.�.%� 
��
 �� 
�� ���	�
�	 J � 
�� ��	�!�
�	 θ �����#

�� ��	
�	��
���� �� 
�� ��	�!�
�	 g ������"��# 
�� ����������
 ��
������ ����

J �= J∗�

������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 � '-'



�� ��� ���� 	� 
���������� ��� ���� �����

@ 	 � � �� ?���� ��� ��1������ σ(J (g)) �� σ(J (g)(θ))� ��� ���� ��� �	����	
θ �	�� &6�'$(� @	��������� 6�# ������ ��� �������� m �� �1����� &.�6(� ��� 3���
�������� m(g)� 2���	���� �� ��� @	������	���� ���� �������� ����� �� 	�����	 ���
��	�� �������� �� ��� ����� ���	��	 �� ��� �	����	 g ����� ����	�����
��� ������)���� ��������� ���� J �= J∗�

������� �	�	 &�� g ∈ R∪{∞} �� θ > 0� ��
 J (g) ���� � ���	�
� ����
	�!

�� ����!� 
��
 0 ∈ σ(J (g))� (�� ����
	� σ(J (g))� σ(J (g)(θ)) $θ �= 1%� 
�#�
��	
��
� ��
��	 q1 �	 α0� �������" �
�	!��� 
�� !�
	�� �������
� 
� J � 
�� ��	�!�
�	
θ� �� 
�� ��	�!�
�	 g ���� J �= J∗� 2�
�	��
����"� 
�� ����
	� σ(J (g))� σ(J (g)(θ))
�� 
�� ��	�!�
�	 θ �= 1 �������" �
�	!��� 
�� !�
	�� ��		�������# 
� J ��


�� ��	�!�
�	 g ���� J 
�	�� ��
 
� �� �������������
�

@ 	 � � �� ���� ������� ���������� �	�� ��� �	��� �� ��� �	������ ����	���
�
��� ���� ������ &6�''(� >��� ��� θ �� �� ����	����� �����	 �� @	���������
6�' �	 �� ��� ��������� ��	���

m(ζ) = 1 +
q1(1 − θ2)

ζ
+ O(ζ−2) ,

� ζ → ∞ &Imζ ≥ ε� ε > 0(� ������� �� ��������� &#�-( �� &.�6(�

= � �  	 
 ''� ����	��� 6�' �� 6�# ����� ��� �	����� �� 	������	������
��� ��	�� �	�� �����	� ��� %�����	� �� �	��	 �� ����� ��� ����	�� �	����� ��	
��� ������	��� ������� ��� ������ ��� 	�����	 ��� ����� �� ��	��� ��������
�	�� ��� ��	�� ���	���� ���� �� ������ ��� ��8���� � �� �� ����� ����� &���  '!�
A��� -"(�

E� ��� ���� �� &'�#(� ��� ���� ��� �1������

kj+1 = −(kj + qjmj),

mj+1 =
k2

j+1

mjb2
j

,

����� ���� �� ��� 	���	������ �� ��	��� �������� �� ����� �� ��� ������ �	��
��� �	�� ��	��� ������� �� ���� >��� ���� ���� ��� �	����	� k1 �� m1

	� ������ ���� ��� 1������� k1
m1

���� ��� ������ �� ��� ������ �� ��� �����
���� 1������� ��  ����	��� ������� ������B �� �1��� ��� �1�	�� ���	�
�	�1����� �� ��� ��� m1 ������ ���� ��� ��	��� k1 ��  ���� �����	�� �����
�� �� ��������� ���������� �� ���  �� �� ���	������ kj/mj �� ��	�� �� k1/m1�
���� �� ������� �� ���� �� ��� ��������� ��������� �	�����B

kj+1

mj+1
=

− b2
j

qj −
b2
j−1

· · · q2 −
b2
1

q1 + k1
m1

,

'-# ������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 �



������� �������� ��� ������ ��������� ��

����� �� �����	����� �	�� k1
m1

���	�� &���  '! �� !/"(� 3� 	��	
 ���� ����
�
��� ����� ��	�� ���� ��	� ��� ����� ���� ������� ��������� ������� ���
������ ��������� ��  '!� A��� -" ��	 ����	������ ��� ��� �� ��������� ����� ��	

��� 1������� k1
m1

� 2��������� ����� �� k1
m1

	� ����� ��	 �����
kj+1

mj+1
��  ��������

	�� �����	 ��	 �� j ∈ N�

�� ��
������ ��� �	�
���� ���������� ��� � � ���
��� �� J (g)

��� J (g)(θ)

��� ��������� �������� ����� � ������������� �	���	��� ��	 ��� ��1������ ��
�� ��� �����	 �� J (g) �� J (g)(θ)� �� ��� ����� ��� ��� ����	����� ���������
����� �� ( &��� �����( �� ������	� �� ��8�����  !"� #$"�

������� �	�	 3���� 
�� �����
� 	��� ��������� {λk}k �� {μk}k ��
���


���
� ����
� �� ����!���
���� ���� 
��
 ���� �� 
��! ���
���� 
�� '�	�� 
��	� ��

� ������ ����
��� θ� � ������ ���	�
�	 J � �� � ������ g ∈ R ∪ {∞} �� J �= J∗�
���� 
��
 {μk}k �� 
�� ����
	�! �� J (g)(θ) �� {λk}k �� 
�� ����
	�! �� J (g) ��

�� ���" �� 
�� ��������# ����
���� �	� ��
�����

a) {λk}k �� {μk}k ��
�	���� �� R+� R− ��
� ��� �������� ����
� 
� 
�� 	�#�


$���
% �� R+� $R−% ��
� 	�����
 
� 
�� �
��	 ���� (���� 
�� ��������� ��� ��
�	�	� ����	��# 
� +�!�	, -�

b) (�� ��������# ��	��� �����	#��∑
k∈M

(μk − λk).

4" ����
��� �% 
�� �	���
�
∏
k∈M
k �=n

μk − λn

λk − λn
�
∏
k∈M

μk

λk
�	� �����	#��
� �� ����

τn :=

(μn − λn)
∏

k∈M
k �=n

μk − λn

λk − λn

λn

(∏
k∈M

μk

λk
− 1

) , ∀n ∈ M . &4�'(

c) (�� �������� {τn}n∈M �� ���� 
��
� ��	 m = 0, 1, 2, . . . � 
�� ��	���∑
k∈M

λ2m
k τk �����	#���

������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 � '-.



�� ��� ���� 	� 
���������� ��� ���� �����

d) �� � �������� �� ��!���� ��!��	� {βk}k∈M �� ���� 
��
 
�� ��	���∑
k∈M

|βk|2 τk �����	#��

��� ��	 m = 0, 1, 2, . . . � ∑
k∈M

βkλ
m
k τk = 0 ,


��� βk = 0 ��	 ��� k ∈ M �

@ 	 � � �� �� ���� �� @	���������� .�# �� 6�'� ��	 �	����� ��� ��������� �� ���
����������� �� ���� 	����� �� ���� ��� ��	 �� n ∈ M � τn = α−1

n � ������ �( ��
�( ���� ������ �	�� ��� ��� ��� �� ������� �� ��� �����	� ����	� &#�'#( �����
�� ��� ��� ���������� 	� ����� �� L2(R, ρ(g))�

:	�� &.�6(� &6�'#(� �� @	��������� 6�# � �� ������� ���

α−1
n =

1
θ2 − 1

lim
ζ→λn

λn − ζ

ζ
m(ζ)

=
μn − λn

λn(θ2 − 1)

∏
k∈M
k �=n

λn − μk

λn − λk
.

%����� �� A�	���	� 6�'� ��� ��	���� ��� τn = α−1
n �

3� ��� �	��� ��� ���������� (� �(� �( �� �( 	� ��8������
��� ��������� ( ������� ���

λn − μk

λn − λk
> 0, ∀k ∈ M , k �= n.

E� ��� ����	 ���� �� �( ��� �� ����� ��� �����	

κ =
∏
k∈M

μk

λk
, &4�#(

����� �� ���	�� �������� �� ��� κ > 1 �� |μk| > |λk| ��	 �� k ∈ M �� κ < 1 ��
|μk| < |λk| ��	 �� k ∈ M � �����

μn − λn

λn(κ − 1)
> 0 ∀n ∈ M.

%����� ��	 �� n ∈ M � τn > 0� �� ����� ��� ��������

ρ(t) :=
∑
λk<t

τk . &4�.(

'-6 ������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 �



������� �������� ��� ������ ��������� ��

�� ������� �	�� �( ��� ��� ������� �� ��� ����	� ��		��������� �� ρ 	� ������
>��� �� ��� ���� �� ( �� �(� ����� ��� ��	���	���� ���������

m̃(ζ) :=
∏
k∈M

ζ − μk

ζ − λk

��

m̃(ζ) :=

m̃(ζ) −
∏
k∈M

μk

λk

ζ

(∏
k∈M

μk

λk
− 1

) . &4�6(

����� �
��� ���� ������ &4�'(� ��� ��

Res
ζ=λn

m̃(ζ) =

(∏
k∈M

μk

λk
− 1

)−1

lim
ζ→λn

ζ − λn

ζ
m̃(ζ) = −τn . &4�4(

�� ���� �� ��� �� ���� �	���	�

lim
ζ→∞

Imζ≥ε>0

m̃(ζ) = 1 . &4�/(

���	���	��

lim
ζ→∞

Imζ≥ε>0

m̃(ζ) =

(∏
k∈M

μk

λk
− 1

)−1

lim
ζ→∞

Imζ≥ε>0

m̃(ζ)
ζ

= 0. &4�!(

;� &4�4( �� &4�!(�  '/� A��� !� ���� #" ������� ���

m̃(ζ) =
∑
k∈M

τk

λk − ζ
. &4�-(

E� ��� ����	 ���� ����� &4�/(� ��� ������

lim
ζ→∞

Imζ≥ε>0

ζm̃(ζ) =

(∏
k∈M

μk

λk
− 1

)−1

lim
ζ→∞

Imζ≥ε>0

(
m̃(ζ) −

∏
k∈M

μk

λk

)
= −1 .

;��
lim

ζ→∞
Imζ≥ε>0

ζm̃(ζ) = −
∑
k∈M

τk ,

������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 � '-4



�� ��� ���� 	� 
���������� ��� ���� �����

�� �� �� ���� �	���� ���� ��	 ��� �������� ����� �� &4�.(�∫
R

dρ(t) = 1 .

���� ��� ����	� ��		��������� �� ρ �� ��	��	����� ��	���7�� �� �� ���
������� ������ �� �� L2(R, ρ) ���� ��� ?	�C<������ �	�����	� �� �	�����	�
���7���� �� ��� ��1����� {tk}∞k=0 �� �����  ����� ��	�� � �� �������� ��
��� @	������	���� *����� �� J ��� ���	��	 ����� ��	�� 	��	��������� �� ���
������� ��	�� &���  #� <��� 6!"(� >��� ��������� �� ��� ��1����� �� ��������
J �� ������)���� �	 ���� �� J = J∗� ��� �������� ρ �� ��� 	��������� �� ��� ��������
�� J � ����� �� J �= J∗� ρ ��		������� �� ��� 	��������� �� ��� �������� ��  �����
�)���� ��������� �� J � ���� ��  �����1����� �� ��������� �( ����� �� ���� ���
��� ���������� 	� ����� �� L2(R, ρ)  #.� @	��� 6�'4"�

:������ ������ �� J (g) ��� ������)���� ��������� �� J ��		��������� �� ρ ��
�������	 ��� ���	��	 J (g)(θ) ������� �	�� J (g) � �������� �� ��� @	������	���
���� θ ����� �� &6�'$(� ;� ��� �����	������� ��� ��1����� {λk}k∈M �� ��� �����	��
�� J (g)� :�	 ��� �	��� �� �� �������� �� ���� 	����� �� ���� ��� {μk}k∈M ��
��� �����	�� �� J (g)(θ)� :�	 ��� �������� ����� �� &.�#(� �
��� ���� ������ &.�6(
�� &#�'6(� ��� ��

m(ζ) = θ2 + ζ
(
θ2 − 1

) ∑
k∈M

1
αk(λk − ζ)

.

E� ��� ����	 ���� �	�� &4�6( �� &4�-(� �� ������� ���

m̃(ζ) = θ2 + ζ
(
θ2 − 1

) ∑
k∈M

τk

λk − ζ
.

;�� �� ��� �	��� �	���� ��� α−1
k = τk ��	 k ∈ M � ���� m = m̃� ������

��� ��� 7�	�� �� m 	� ����� �� ��� ��1����� {μk}k∈M �

������� �	�	 ��
 {λk}k �� {μk}k �� 
�� �����
� 	��� ��������� ��
���


���
� ����
� �� ����!���
��� ���� 
��
 ���� �� 
��! ���
���� ����
�" ��� ���!��


����� '�	�� �� ������	 ��" ����
��� 	��� ��!��	 θ �= 1� (��	� ����
� � ������

���	�
�	 J � �� � ������ g ∈ R∪{∞} �� J �= J∗� ���� 
��
 {μk}k �� 
�� ����
	�!

�� J (g)(θ) �� {λk}k �� 
�� ����
	�! �� J (g) �� �� ���" �� 
�� ����
���� a)� b)�

'-/ ������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 �



������� �������� ��� ������ ��������� ��

c)� �� d) ��� ��
�

τn :=
μn − λn

λn (θ2 − 1)

∏
k∈M
k �=n

μk − λn

λk − λn
, n ∈ M ,n �= 0 ,

τ0 := (θ2 − 1)−1

⎛⎜⎜⎝θ2 −
∏
k∈M
k �=0

μk

λk

⎞⎟⎟⎠ ,

���	�

θ2

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
<
∏
k∈M
k �=0

μk

λk
�� {μk}k �� ����
� 
� 
�� ���
 �� R+ ��	�
� {λk}k ,

>
∏
k∈M
k �=0

μk

λk
�
��	����.

&4�5(

@ 	 � � �� ��� �	��� �� ������� �� ��� �	��� �� ����	�� 4�'� =���� ��� ��
��	 ���������� ��	 �����	���� ��� ��1������ λ0 = μ0 = 0� ����� ��	 �	����� ���
��������� �� ��� ���������� (C�(� ��� ���� ������ ��	��� ��� τ0 = a−1

0 �� &4�5(
������ ���� �� �������� �� ���� �� &6�'.( �� =��	
 '$� ��� ��8������ �� ���
���������� �� ���������� � �� ��� �	��� �� ����	�� 4�'� %�	�� ��� �����������
&4�#( ��

κ =
∏
k∈M
k �=0

μk

λk

�� &4�6( ��

m̃(ζ) :=
m̃(ζ) − θ2

ζ (θ2 − 1)
, ζ �= 0 .

����� ��� ��	���� ��� Resζ=λn m̃(ζ) = −τn ��	 �� n ∈ M ��
∑

k∈M τk = 1�
>��� ��� &4�5( ��	����� ��� τn > 0 ��	 �� n ∈ M � ��� 	��� �� ��� �	���
	����� ��� �� ����	�� 4�' �
��� ���� ������ ��� ��� ��� 7�	�� �� m 	� �����
�� {μk}k∈M \ {0}�

������� �	�	 3���� 
�� �����
� 	��� ��������� {λk}k �� {μk}k ��
���


���
� ����
� �� ����!���
��� ���� 
��
 ���� �� 
��! ���
���� 
�� '�	�� 
��	� �� �

������ ����
��� θ �� � ������ ���	�
�	 J = J∗ ���� 
��
 {μk}k �� 
�� ����
	�! ��
J (g)(θ) �� {λk}k �� 
�� ����
	�! �� J �� �� ���" �� ����
���� a)� b)� c)� 
�#�
��	

������� � ��!"���!���� #"������ $�������� %����!��� ����� ���	 
� ��	 � '-!



�� ��� ���� 	� 
���������� ��� ���� �����

��
�

5% lim
n→∞

det

⎛⎜⎜⎜⎝
s0 s1 · · · sn

s1 s2 · · · sn+1

. . . . . . . . . . . . . . .

sn sn+1 · · · s2n

⎞⎟⎟⎟⎠

det

⎛⎜⎜⎜⎝
s4 s5 · · · sn+2

s5 s6 · · · sn+3

. . . . . . . . . . . . . . . .

sn+2 sn+3 · · · s2n

⎞⎟⎟⎟⎠
= 0 ,

���	� sn :=
∑

k∈M λn
kτk ��	 n �� N∪{0} �	� �������� 6�
� 
��
 �" ��	 ������
���

�� 
�� ��
�
��� J (g)(θ) �� � �������#���	 ���
��	��, ��	
�	��
��� �� J ����� ���

��
 ���� �� g�

@ 	 � � �� 3� ��� 	���� ��� 	������� �� ��� �	��� �� ����	�� 4�'�
A��	��� sn &n ∈ N ∪ {0}( 	� ��� �����	� ����� �� &#�/(� ����� �� ��� ���� ��
%���	��	I� �	���	��� &���  '� 2����� #� <��� 5"(� 5% ����� ���� J = J∗� :�	 ���
��8������� ���� ��� ��� ��  '� 2����� #� <��� 5"� 5% ������� ��� ��� ����	�
��		��������� �� ��� �������� ����� �� &4�.( �� ��� ���1�� �������� �� ��� ������
�	������ �� J = J∗ �� % �� ��� �������

= � �  	 
 '#� 2���������� 5% �� ��� ��� �� ����
� ������	 �� ����� ��
���� ��� ������	� �� ��8����� ���������� �� ��� ������)���� ���� >��� ��� ���
�� ��� ���� ��� ������� ������)���� ��	���� �� ����	�� 4�# �� ������������
��������� % ��	 5%�

��������� ����	 ��� ����	� ���
 ��� 	���	�� ����� �������� ���
��� �� � ���	���� �	��������� �� ���� ��	
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