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В работе рассматриваются смещенные релаксационные процессы в двухуровневых системах, чьи 

структурные элементы изменяются согласно дихотомическому случайному процессу. Применяя кон-

цепцию непрерывных во времени случайных блужданий, найдено интегральное уравнение, решени-

ем которого является релаксационная функция, и показано, что релаксация в таких системах прояв-

ляет эффекты памяти. Особое внимание уделено изучению поведения асимптотических законов ре-

лаксации в случае, когда времена пребывания системы в верхнем и нижнем состояниях характеризу-

ются тяжелыми и / или сверхтяжелыми хвостами распределений. Из полученных асимптотических 

законов релаксации следует, что для изучаемых процессов характерно аномально медленное стрем-

ление к определенному равновесному положению. Кроме того, проведены численные расчеты, демон-

стрирующие хорошее соответствие с аналитическими результатами. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 
 

Релаксационные процессы описывают переходы 

макроскопической системы между равновесными 

состояниями и содержат важную информацию об 

общих механизмах релаксации. Зачастую релакса-

ционные процессы изучаются для систем, подвер-

женных воздействию обобщенной постоянной силы, 

которая случайным образом переключается [1]. В 

таком случае одной из наиболее важных характери-

стик исследуемого процесса является внешняя тер-

модинамическая переменная, сопряженная с обоб-

щенной силой. В качестве примера можно привести 

магнитную релаксацию [2-4], где соответствующей 

парой сопряженных переменных будут внешнее 

магнитное поле и магнитный момент системы, или 

диэлектрическую релаксацию [5-7], для которой со-

пряженными переменными являются внешнее элек-

трическое поле и электрический дипольный момент.  

Помимо классической дебаевской релаксации, 

для которой изменение релаксационной функции 

(t) пропорционально ее величине, т.е. соответству-

ющий закон релаксации имеет вид (t)  0exp(− t/T), 

где 0  (0) и T − характерное время релаксации, 

существует много систем с аномальной, неэкспонен-

циальной релаксацией (см. работы [8-11] и ссылки в 

них). Например, релаксация в неупорядоченных 

средах, стеклах, диэлектрическая релаксация в по-

лимерах описывается растянутой экспоненциальной 

функцией (the stretched exponential function) 

(t)  0exp[− (t/T)] (0    1), которую иногда назы-

вают законом Кольрауша-Уильямса-Уоттса. Также 

процесс релаксации для некоторых явлений, таких 

как захват электронов, электронно-дырочная реком-

бинация, прямой перенос энергии в телах со слож-

ной структурой при больших временах хорошо опи-

сывается экспоненциально-логарифмической функ-

цией (t) ~ exp[−  ln

(t/T)], где  и  – положительные 

параметры. Данный тип релаксации более медлен-

ный, чем закон Кольрауша-Уильямса-Уоттса, и при 

   1 описывает важный класс степенных законов 

релаксации: (t) ~ (t/T)− . Кроме того, можно наблю-

дать переходы от закона Кольрауша-Уильямса-

Уоттса при малых значениях времени к степенному 

поведению при больших временах. 

Особое внимание уделяют изучению релаксаци-

онных процессов для систем, чьи свойства полностью 

определяются свойствами их структурных элементов 

(таких как мономолекулярные магниты, цепочечные 

магниты, однодоменные ферромагнитные наноча-

стицы). Важным классом такого рода систем являют-

ся двухуровневые системы, для которых составляю-

щие элементы изменяются согласно дихотомическо-

му (телеграфному) процессу [12-14]. В статье [15], 

используя теорию непрерывных во времени случай-

ных блужданий (continuous-time random walk theory) 

[8-10, 16-17], исследовано асимптотическое поведе-

ние релаксационного процесса в случае, когда вре-

мена пребывания процесса в каждом из двух воз-

можных состояний (верхнем и нижнем) распределе-

ны с одинаковой плотностью вероятности. Показано, 

что если данная плотность имеет тяжелые или 

сверхтяжелые хвосты, тогда в системе наблюдается 

соответственно аномально медленная или сверхмед-

ленная релаксация. В данной работе мы продолжа-

ем предыдущие исследования и рассматриваем сме-

щенную релаксацию в двухуровневой системе, вре-

мена пребывания которой в верхнем и нижнем со-

стоянии распределены с различными тяжелы-

ми / сверхтяжелыми плотностями. 

 

2. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ И ОСНОВНЫЕ 

УРАВНЕНИЯ 
 

Рассмотрим систему, состоящую из множества 

одинаковых объектов, каждый из которых в течение 

случайного промежутка времени пребывает в одном 

http://jnep.sumdu.edu.ua/index.php?lang=uk
http://jnep.sumdu.edu.ua/index.php?lang=en
http://sumdu.edu.ua/
mailto:yurabystrik@gmail.com


 

Ю.С. БЫСТРИК, Л.А. ДЕНИСОВА Ж. НАНО- ЕЛЕКТРОН. ФІЗ. 7, 03049 (2015) 

 

 

03049-2 

из двух возможных равновесных состояний. Интерес-

ным и наглядным примером такого рода систем яв-

ляются системы одноосных однодоменных ферромаг-

нитных наночастиц. В каждой наночастице вектор 

намагниченности имеет два равновесных направле-

ния, однако в связи с тепловыми флуктуациями этот 

вектор может принимать произвольные направления. 

Как следствие, динамика вектора намагниченности 

становится случайной и может быть описана стоха-

стическим уравнением Ландау-Лифшица (или 

Ландау-Лифшица-Гильберта). При этом необходимые 

статистические свойства определяются с помощью 

соответствующего уравнения Фоккера-Планка для 

плотности вероятности направления намагниченно-

сти [3, 18-20]. В частности, в рамках данного подхода 

удается приближенно описать влияние на магнитную 

релаксацию диполь-дипольного взаимодействия ча-

стиц [21-23] и вращающегося внешнего магнитного 

поля [24-25]. В силу того, что этот метод является об-

щим, изучение релаксации в системе может быть до-

вольно трудным, если необходимо учитывать все воз-

можные направления вектора намагниченности. Од-

нако, при уменьшении температуры вероятность 

направлений вектора намагниченности, отличных от 

равновесных, уменьшается. Следовательно, когда 

общая вероятность таких направлений достаточно 

мала, динамика вектора намагниченности может 

быть приближенно описана дихотомическим случай-

ным процессом. Как будет показано ниже, дихотоми-

ческая аппроксимация позволяет без особых вычис-

лительных трудностей детально изучить явление ре-

лаксации для широкого класса двухуровневых систем.  

 

2.1 Вывод релаксационного уравнения 
 

В рамках дихотомического приближения состоя-

ние каждого структурного элемента системы связыва-

ется с дихотомическим процессом f(t) (см. рис. 1). Со-

гласно определению, этот процесс в течение случай-

ных промежутков времени {n} (n  1, 2,...) принимает 

значения + 1 или − 1, и f(0)  1 в начальный момент 

времени t0  0. Времена ожидания {n} распределены с 

плотностями вероятности p(n), где знаки "+ / −" отве-

чают соответственно распределениям для времен 

ожидания в состоянии + 1 / − 1 (т.е. для n с нечет-

ным / четным  индексом n).  
 

  
 

Рис. 1 – Схематическое изображение дихотомического 

процесса f(t) с четным числом перемен знака на интервале 

(0, t]. Здесь же показано разбиение временного интервала 

(0, t] в смещенном (a) и несмещенном (b) cлучае. 
 

 

Теперь, следуя работе [15], опишем метод получе-

ния закона релаксации на основе подхода непрерыв-

ных во времени случайных блужданий. Отметим, что 

предложенный подход основывается не на динамиче-

ских, а на чисто вероятностных соображениях. Под 

релаксационной функцией будем понимать усредне-

ние дихотомического процесса f(t), а именно 
 

 ( ) ( ) , t f t   (2.1) 

 

где угловые скобки обозначают усреднение по всем 

подходящим траекториям процесса. Принимая во 

внимание, что для каждого t функция f(t) принимает 

лишь значение + 1 или − 1, определение (2.1) можно 

переписать как 
 

 ( ) ( ) 1 ( ) 1 .      t f t f t  (2.2) 

 

Учитывая, что f(t)  + 1 для четного числа скачков 

(перемен знака) функции f(t), а f(t)  − 1 − для нечет-

ного, формула (2.2) принимает вид  
 

    ( ) Pr ( ) 1 Pr ( ) 1 .      t f t f t  (2.3) 

 

Здесь Pr{∙} определяет вероятность события в фигур-

ных скобках. Вводя вероятность Wn(t) того, что за 

время t процесс f(t) совершил ровно n (n  1, 2,…) 

скачков, можем записать 
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Если количество скачков функции f(t) за время t 

равно нулю (n  0), то первое время ожидания 1  t и, 

следовательно, вероятность отсутствия скачка запи-

сывается как 
 

 0 1 1( ) ( ).
t

W t d p 


   (2.5) 

 

Для n  1 вероятности, отвечающие n скачкам функ-

ции f(t) на интервале (0, t], выражаются формулой 
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1

1 1
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где область интегрирования Ω(t) определяется усло-

вием 1
n
j j t  , поэтому интеграл по области Ω(t) в 

(2.6) будет задаваться n-кратной сверткой плотностей 

1( )
{ ( )}j jp 

 ( j 1, 2,..., n). Учитывая то обстоятельство, 

что последнее время ожидания равно 11
n
jn jt    , 

перепишем выражение (2.6) в развернутой форме  
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 (2.7) 

 

Далее, применяя к уравнению (2.3) преобразова-
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ние Лапласа, которое для функции g(t) задается 

формулой 
0

( )es stg dt g t
    [Re s  0], с учетом (2.4) 

имеем 
 

 2 2 1
0 0

.s s s
m m

m m

W W
 


 

    (2.8) 

 

Теперь, используя правило преобразования Лапласа 

для свертки функций, а именно 1 2 0 0
es s stg g dt dt

      

1 1( ) ( )g t g t t  , нетрудно найти преобразования 

Лапласа для вероятностей, дающихся выражениями 

(2.5) и (2.7) 
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(m  0, 1,…). Наконец, подставляя формулы (2.9) в 

уравнение (2.8) и суммируя возникающие бесконеч-

ные геометрические прогрессии, находим преобразо-

вание Лапласа для закона релаксации  
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Опять применяя свойства свертки функций, из по-

следней формулы следует, что релаксационная функ-

ция удовлетворяет интегральному уравнению 
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Легко увидеть, что если имеет место несмещенная 

релаксация, т.е. p

( )  p( ), то уравнения (2.10) и 

(2.11) упрощаются и принимают вид [15] 
 

 
1 1

,
1

s
s

s

p

sp






 (2.12) 

 

 
0

( ) ( ) ( ) ( ).
t

t

t d p t d p     


     (2.13) 

 

Уравнения (2.11) и (2.13) − это интегральные урав-

нения Вольтерры 2-го рода с разностным ядром [26], 

которые играют важную роль во многих задачах тео-

рии восстановления [27-29]. Поскольку численные 

методы их решения хорошо известны [30-31], урав-

нения (2.11) и (2.13) удобны для численного исследо-

вания поведения функции (t) при конечных време-

нах. А из представлений (2.10) и (2.12) целесообразно 

исходить при аналитическом изучении поведения (t) 

в случае больших времен (см. раздел 3). 

Рассмотрим важный класс экспоненциальных 

плотностей вероятности времен ожидания, т.е. 
1( ) tp e   

  , где параметр    равен среднему вре-

мени пребывания системы в верхнем/нижнем состоя-

нии: 
0

( )d p  


   . Несложно проверить, что в этом 

случае интегральное уравнение (2.11) сводится к 

дифференциальному 
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с начальным условием (0)  1. Его решение имеет 

простой вид 
 

 ( ) (1 ) ,t Tt e  
     (2.15) 

 

где ( ) ( )           , ( )T         . Исходя 

из других соображений и при определенных предпо-

ложениях о поведении релаксационного процесса, 

данная формула получена в работах [21, 22, 24, 25] 

по изучению (в частности) релаксации магнитного 

момента в системах одноосных наночастиц во вра-

щающемся магнитном поле. В данных работах сред-

ние времена    − это функции параметров изучае-

мой системы, которые получены с помощью соответ-

ствующего уравнения Фоккера-Планка. Из уравне-

ний (2.10)-(2.13) видно, что для различных плотно-

стей вероятности p

( ) с одинаковым средним значе-

нием (при условии, что оно конечно) законы релак-

сации могут существенно отличаться. Таким обра-

зом, существование среднего времени пребывания 

системы в верхнем и нижнем состоянии еще не га-

рантирует, что закон релаксации будет экспоненци-

альным. Иными словами, при нахождении закона 

релаксации для конкретной физической системы мы 

должны учитывать дополнительную информацию о 

характере ее поведения. Тем не менее, предельное 

значение (t) зависит только от средних значений    

и равняется ( ) ( ) ( )            [см. раздел 3].  

Обратим внимание, что из интегральных уравне-

ний (2.11) и (2.13) следует важный результат: в общем 

случае релаксационные процессы в двухуровневых 

системах характеризуются сильными эффектами па-

мяти. Иначе говоря, состояние (t) в каждый момент 

времени зависит от всех предыдущих моментов.  

 

2.2 Альтернативный вывод релаксационного 

уравнения 
 

Далее, для лучшего понимания структуры и фи-

зической интерпретации интегральных уравнений 

(2.11) и (2.13) мы дадим альтернативный, более пря-

мой их вывод. Рассмотрим сначала случай смещен-

ной релаксации. Напомним, что правая часть (2.1) – 

это усреднение (математическое ожидание) процесса 

f(t) по всем возможным траекториям. Траектории 

характеризуются тем, что начинаются в момент t0  0 

в точке f(0)  1 и, совершив n (n  1,2,...) скачков в 

случайные моменты времени {n}, заканчиваются в 

момент времени t в точке f(t)  1 для четного числа 

скачков процесса, или в точке f(t)  − 1 для нечетного. 

Если скачек отсутствует (n  0), то очевидно, что 

f(t)  1. Таким образом, усреднение процесса f(t) по 

всем реализациям можно представить как сумму 

усреднений по реализациям, для которых n  0, n  1 

и n  2. Следовательно, закон релаксации (t) можно 

представить в виде  
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1 1 2 1 2

( ) ( )| ( )| ( )| ,t t tt f t f t f t             (2.16) 

 

где величина f(t)A обозначает математическое ожи-

дание процесса f(t) при условии, что событие A вы-

полнено.  

Исходя из предыдущих результатов [формулы 

(2.2)-(2.7)] непосредственно следует, что  
 

 
1 0 1 1( )| ( ) ( )t t

f t W t d p  


      (2.17) 

 

и 
 

1 2 1
1 1 1 2 20

( )| ( ) ( ) ( ).
t

t t
f t W t d p d p  

   


   
      (2.18) 

 

В случае, когда n  2, разобьем временной интер-

вал (0, t] на части (0,  ] и (,  t], где   1 + 2 [рис. 1, 

( )a ]. Тогда процесс f(t), начиная с момента времени 

  t, можно рассматривать как новый процесс f(t)t0   , 

для которого точка старта сдвинута на  вправо по 

оси t, начальное значение равно f(t0)t0    1, а дли-

тельность блуждания равна t − . Cтатистические 

свойства этого процесса такие же, как и для процесса 

f(t − ), поскольку они определяются только его значе-

нием на старте, длительностью блуждания и распре-

делениями времен пребывания в верхнем и нижнем 

положении [очевидно, что процессы f(t)t0   и f(t −  ) 

характеризуются одинаковыми распределениями 

времен ожидания]. Отсюда следует, что все статисти-

ческие характеристики процессов f(t)t0   и f(t − ) 

равны, включая равенство их средних значений: 
 

 
0

( )| ( ) .tf t f t      (2.19) 

 

Подчеркнем, что, конечно, сами процессы f(t)t0    и 

f(t − ) не являются тождественными (с той лишь 

разницей, что время старта смещено). Однако, при-

нимая в общем случае разные значения и имея раз-

ные длительности времен {n}, эти процессы эквива-

лентны в статистическом смысле. 

Для фиксированного  значение f(t) при условии 

n  2 [обозначим эту величину f(t)1 + 2=
] равно значе-

нию функции f(t)t0  . При этом среднее значение 

процесса f(t)1 + 2   по реализациям равно среднему 

значению f(t)t0  , умноженному на вероятность того, 

что второй скачок функции f(t) произошел в интер-

вале ( ,  + d) при d  →  0. Отсюда, полагая, что 

плотности случайных величин 1 и 2 равны p+(1) и 

p−(2) соответственно, и учитывая то обстоятельство, 

что плотность вероятности случайной величины 

  1 + 2 равна 
0

( ) ( )d p p

    
    [29], получаем 

 

1 2 00
( )| ( ) ( ) ( )| .tf t d d p p f t



           
    (2.20) 

 

Эта формула с учетом равенства (2.19) принимает вид 
 

1 2 0
( )| ( ) ( ) ( ) .f t d d p p f t



           
      (2.21) 

 

Величина f(t)1 + 2 ≤ t представляет собой среднее 

значение процесса f(t) при n  2 для всех возможных 

значений переменной  (  (0,t]). Следовательно, она 

определяется интегрированием  f(t)
1 2
|   

 относи-

тельно всех  , а поэтому 
 

1 2 0 0
( )| ( ) ( ) ( ).

t

tf t d f t d p p


          
       (2.22) 

 

Далее, принимая во внимание тот факт, что 

( ) ( )f t t      [определение (2.1)], получаем 

 

1 2 0 0
( )| ( ) ( ) ( ).

t

tf t d t d p p


           
      (2.23) 

 

Наконец, подставляя формулы (2.17), (2.18) и (2.23) в 

уравнение (2.16), а также учитывая, что для произ-

вольных функций g1(t) и g2(t) выполняется равенство 

их сверток 1 2 1 20 0
( ) ( ) ( ) ( )

t t
dtg t g dtg g t       , прихо-

дим к интегральному уравнению (2.11). 

Сейчас, проведя прямой вывод этого уравнения, 

несложно дать его интерпретацию: релаксационная 

функция (t) равна разности вероятности того, что 

процесс f(t) не сделал ни одного скачка, и вероятно-

сти, что процесс f(t) сделал ровно один скачок, плюс 

среднее значение функции (t) при условии, что 

процесс f(t) сделал больше одного скачка. 

Получим теперь интегральное уравнение (2.13) 

для несмещенной релаксации. Метод вывода будет 

аналогичен смещенному случаю, с той лишь разни-

цей, что усреднение процесса f(t) по всем реализаци-

ям запишем как сумму усреднений по реализациям, 

для которых n  0 и n  1. Таким образом, релаксаци-

онную функцию (t) представим как 
 

 
1 1

( ) ( )| ( )| ,t tt f t f t      (2.24) 

 

где 
 

 
1 0 1 1( )| ( ) ( ).t t

f t W t d p  


     (2.25) 

 

Для вычисления 
1

( )| tf t    разобьем интервал вре-

мени (0, t] промежуточной точкой   1 на части (0,  ] 

и (,  t] [рис. 1, ( )b ]. С момента времени t   процесс 

f(t) можно представить как новый процесс 
0

( )|tf t   с 

начальным условием 
00( )| 1tf t    . Поэтому одина-

ковыми статистическими свойствами будут обладать 

процессы f(t− ) и 
0

( )|tf t  . Повторяя предыдущий 

вывод, записываем среднее значение f(t) при усло-

вии, что первый скачок был в интервале (, + d) 
 

 
1 0

( )| ( ) ( )|tf t d p f t       (2.26) 

 

или 
 

 
1

( )| ( ) ( ) .f t d p f t          (2.27) 

 

Среднее значение f(t) при условии, что за время t 

произошел хотя бы один скачок процесса, дается вы-

ражением  
 

 
1 0

( )| ( ) ( ).
t

tf t d f t p         (2.28) 
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Отсюда, принимая во внимание определение (2.1), 

имеем 
 

 
1 0

( ) | ( ) ( ).       
t

tf t d t p   (2.29) 

 

В итоге, подставляя выражения (2.25), (2.29) в (2.24) 

и учитывая свойство сверки функций, приходим к 

интегральному уравнению (2.13).  

Это уравнение также имеет простую интерпрета-

цию: в каждый момент времени значение релакса-

ционной функции (t) равно разности вероятности 

того, что процесс f(t) не сделал ни одного скачка и 

среднего значения (t) при условии, что был хотя бы 

один скачок f(t). Отметим, что сильные эффекты па-

мяти в данной модели определяются интегральными 

членами в уравнениях (2.13) и (2.11). Их присутствие 

связано с тем, что один (для несмещенной) или два 

(для смещенной) первых скачка процесса f(t) могут 

произойти в любой момент времени, и поэтому, вы-

числяя значение релаксационной функции (t), мы 

должны учитывать все возможные времена этих пер-

вых скачков.  

В следующем разделе мы покажем, что для широ-

кого класса плотностей вероятности времен ожидания 

релаксация в двухуровневых системах будет ано-

мально медленной при больших временах. 

 

3. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ЗАКО-

НОВ РЕЛАКСАЦИИ 
 

Рассмотрим поведение закона релаксации в двух-

уровневых системах при больших значениях времени 

для класса распределений p

( ) с тяжелыми и сверх-

тяжелыми хвостами. Выбор этого класса функций обу-

словлен тем, что они играют большую роль в системах 

с аномальным поведением [8-10, 32-35]. Далее мы бу-

дем изучать смещенный случай [p+( )  ≠  p−( )]; не-

смещенная ситуация [p+( )    p−( )], как говорилось 

ранее, рассмотрена в работе [15]. Подчеркнем, что в 

этом разделе переменная  связана только с распреде-

лением случайных времен {n} и не имеет отношения к 

разбиению интервала (0, t] из предыдущего раздела. 

 

3.1 Тяжелые хвосты p

( ) 

 

Плотности вероятности p

( ) называются тяже-

лыми, если асимптотическое поведение их хвостов 

определяется формулой  
 

 
1

( ) ~
q

p



 


 

  (3.1) 

 

при  → ∞, где q
 > 0 и хвостовой параметр 

  (0, 2]. 

Ограничение на значения 

 обусловлено тем, что в 

таком случае все моменты (в том числе дробные) по-

рядка η  
 для плотностей p


( ) будут бесконечны-

ми. Следовательно, эти плотности всегда имеют бес-

конечную дисперсию, среднее же значение беско-

нечно только если 
  (0, 1]. 

Согласно тауберовой теореме Караматы [9, 29], 

поведение (t) при больших t будет задаваться пове-

дением s при малых s. Более точно эта теорема гла-

сит, что если, начиная с некоторой точки, функция 

( )k t  монотонна и 
 

 
1 1

~sk L
ss

 
 
 

 (3.2) 

 

при s → 0, то 
 

  
1

( ) ~
( )

t
k t L t








 (3.3) 

 

при t → ∞. Здесь Re s  0, γ  0, Γ(∙) – гамма-функция 

и L(∙) – медленно меняющаяся на бесконечности 

функция, т.е. L(νt) ~ L(t) при t → ∞ для всех ν  0. 

Уравнение (2.10) показывает, что поведение s 

при s → 0 определяется поведением sp  при s → 0. 

Перепишем его в виде 
 

 .
( )

s s s s
s

s s s ss

   


   

   

   

 


 
 (3.4) 

 

где введено обозначение 1s sp   . Известно, что для 

плотностей с асимптотическим поведением, определя-

емым (3.1), справедливы формулы (см., например, [36]) 
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 (3.5) 

 

Здесь, как и в предыдущем разделе,     среднее 

время пребывания системы в верхнем/нижнем состо-

янии. Пользуясь представленными выше результа-

тами, можно найти асимптотические законы релак-

сации при всех распределениях p

( ) с тяжелыми 

хвостами. Обратим внимание, что на асимптотическое 

поведение (t) влияют только хвосты p

( ); как ведут 

себя распределения p

( ) при конечных  не имеет 

значения. Далее мы будем проводить анализ для 

случая +  − [т.е. p+( ) p−( ) при больших  ]. Если 

же +  −, то во всех полученных формулах необхо-

димо просто поменять местами индексы "+" и "−", а 

также заменить функцию (t) на −(t). Ситуацию с 

+  − [но p+( )  ≠  p−( )] мы не рассматриваем, так 

как в этом случае необходимо знать дополнительные 

члены разложения p

( )  на бесконечности. 

1) +  (0, 1]. 

Если α+ (0, 1], то из (3.4) с учетом (3.5) следует, 

что µs
 ~ 1/s [s → 0] и поэтому (t) ~ 1 [t → ∞]. Для 

нахождения характера стремления (t) к единице 

рассмотрим вспомогательную функцию h(t)  1 − (t), 

для которой hs
 ~ 1/s − 

s. Таким образом, получаем 
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s s s
s

s s s s
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s

  

   

  

   




 
 (3.6) 

 

и отсюда находим при s → 0 
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~ .
s

s

s
h

s









 (3.7) 

 

Так как +  (0, 1] и +  −, то в данном случае воз-

можны ситуации: (a) ±  (0, 1); (b) +  (0, 1) и −  1; 

(c) +  (0, 1) и −  (1, 2]; (d) +  1 и −  (1, 2]. Ис-

пользуя (3.5), (3.7) и тауберову теорему [формулы 

(3.2)-(3.3)], получаем соответственно для (a), (b), (c) и 

(d) асимптотики закона релаксации 
 

 
2 (1 )

( ) ~1 ,
(1 ) (1 )

q
t t

q

  


   
   

    

 


    
 (3.8) 

 

 12 sin( )
( ) ~1 ln( ) ,

q
t t t

q

 



   



  (3.9) 

 

 12 sin( )
( ) ~1 ,t t

q

  



   



  (3.10) 

 

 
2 1

( ) ~1 .
ln( )

t
q t


 



  (3.11) 

 

2) +  (1, 2). 

Рассмотрим теперь асимптотическое поведение за-

кона релаксации при +  (1, 2) (поэтому −  (1, 2]). 

Отметим, что случай +  2 мы пока что не рассмат-

риваем, поскольку +  − и это влечет за собой вы-

полнение условия −  2 (как следствие, дисперсия 

p−( ) была бы конечной). Подставляя нужные фор-

мулы из (3.5) в выражение (3.4), приходим к выводу, 

что ~ [( ) ( )](1 )s s          [s → 0] и, таким обра-

зом, ( )~( ) ( )t         [t → ∞]. Следовательно, для 

определения характера стремления (t) к предельно-

му значению целесообразно ввести вспомогательную 

функцию ( ) ( ) ( ) ( )h t t           , для которой 

преобразование Лапласа имеет вид 
 

 
2( )

.
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s

s s s s
h

s

      

     

      

     

  


  
 (3.12) 

 

Аналогично предыдущему случаю, используя таубе-

рову теорему (3.2)-(3.3) и соответствующие асимпто-

тики s  (3.5), получаем  

 

 
1

2

2
( ) ~ .

( ) ( 1)

q
t t   


     

   

     




  
 (3.13) 

 

Следует отметить, что в ситуации, когда только 

одна плотность вероятности, скажем p−( ) [так как мы 

условились исследовать релаксацию при p+( ) p−( ) 

для больших  ], имеет конечную дисперсию и сред-

нее значение равное   , а хвосты p+( ) тяжелые, то 

формулы (3.10), (3.11) и (3.13) остаются в силе. Отме-

тим также, что с помощью последней асимптотики из 

выражения (3.5) и вспомогательной функции h(t)  

0
[( ) ( ) ( )]

t
d t            несложно убедиться, что 

соотношение (3.13) выполняется и для параметра 

+  2, если распределения p−( ) имеют конечную 

дисперсию.  

В рамках предложенного выше подхода не удает-

ся определить характер поведения (t) при больших 

временах для дихотомического процесса f(t), который 

характеризуется плотностями p±( ) с конечной дис-

персией. Это связано с тем, что в этом случае (t) бу-

дет стремиться к предельному значению гораздо 

быстрее, чем степенная функция, поэтому тауберова 

теорема Караматы не применима. Тем не менее, в 

этой ситуации с помощью тауберовой теоремы из 

уравнения (3.4) нетрудно установить, что релаксаци-

онная функция стремится к предельному значению 

( ) ( ) ( )           . 

 

 
 

Рис. 2 – Закон релаксации в случае, когда +  0.5 и −  1.5. 

Сплошная синяя линия соответствует точному закону ре-

лаксации (t), полученному с помощью решения интеграль-

ного уравнения (2.11); синие треугольники соответствуют 

результатам численного моделирования; а пунктирная 

красная линия отвечает асимптотической формуле (3.10). 
 

На рисунке 2 в качестве иллюстрации приведен 

график закона релаксации в случае, когда хвостовые 

параметры +  (0, 1] и −  (1, 2]. Для проведения 

расчетов мы использовали тяжелые плотности веро-

ятности времен ожидания следующего вида: 

p( )  /(1+ )
1+±. Решение интегрального уравнения 

(2.11) найдено с помощью известного метода квадра-

тур [30, 31], а асимптотическое поведение получено с 

помощью формулы (3.10), где [с учетом выбранных 

плотностей p

( )] необходимые параметры даются 

равенствами q+  + и    1/(− −
 1). Наконец, числен-

ное моделирование осуществлено с использованием 

предложенного в работе [35] метода для N  105 реа-

лизаций процесса f(t). Как видно, аналитические и 

численные результаты находятся в очень хорошем 

соответствии друг с другом. Другие законы релакса-

ции этого подраздела нами также численно исследо-

вались, однако во избежание излишней громоздкости 

мы ограничимся лишь одним примером. 

 

3.2 Сверхтяжелые хвосты p

( ) 

 

Сверхтяжелые плотности вероятности характери-

зуются тем, что их асимптотическое поведение при 

 → ∞ описывается выражением 
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( )

( ) ~ .p
 





  (3.14) 

 

В последнем соотношении σ

(∙) – положительные 

функции, медленно меняющиеся на бесконечности. 

С целью обеспечения нормировки плотностей p

( ) 

на σ

(∙) накладывается условие: σ


()  o(1/ln ) при 

 → ∞. Для дальнейшего исследования удобно ввести 

функции 
 

 ( ) ( ),
t

V t d p 


    (3.14) 

 

равные вероятности того, что времена ожидания 

процесса f(t) в верхнем / нижнем положении превос-

ходят t. Используя правило Лопиталя, несложно 

показать, что lim ( ) ( ) 1t V t V t    , то есть функции 

V(t) также медленно меняются. Далее, пользуясь 

свойствами медленно меняющихся функций [37-38], 

получаем 
 

 
0

( ) ~ (1 ).s ssV d e V s V s  



       (3.15) 

 

Как и для тяжелых хвостов, проведем расчеты при 

p+( ) p−( ) [в обратном случае в полученных ниже 

формулах следует поменять местами индексы "+" и 

"−", а функцию (t) заменить на − (t)]. Так как 

V+(1/s) V−(1/s) при s → 0, из (3.15) и (3.4) следует, что 

(t) ~ 1 при больших временах. Таким образом, мы 

вновь приходим к необходимости использовать вспо-

могательную функцию h(t)  1 − (t) и асимптотиче-

ское соотношение (3.7). Подставляя в него формулу 

(3.15) и применяя тауберову теорему (3.2)-(3.3), полу-

чаем hs
 ~ 2V−(1/s)[sV+(1/s)]−1, откуда находим закон 

релаксации 
 

 
2 ( )

( ) ~1 .
( )

V t
t

V t
 



  (3.16) 

 

Изучим теперь ситуацию, когда лишь хвост одной 

плотности вероятности, скажем p+( ), является 

сверхтяжелым. В этом случае необходимо отдельно 

рассмотреть три различных характера поведения 

p−( ): (a) тяжелый хвост с −  (0,1); (b) тяжелый хвост 

с −  1; (c) p−( ) имеет конечное среднее значение    

(очевидно, что сюда входят как тяжелые распреде-

ления p−( ) с −  (1,2], так и распределения с конеч-

ной дисперсией). Для случая (a) достаточно подста-

вить необходимые асимптотики (3.5) и (3.15) в форму-

лу (3.7), чтобы на основании тауберовой теоремы по-

лучить 
 

 
2

( ) ~1 .
( )

q t
t

V t










 

  (3.17) 

 

В ситуации (b) и (c) определим вспомогательную 

функцию как 
0

( ) [1 ( )]
t

h t d t   , для которой при 

малых s выполняется соотношение 
 

 
2

2
~ .

s
s

s
h

s









 (3.18) 

 

Отсюда для случая (b) находим 
 

 
2 ln( ) ( )

( ) ~1 1 ,
( ) ( )

q t t p t
t

V t t V t
  

 

 
  

 
 (3.19) 

 

а для случая (c) 
 

 
2

2 ( )
( ) ~1 .

( )

p t
t

V t


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

  (3.20) 

 

Заметим, что в формуле (3.19) фигурируют два 

зависимых от времени члена асимптотического раз-

ложения (t). Это связано с тем, что для различных 

плотностей вероятности p+( ) основной вклад в вы-

ражение 1 − (t) может вносить каждый из этих чле-

нов, либо оба иметь одинаковый порядок малости. 

Например, если выбрать распределения p+( ) такие, 

что вероятность отсутствия скачка равна 

V+(t) 
 1/lnlnt, 1/lnt и exp(− lnt/lnlnt), то для уравне-

ния (3.19) основной вклад в квадратных скобках бу-

дет определяться первым, обоими (т.к. второй член 

на бесконечности стремиться к единице) и вторым 

членом соответственно.  
 

 
 

Рис. 3 – Закон релаксации в случае, когда плотность p+( ) 

имеет сверхтяжелый хвост, а p−( ) − тяжелый с −  1.5. 

Сплошная синяя линия отвечает точному закону релакса-

ции (t), полученному с помощью решения интегрального 

уравнения (2.11); синие треугольники показывают результа-

ты численного моделирования; а пунктирная красная линия 

соответствует асимптотической формуле (3.20). 
 

На рисунке 3 показан пример поведения закона 

релаксации в случае, когда плотность вероятности 

p+( ) характеризуется сверхтяжелым хвостом, а плот-

ность p−( ) − тяжелым хвостом с параметром 

α−  (1, 2]. Для численных расчетов мы взяли плот-

ность p+( ) вида p+( )   ln

g(g + )1

 ln
 1  

 (g + ) с 

параметрами ν  g  2 и плотность p−( ) того же вида, 

что и в подразделе 3.1 c −  1.5. Решение интеграль-

ного уравнения (2.11) и метод численного моделиро-

вания также аналогичны подразделу 3.1. 

Из найденных асимптотических законов релакса-

ции следует, что релаксация во всех рассматриваемых 

случаях проявляет аномальные свойства. При этом 

спектр поведения закона релаксации очень широк и 
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существенно зависит от асимптотик хвостов распреде-

лений времен ожидания в верхнем и нижнем состоя-

нии дихотомического процесса. Так, для рассматрива-

емого типа случайных систем, релаксация к равно-

весному положению может себя вести как медленная 

степенная функция, сверхмедленная (медленно ме-

няющаяся) функция, а также как произведение сте-

пенной и медленно меняющейся функции. Все эти 

три класса функций относятся к так называемым 

правильно меняющимся функциям [37, 38]. 

 

4. ВЫВОДЫ 
 

Используя теорию непрерывных во времени слу-

чайных блужданий, мы изучили процесс релаксации 

для широкого класса двухуровневых систем, чьи со-

ставляющие элементы изменяются согласно дихото-

мическому процессу. В работе получено интеграль-

ное уравнение для закона релаксации в случае про-

извольных плотностей вероятности времен ожида-

ния системы в верхнем и нижнем состоянии. Из ин-

тегрального уравнения следует, что в общем случае 

для двухуровневых систем процесс релаксации яв-

ляется нелокальным во времени и обладает силь-

ными эффектами памяти. При условии, что плотно-

сти вероятности пребывания системы в верхнем и 

нижнем состоянии имеют тяжелые и/или сверхтяже-

лые хвосты и используя преобразование Лапласа и 

тауберову теорему Караматы, мы нашли асимптоти-

ческое поведение исследуемых законов релаксации 

при больших значениях времени и показали, что 

соответствующие релаксационные процессы являют-

ся аномальными. Найденные законы релаксации 

являются универсальными для двухуровневых си-

стем любой природы и качественно отличаются от 

ранее известных. Аналитические результаты под-

тверждены численными расчетами. 

 

 

Anomalous Relaxation Processes in Two-state Systems 
 

Yu.S. Bystrik, L.A. Denisova 
 

Sumy State University, 2, Rimsky Korsakov St., 40007 Sumy, Ukraine 

 
In this paper the biased relaxation processes in the two-state systems whose structural elements 

evolve in accordance with the dichotomous random process are investigated. Using the continuous-time 

random walk approach we obtain the integral equation whose solution is the relaxation function and show 

that relaxation in these systems demonstrates the memory effects. Also our attention is paid to studying 

the long-time behavior of the relaxation laws in the case when probability densities of the waiting times in 

the up and down states of system have heavy and / or superheavy tails. From the asymptotic results it fol-

lows that the relaxation of these systems to the certain equilibrium state may occur in an anomalously 

slow way. Finally, we perform numerical calculations that confirm our theoretical predictions. 
  

Keywords: Anomalous relaxation, Dichotomous process, Heavy / superheavy probability densities. 

 

 

Аномальні релаксаційні процеси у дворівневих системах 
 

Ю.С. Бистрик, Л.А. Денисова 
 

Сумський державний університет, вул. Римського-Корсакова, 2, 40007 Суми, Україна 

 
У роботі розглядаються зміщені релаксаційні процеси у дворівневих системах, чиї структурні еле-

менти змінюються у відповідності з дихотомічним випадковим процесом. Використовуючи концепцію 

неперервних у часі випадкових блукань, знайдено інтегральне рівняння, розв’язком якого є релакса-

ційна функція, і показано, що релаксація в таких системах проявляє ефекти пам’яті. Також увагу 

приділено вивченню поведінки законів релаксації при великих значеннях часу у випадку, коли часи 

перебування системи у верхньому та нижньому станах характеризуються важкими та / або надваж-

кими хвостами розподілів. Із отриманих асимптотичних законів релаксації випливає, що для дослі-

джуваних процесів характерне аномально повільне прямування до певного рівноважного положення. 

Окрім того, проведено чисельні розрахунки, які підтвердили наші теоретичні результати.  
 

Ключові слова: Аномальна релаксація, Дихотомічний процес, Важкі/надважкі густини ймовірності. 
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