
Журнал обчислювальної та 2012, №4(110)
прикладної математики

Journal of Computational
& Applied Mathematics

УДК 519.852:519.876

ПРО ПОБУДОВУ ОЦIНЮВАЧА ЧИСЛА ОБУМОВЛЕНОСТI
МЕТОДОМ БАЗИСНИХ МАТРИЦЬ

В. О. Богаєнко, В. I. Кудiн

Резюме. Розглядається процедура оцiнки числа обумосленостi
при аналiзi СЛАР методом базисних матриць. Приводяться ре-
курентнi формули зв’язку цих оцiнок на iтерацiях методу. Опису-
ється система прийняття рiшень щодо вибору алгоритма методу
базисних матриць, який здатен дати розв’язок СЛАР з наперед
заданою точнiстю.

Вступ
Лiнiйнi системи, зокрема системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь за своєю

природою є некоректними [1–8] i характеризуються числом обумовленостi.
Це число, що подається як добуток норм прямої та оберненої матриць, по-
в’язує вiдносну похибку розв’язку зi збуреннями вектора обмежень. Розра-
хунок числа обумовленостi навiть для систем невеликих розмiрiв є трудо-
мiсткою процедурою. Проблема розпiзнання системи з поганою обумовленi-
стю є актуальною, оскiльки виявивши таку властивiсть до розрахунку чи в
ходi проведення розрахункiв, можна оцiнити вiдхилення точного розв’язку
вiд наближеного. Це важливо знати не лише для оцiнки впливу змiн (нето-
чностей, або збурень в моделi) на розв’язок але й для оцiнювання областi
належностi розв’язкiв системи при ”вiдомих” збуреннях. Одним iз варiантiв
збурень можуть бути змiни в векторi правих частин у виглядi сфери зада-
ного радiусу. Iнший бiльш складний вид збурень ”торкається” як вектора
так i матрицi обмежень. Збурення можуть розглядатись i як нечiткостi [9]
у поданнi елементiв моделi. В данiй роботi розвинуто дослiдження [10] по
аналiзу впливу малих збурень на точнiсть розв’язку включенням резуль-
татiв по оцiнюванню числа обумовленостi для погано обумовлених систем.

Для аналiзу властивостей таких лiнiйних систем рiвнянь з квадратною
матрицею обмежень було запропоновано метод базисних матриць (МБМ)
[11], направлений не лише на знаходження розв’язку, але й на аналiз вла-
стивостей моделi. Зокрема, на основi формул зв’язку елементiв методу в
сусiднiх iтерацiях запропоновано процедуру знаходження величини рангу
матрицi обмежень. Встановлено умову єдиностi розв’язкiв системи лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь (СЛАР) з рiзним типом обмежень у випадку невиро-
дженостi матрицi обмежень. В методi закладена можливiсть не лише ана-
лiзувати вплив змiн в елементах моделi на величину рангу, невиродженiсть
матрицi обмежень тощо, але й побудувати ”оцiнювач” числа обумовленостi
та рекурентнi формули зв’язку цих оцiнок на iтерацiях методу.
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Аналiз впливу на розв’язки лiнiйної системи елементiв методу
базисних матриць

Нехай маємо математичну модель з точно заданими елементами вигляду

AuT = C (1)

та збурену модель з наближено заданими елементами вигляду

AuT = C. (2)

При проведеннi дослiдження будемо вважати заданим значення машин-
ного нуля. Знайдений машинний розв’язок задачi є точним для деякої збу-
реної СЛАР (2).

Вважаємо, що ∆A = A−A, ∆C = C − C = (∆c1, ∆c2, .... ∆cm ) ,

‖∆A‖ =
∥∥A−A

∥∥ ≤ εA , ‖∆C‖ =

√√√√
m∑

i=1

(∆ci)2 = CB ≤ εB.

Наведемо деякi положення, що будуть використанi в роботi.
Введемо на множинim-вимiрних векторiв деяку метрику. Будемо вважа-

ти, що розв’язок i права частина задачi (1) належать лiнiйному простору
Н, що складається з m-вимiрних дiйсних векторiв. В Н будемо використо-

вувати сферичну норму ‖x‖III = |x| =
√
|x1|2 + |x2|2 + .... + |xn|n та норми

матриць M(A) = n max︸︷︷︸
i,j

|aij |, N(A) =
√∑

i,j |aij |2 =
√

SpA∗A.

Вiдомо [1], що якщо матриця A має обернену та виконується умова
‖∆A‖ <

∥∥A−1
∥∥−1

, тодi матриця A = A + ∆A має обернену i справедлива
така оцiнка вiдносної похибки при збуреннi всiх елементiв моделi

‖u0 − u0‖
‖u0‖

≤ MA

1−MA

(‖∆A‖
‖A‖

) ·
(‖∆A‖
‖A‖ +

‖∆c‖
‖c‖

)
, (3)

де MA = ‖A‖ × ∥∥A−1
∥∥ є числом обумовленостi.

При збуреннi лише у векторi правих частин формула набуде вигляду
‖u0 − u0‖
‖u0‖

≤ MA × ‖∆c‖
‖c‖ . (4)

Число обумовленостi MA матрицi А характеризує ступiнь залежностi
вiдносної похибки розв’язку вiд вiдносної похибки правої частини. Матри-
цi з великим числом обумовленостi MA називають погано обумовленими
матрицями. При чисельному розв’язку систем з погано обумовленими ма-
трицями можливе сильне накопичення похибок.

Якщо δu = ‖u0 −u0‖
‖u0‖ , а δc = ‖∆c‖

‖c‖ , то випливає, що

MA ≥ δu

δc
. (5)

Вiдмiтимо такi властивостi числа обумовленостi:
1) MA ≥ 1;
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2) MA ≥ |λmax(A)|
|λmin(A)| , де λmax(A) i λmin(A) — вiдповiдно найбiльше i найменше

за модулем власнi числа матрицi А;
3) MAB ≤ MAMB .

Основою запропонованого МБМ є iдея порядкової базисної матрицi. Ба-
зиснi матрицi в ходi iтерацiй послiдовно змiнюються вводом-виводом iз неї
рядкiв-нормалей обмежень задачi.

Розглянемо згiдно [8, 9] СЛАР вигляду (1), де матриця А розмiрностi в
загальному випадку n × m, n ≥ m. В нашому випадку n = m, а також
допомiжну тривiальну СЛАР вигляду

Iu = K, (6)

де I — одинична матриця розмiрностi (m, m), а K =
T

(1, 1, ..., 1)︸ ︷︷ ︸
m

— вектор

розмiрностi m, C = (c1, c2, .. , cm)T , u = (u1, u2, .. , um)T ,
aj = (aj1, aj2, ... , ajm), j = (1, 2, .., n) — рядки матрицi, Т — знак транспо-
нування.

Означення 1. Пiдматрицю A1 матрицi A, складену iз m лiнiйно незале-
жних рядкiв-нормалей (i1, i2, ..., im) обмежень, будемо називати штучною
базисною, а розв’язок u0 вiдповiдної їм системи рiвнянь

A1u = C0, (7)

де C0 = (ci1 , ci2 , ..., cim) ⊂ C — штучним базисним.

Нехай erV — елементи матрицi A−1
1 , оберненої до A1,

u0 = (u01, u02, ..., u0m) — базисний розв’язок, αr = (αr1, αr2, ..., αrm) — ве-
ктор розвинення вектору-нормалi обмеження aru1 ≤ cr за рядками базисної
матрицi A1, α0 = (α01, α02, ..., α0m) — вектор розвинення вектору-нормалi
цiльової функцiї за рядками базисної матрицi A1, ∆r = aru

T
0 −cr — нев’язка

r-го обмеження у вершинi. Всi введенi елементи в новiй базиснiй матрицi
A1 будемо позначати рискою зверху.

Теорема 1. [11] Мiж коефiцiєнтами розвинення нормалей обмежень (1),
за рядками штучної базисної матрицi, елементами обернених матриць,
базисними розв’язками, нев’язками обмежень та значеннями цiльової фун-
кцiї в двох сумiжних базисних матрицях мають мiсце такi спiввiдноше-
ння:

αrk =
αrk

αlk
, αri = αrV − αrk

αlk
αlV , r = 0, n; i = 1,m; V 6= k; (8)

erk =
erk

αlk
, eri = erV − erk

αlk
αlV , r = 1,m; i = 1,m; V 6= k; (9)

u0j = u0j − ejk

α1k
∆l, j = 1, m; (10)

∆k = −∆l

αlk
, ∆r = ∆r − αrk

αlk
∆l, r = 1, n; r 6= k, (11)

причому умовою невиродженостi базисної матрицi при замiнi вектором-
нормаллю al обмеження alu

T ≤ cl k-го рядка базисної матрицi A1 є вико-
нання αlk 6= 0.

58



В. О. БОГАЄНКО, В. I. КУДIН

На основi (8)–(11) будується схема визначення рангу системи (1) та
розв’язку системи рiвнянь, послiдовними змiнами базисних матриць та вiд-
повiдних штучних розв’язкiв.

Теорема 2. [11] Для iснування єдиного розв’язку (1) необхiдно i доста-
тньо, щоб α

(i)
lk 6= 0, i = 1,m, де α

(i)
lk — ведучi елементи симплексної iтера-

цiї МБМ по замiщенню рядкiв базисної матрицi (7) нормалями обмежень
(1).

Наслiдок 1. Матриця А основної системи (1) невироджена, якщо
α

(i)
lk 6= 0, i = 1, m.
Наслiдок 2. Ранг системи (1) визначається кiлькiстю коректних замi-

щень рядкiв матрицi обмежень (7) векторами нормалями (1), згiдно фор-
мул (8)–(11).

Метод базисних матриць дає формули зв’язку елементiв методу, зокрема
розв’язкiв системи на двох сусiднiх iтерацiях. Значення ∆l

αlk
та ek вплива-

ють на формування розв’язкiв та елементiв оберненої матрицi. В формулi
зв’язку розв’язкiв ∆l

αlk
є довжиною ребра вектору ek, який зв’язує сумiжнi

вершини (розв’язки). Неважко переконатись, що малiсть αlk дає зростан-
ня величини ребра, тобто малим збуренням в моделi вiдповiдають значнi
якiснi вiдхилення ”сусiднiх розв’язкiв”.

Це пiдтверджується експериментальними дослiдженнями з використа-
нням методу базисних матриць для погано обумовлених систем, якi про-
iлюстрували зв’язки таких елементiв методу, як провiднi елементи, норми
ведучих стовпцiв та числа обумовленостi. На рис. 1–3. наведено графiки за-
лежностей цих елементiв, отриманих в результатi експерименту, при вхо-
дженнi (за 100 iтерацiй) в стан поганої обумовленостi методом базисних
матриць. Експеримент демонструє кiлькiсно-якiснi зв’язки елементiв мето-
ду дослiджуваної моделi.

Як видно з графiкiв, входження СЛАР в стан поганої обумовленостi
характеризується кiлькiсними значеннями (числа обумовленостi, ведучих
елементiв, норм ведучих стовпцiв обернених матриць), якi можна сформу-
лювати у виглядi таких висновкiв:
— число обумовленостi рiзко збiльшується;
— ведучi елементи симплексних перетворень МБМ набувають значень близь-
ких до нуля (рiзко спадають);
— норми стовпцiв зростають;
— якiсна поведiнка значення ведучого елемента, норми ведучого стовпця
оберненої матрицi збiгається з поведiнкою значення числа обумовленостi
(фази зростання iдентичнi з точнiстю до масштабуючих множникiв);
— в станi поганої обумовленостi малим збуренням в моделi вiдповiдають
значнi якiснi вiдхилення ”сусiднiх розв’язкiв”;
— промiжнi розв’язки погано обумовленої системи ”мало” вiдхиляються вiд
загальних розв’язкiв (багатовиду) системи неповного рангу.
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Рис. 1. Значення норми ведучого стовпця оберненої матрицi модельної
задачi

Рис. 2. Значення числа обумовленостi
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Рис. 3. Значення ведучого елементу симплексних перетворень в модельнiй
задачi

Комп’ютерне дослiдження збурених моделей та вiрогiдностi
отриманих результатiв

Нехай маємо математичну модель з точно заданими елементами вигляду
(1), (2).

Вважаємо, що ∆A = A−A, ∆C = C − C = (∆c1, ∆c2, .... ∆cm ) ,

‖∆A‖ =
∥∥A−A

∥∥ ≤ εA , ‖∆C‖ =

√√√√
m∑

i=1

(∆ci)2 = CB ≤ εB.

Для нев’язок машинно заданих обмежень (2) при збуреннi у векторi пра-
вих частин можемо записати ∆l = alu

T
0 − cl або ∆l = alu

T
0 − ∆cl − cl , бо

cl = (cl + ∆cl). Вiдповiдно для точно заданих елементiв системи (1)

∆l = alu
T
0 − cl = alu

T
0 + ∆cl − cl = alu

T
0 + ∆cl − cl = ∆cl, (12)

оскiльки alu
T
0 − cl = 0, як нев’язка розв’язку системи рiвнянь при неточно

заданих данних в схемi методу базисних матриць.
Для нев’язок обмежень (2) при збуреннi у всiх елементах обмеження

можемо записати ∆l = alu
T
0 − cl , а для нев’язки обмеження математичної

моделi (1)
∆l = alu

T
0 − cl = (al −∆al)uT

0 − (cl −∆cl) =

= alu
T
0 − cl −∆alu

T
0 + ∆cl = −∆alu

T
0 + ∆cl, (13)

враховуючи, що alu
T
0 − cl = 0.
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Проведемо дослiдження впливу наближеного формування моделi на
розв’язок задачi. Згiдно формул зв’язку сумiжних розв’язкiв в методi ба-
зисних матриць (8)–(11) це можна вiдобразити в загальному виглядi як
зв’язок розв’язку на першiй та на останнiй (m-тiй) iтерацiях. Послiдовнiсть
iтерацiй по замiщенню рядкiв неточно заданої матрицi A рядками точної
матрицi A буде вестись у припущеннi, що вiдомi всi елементи методу при
розв’язаннi задачi з неточно заданими елементами моделi (2).

Теорема 3. Для вiдносної похибки точно та наближено заданих систем
(1) та (2) при збуреннях у векторi правих частин справедливе спiввiдно-
шення

‖u0 − u0‖
‖u0‖

≤
‖A‖ ×∑m

i=1

∥∥∥ e
k(i)

α
l(i)k(i)

×∆l(i)

∥∥∥
‖C‖ , (14)

cl = (cl + ∆cl),

∆
l(i)

= al(i)u0−cl = al(i)u0+∆cl(i)−cl(i) = al(i)u0+∆cl(i)−c
l(i)

= ∆cl(i) . (15)

Для верхньої оцiнки
∥∥A−1

∥∥ виконується

∥∥A−1
∥∥ ≤ (

m∑

i=1

∥∥∥∥
ek(i)

αl(i)k(i)

∥∥∥∥). (16)

Доведення. Покомпонентна формула переходу вiд розв’язку збуреної мо-
делi до точної має вигляд

u0j = u0j − ejk

α1k
∆l, j = 1,m, l = 1,m,

а у векторному представленнi u0 = u0 − ek
α1k

∆l або u0 − u0 = ek
α1k

∆l.
Запишемо формули зв’язку послiдовностi сумiжних розв’язкiв при про-

веденнi m iтерацiй замiщення згiдно положень МБМ.
Вважаємо, що u0 — розв’язок точно заданої задачi (1), тодi m iтерацiй

переходу вiд збуреної у векторi правих частин моделi (2) до точної можна
записати у виглядi

u0 − u
(1)
0 =

ek(1)

αl(1)k(1)

∆l(1) , u
(1)
0 − u

(2)
0 =

ek(2)

αl(2)k(2)

∆l(2) , u
(2)
0 − u

(3)
0 =

ek(3)

αl(3)k(3)

∆l(3) ,

u
(m−2)
0 − u

(m−1)
0 =

ek(m−1)

αl(m−1)k(m−1)

∆l(m−1) , u
(m−1)
0 − u

(m)
0 =

ek(m)

αl(m)k(m)

∆l(m) .

Просумуємо всi лiвi та правi складовi спiввiдношень i отримаємо

u0 − u
(m)
0 =

m∑

i=1

ek(i)

αl(i)k(i)

∆l(i) , u
(m)
0 = u0,

∆
l(i)

= al(i)u0 − cl = al(i)u0 + ∆cl(i) − cl(i) = al(i)u0 + ∆cl(i) − c
l(i)

= ∆cl(i) ,

де u
(m)
0 — розв’язок системи з точно заданими елементами.

Введемо в розгляд матрицю Â = (ẽk(1) , ẽk(2) , .... , ẽk(m)) утворену стов-
пцями вигляду ẽk(j) =

e
k(j)

α
l(j)k(j)

, j = 1, m.
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Враховуючи (12), можемо записати

(u0 − u
(m)
0 )T =

m∑

i=1

ek(i)

αl(i)k(i)

∆l(i) =
m∑

j=1

ẽk(j ×∆cl(j) = Â×∆C.

З iншого боку
AuT

0 = C та AuT
0 = C, тобто A(u0−u0)

T = C−C = (∆c1, ∆c2, ....∆cm )T ,

(u0 − u0)
T = A−1 × (C − C) = A−1 × (∆c1,∆c2, ....∆cm )T = A−1 ×∆C .

З останнiх спiввiдношень витiкає, що A−1 = Â.
Для оцiнки за евклiдовою нормою матрицi та вектору витiкає справе-

дливiсть спiвiдношень

∥∥A−1
∥∥ =

√√√√
m∑

j=1

m∑

k=1

∣∣∣ẽjk

∣∣∣
2

=

√√√√
m∑

k=1

m∑

j=1

∣∣∣ẽjk

∣∣∣
2

=

√√√√
m∑

k=1

‖ẽk‖2,

оскiльки ‖ẽk‖ =
√∑m

j=1 e2
jk, ‖ẽk‖2 =

∑m
j=1 e2

jk.

Тодi
∥∥A−1

∥∥2 =
∑m

k=1 ‖ẽk‖2 ,
∥∥A−1

∥∥ ≤ ∑m
k=1 ‖ẽk‖.

Можемо записати оцiночне спiввiдношення для норми

∥∥A−1
∥∥ ≤ (

m∑

i=1

∥∥∥∥
ek(i)

αl(i)k(i)

∥∥∥∥).

Для норми рiзницi розв’язкiв точно та наближено заданих систем (1),
(2) збурених у векторi правих частин справедливо таке

‖u0 − u0‖ ≤
m∑

i=1

∥∥∥∥
ek(i)

αl(i)k(i)

×∆l(i)

∥∥∥∥ =
∥∥∥Â×∆C

∥∥∥ ≤
∥∥∥Â

∥∥∥× ‖∆C‖ .

В припущеннi, що вiдома ‖A‖ проведемо еквiвалентнi перетворення та
знайдемо зв’язки вiдносних похибок розв’язкiв точно та наближено зада-
них систем до вiдносних похибок правих частин систем:

‖u0 − u0‖
‖u0‖

≤
‖A‖ ×

∥∥∥Â
∥∥∥× ‖∆C‖

‖A‖ × ‖u0‖
≤
‖A‖ ×

∥∥∥Â
∥∥∥× ‖∆C‖

‖C‖
або

‖u0 − u0‖
‖u0‖

≤
‖A‖ ×∑m

i=1

∥∥∥ e
k(i)

α
l(i)k(i)

×∆l(i)

∥∥∥
‖C‖ .

Цi спiввiдношення за змiстом погоджуються з формулою (15). ¤

Побудуємо на основi МБМ оцiночну формулу для похибок вiдхилення
математичного розв’язку вiд збуреного. Слiд зазначити, що в формулi (14),
можна вважати MA = ‖A‖ ×∑m

i=1

∥∥∥ e
k(i)

α
l(i)k(i)

∥∥∥.
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Наслiдок 3. Верхньою оцiнкою норм сумiжних обернених матриць на
iтерацiях методу базисних матриць є спiввiдношення

∥∥∥∥A
(r)
b

−1
∥∥∥∥ ≤ (

r∑

i=1

∥∥∥∥
ek(i)

αl(i)k(i)

∥∥∥∥ + (m− r)), r = 1,m. (17)

Для норм сумiжних базисних матриць справедливi такi рекурентнi спiв-
вiдношення

∥∥∥A
(r)
b

∥∥∥
2

=
∥∥∥∥A

(r
b

−1)
∥∥∥∥

2

+ (
m∑

j=1

a2
irj − 1), r = 2,m. (18)

Для чисел обумовленостi сумiжних систем на iтерацiях методу викону-
ються спiввiдношення

M
(r)
A ≤ (

r∑

i=1

∥∥∥∥
ek(i)

αl(i)k(i)

∥∥∥∥)×
∥∥∥A

(r)
b

∥∥∥ , r = 1,m. (19)

Таким чином, процедура методу базисних матриць дозволяє отримувати
верхнi оцiнки числа обумовленостi системи на кожнiй iтерацiї, що дозволяє
в процесi розрахункiв приймати рiшення щодо змiни алгоритму аналiзу
СЛАУ на такий, який може дати розв’язок з заданою точнiстю.

Для оцiнки числа обумовленостi можна отримати рекурентнi формули,
використання яких дозволяє робити перерахунок з лiнiйною складнiстю,
тодi як повний перерахунок числа обумовленостi виконується з квадрати-
чною складнiстю.

Нехай
Mk = ‖Ak‖ ×

∥∥A−1
k

∥∥ ,

де Mk — число обумовленостi на k-iй iтерацiї, Ak — матриця, складена з
рядкiв, введених до k-ї iтерацiї, A−1

k — поточна базисна матриця, обернена
до Ak.

‖Ak‖2 = ‖Ak−1‖2 + ‖ak‖2 ,

∥∥A−1
k

∥∥2 =
∥∥∥∥A−1

k−1 −
ek

αkk
akA

−1
k−1

∥∥∥∥
2

+
∥∥∥∥

ek

αkk

∥∥∥∥
2

≤

≤ ∥∥A−1
k−1

∥∥2+
∥∥∥∥

ek

αkk
akA

−1
k−1

∥∥∥∥
2

+
∥∥∥∥

ek

αkk

∥∥∥∥
2

=
∥∥A−1

k−1

∥∥2+
‖ek‖2

α2
kk

‖αk‖2+
∥∥∥∥

ek

αkk

∥∥∥∥
2

= Na

Mk ≤ ‖Ak‖ ×Na = M̃k.

Тут Na — верхня оцiнка норми поточної базисної матрицi, а M̃k — верхня
оцiнка числа обумовленостi матрицi Ak.
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Система прийняття рiшень щодо вибору алгоритму
Значення верхньої оцiнки використовується системою прийняття рiшень

для вибору алгоритму, який здатен дати розв’язок СЛАР з наперед за-
даною точнiстю. Окрiм оцiнки числа обумовленостi для прийняття такого
рiшення система повинна мати залежнiсть точностi обчислень вiд числа
обумовленостi системи для кожного алгоритму. Така залежнiсть для ал-
горитмiв методу базисних матриць є лiнiйною [12] й будується еврiстично
лiнiйною iнтерполяцiєю з отриманих тестових даних з фiксацiєю найбiль-
шого числа обумовленостi, при якому алгоритм обертає матрицю, як ма-
трицю повного рангу. Ця вибiрка даних поповнюється в процесi роботи си-
стеми. Аналогiчно, проте кусочно-лiнiйною iнтерполяцiєю, формується й
залежнiсть часу, що витрачається на розрахунки, вiд розмiрностi матриць.

Система прийняття рiшень може оптимiзувати розрахунки за двома кри-
терiями: по часу та точностi розрахункiв. Оптимiзацiя по часу здiйснюється
до початку роботи алгоритму МБМ — вiдбувається вибiр найшвидшого ал-
горитму. Оптимiзацiя ж по точностi вiдбувається в процесi розрахункiв.
Процедура вибору нового алгоритму запускається у випадку, коли оцiн-
ка точностi поточного алгоритму, отримана з використанням еврiстичних
залежностей та оцiнки числа обумовленостi, стає меншою за задану бажа-
ну точнiсть. Новий алгоритм вибирається по комбiнованому критерiю: як
найшвидший з тих, що дає точнiсть бiльшу нiж бажана, або за вiдсутнiстю
таких алгоритмiв — як найточнiший з наявних.

Була проведена серiя обчислювальних експериментiв по з’ясуванню за-
лежностей числа обумовленостi матрицi та його верхньої оцiнки вiд номера
iтерацiї. Отримана залежнiсть для матрицi з M=7 ·106 приведена на рис. 4.

Графiк змiни значення ведучого елементу для погано обумовленої
(M=2.2 ·1010) та добре обумовленої (M=2.7 ·106) матриць показанi на рис. 5
та рис. 6 вiдповiдно.

0

5000000

10000000

15000000

20000000

25000000

1 11 21 31 41 51 61 71 81 91 101 111 121 131 141 151 161 171 181 191 201 211 221 231 241 251����� �������	 число обумовленості
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Рис. 4. Число обумовленостi та його верхня оцiнка на iтерацiях
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Рис. 5. Значення ведучого елементу на iтерацiях для погано обумовленої
матрицi
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Рис. 6. Значення ведучого елементу на iтерацiях для добре обумовленої
матрицi

Графiки змiни на iтерацiях точностi обернення матрицi та її оцiнок, ви-
користовуючи реальне число обумовленостi матрицi та його верхню оцiнку
для погано й добре обумовленої матрицi, приведенi на рис. 7 та рис. 8 вiд-
повiдно.
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Похибка Оцінка 1 Оцінка 2

Рис. 7. Похибка обернення та її оцiнки (оцiнка 1 — по реальному числу
обумовленостi, оцiнка 2 — по верхнiй оцiнцi числа обумовленостi) для

погано обумовленої матрицi
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Похибка Оцінка 1 Оцінка 2

Рис. 8. Похибка обернення та її оцiнки (оцiнка 1 — по реальному числу
обумовленостi, оцiнка 2 — по верхнiй оцiнцi числа обумовленостi) для

добре обумовленої матрицi

Роботу автоматичної системи прийняття рiшень проiлюструємо на зада-
чi розв’язання СЛАР розмiрностi 544×125, яка виникає при дискретизацiї
методом функцiй Грiна крайової задачi для лiнiйного елiптичного рiвнян-
ня.
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В обчислювальних експериментах ставилась умова досягнення заданої
точностi розрахункiв з рiзними значеннями ε цiєї точностi.

Процедура змiни алгоритмiв розв’язання для ε = 10−10 показана у табл. 1.
У колонцi 1 алгоритм МБМ кодується таким чином: перша цифра вказує

на вигляд початкової матрицi (0 — одинична, 1 — заповнена випадковими
числами не бiльшими по модулю за одиницю, 2 — дорiвнює вихiднiй ма-
трицi, 3, 4, 5 — те ж, що й 0, 1, 2, але при введеннi рядка до базисної
матрицi перерахунок здiйснюється використовуючи рiзницю поточного й
попереднього рядкiв), друга цифра — кiлькiсть iтерацiй уточнення.

Таблиця 1. Робота автоматичної системи прийняття рiшень при
розв’язаннi СЛАР розмiрностi 544× 125 (ε = 10−10).
Стадiя Алгоритм Оцiнка

M
M Похибка

обернен-
ня

Оцiнка
похибки
обернення
поточним
алгори-
тмом

Оцiнка
похибки
обернення
новим алго-
ритмом

Номер
iтерацiї, на
якiй вiдбу-
лась змiна
алгоритму

1 2 3 4 5 6 7 8
I (0,0)
II (1,1) 2.9·1011 3.6·1010 5.7·10−14 1.1·10−10 3.8·10−11 79
Результат 5.2·1011 7.1·1010 6.5·10−14 3.4·10−10

В цьому випадку використання початкового алгоритму не дозволяє отри-
мати бажану точнiсть, проте це можна зробити iншими алгоритмами, най-
кращий з яких вибирається за критерiєм швидкодiї.

Процедура змiни алгоритмiв розв’язання для ε = 10−20 показана у табл. 2.

Таблиця 2. Робота автоматичної системи прийняття рiшень при
розв’язаннi СЛАР розмiрностi 544× 125 (ε = 10−20).
Стадiя Алгоритм Оцiнка

M
M Похибка

обернен-
ня

Оцiнка
похибки
обернення
поточним
алгори-
тмом

Оцiнка
похибки
обернення
новим алго-
ритмом

Номер
iтерацiї, на
якiй вiдбу-
лась змiна
алгоритму

1 2 3 4 5 6 7 8
I (0,0)
II (3,1) 1.3·106 8.2·105 1.9·10−26 1.6·10−20 6.6·10−21 20
III (0,1) 2.8·106 7.2·105 2.1·10−26 1.1·10−20 2.4·10−21 22
IV (2,1) 2.2·107 1.8·106 7.7·10−24 6.9·10−19 6.0·10−19 32
Результат 3.3·109 6.6·107 5.9·10−10 Матриця

неповного
рангу

В даному випадку першi двi змiни вiдбуваються в ситуацiї, коли iснують
алгоритми, здатнi розв’язати СЛАР з числом обумовленостi, яке оцiнене на
промiжних iтерацiях з заданою точнiстю. В процесi розрахункiв, зi збiль-
шенням оцiнки числа обумовленостi, виявляється, що таких алгоритмiв не
iснує й остання змiна вiдбувається на найточнiший в поточнiй ситуацiї ал-
горитм. Проте в результатi цей алгоритм не знаходить розв’язок СЛАР,
вважаючи матрицю матрицею неповного рангу. Така ситуацiя вказує на
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ваду автоматичної побудови залежностi мiж точнiстю розрахункiв та чи-
слом обумовленостi й на потребу задiяти при формуваннi такої залежностi
особи, приймаючої рiшення.

Процедура змiни алгоритмiв розв’язання для ε = 10−5 показана у табл. 3.

Таблиця 3. Робота автоматичної системи прийняття рiшень при
розв’язаннi СЛАР розмiрностi 544× 125 (ε = 10−5).
Стадiя Алгоритм Оцiнка

M
M Похибка

обернен-
ня

Оцiнка
похибки
обернення
поточним
алгори-
тмом

Оцiнка
похибки
обернення
новим алго-
ритмом

Номер
iтерацiї, на
якiй вiдбу-
лась змiна
алгоритму

1 2 3 4 5 6 7 8
I (0,0)
II (3,0) 2.6·1013 3.8·1012 2.4·10−10 1.0·10−5 5.7·10−6 100
III (1,1) 3.6·1013 2.2·1012 3.7·10−10 1.0·10−5 1.6·10−6 103
Результат 5.2·1011 7.1·1010 6.5·10−14 3.4·10−10

Встановлення достатньо низької граничної точностi дозволяє при кожнiй
змiнi вибирати найшвидший алгоритм з наявних. Так, алгоритм без уто-
чнення при певних значеннях оцiнки числа обумовленостi був тут доста-
тньо точним й найшвидшим, проте при збiльшенi оцiнки M перестав давати
необхiдну точнiсть й перерахунок був здiйснений iншим алгоритмом.

Звiсно, час, який витрачається на повторнi розрахунки та вибiр алго-
ритмiв є значним й розв’язання може суттєво уповiльнитись. Скажiмо, в
данiй ситуацiї, час роботи базового алгоритму — 49 мс, тодi як час роз-
рахункiв у вищеописаних експериментах у 6–10 разiв бiльший (в даному
випадку такий розрив може мати причиною невелику розмiрнiсть тесто-
вих матриць). З iншого боку, базовий алгоритм розв’язує СЛАР, як СЛАР
з матрицею неповного рангу й точнiсть розв’язання при цьому є абсолютно
незадовiльною — 2 · 102.
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