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НЕПАРАМЕТРИЧНИЙ КРИТЕРIЙ КЛАСИФIКАЦIЇ З
ДВОСТОРОННIМИ ДОВIРЧИМИ IНТЕРВАЛАМИ

К. М. Голубєва

Резюме. Ю. I. Петунiн зробив значний внесок до статистичного
розпiзнавання образiв. В статтi наводиться основнi результати,
якi стосуються p-статистики, отриманi в рамках його математи-
чної школи. Була показана перевага критерiю, що ґрунтується на
p-статистиках, запропонована нова мiра близькостi мiж вибiркою
та групою вибiрок з однiєї генеральної сукупностi та побудуваний
критерiй класифiкацiї для розпiзнавання раку молочної залози
на основi нової статистики.

Вступ

Першi роботи, присвяченi непараметричним методам оцiнювання, з’яви-
лися ще на початку ХХ ст. В своїх працях Спiрмен та Кендалл запропону-
вали методи, якi ґрунтуються на коефiцiєнтах рангової кореляцiї [1, 2]. То
були лише першi спроби, становлення ж класичної непараметричної стати-
стики вiдбулося у 30-х рр. ХХ ст. Саме тодi з’явилися роботи Колмогоро-
ва А. М. та Смiрнова М. В., в яких розглядалися рiзницi мiж емпiрични-
ми та теоретичними функцiями розподiлу [3]. Критерiї типу Колмогорова-
Смiрнова ще й досi часто використовуються в рiзних дослiдженнях. Пi-
сля другої свiтової вiйни непараметрична статистика почала розвивати-
ся швидкими темпами. Вагомий внесок своїми працями зробили Уiлко-
ксон Ф. [4], Манн Х. Б. та Уiтнi Д. Р. [5]. Запропонованi ними крите-
рiї перевiрки гiпотез почали узагальнюватися на багатовимiрнi випадки.
В цьому напрямку працювали Крускал У. та Уоллiс А. [6], Фрiдман М. [7].
Насправдi на сьогоднiшнiй день iснує велика кiлькiсть непараметричних
критерiїв, але робота в цiй галузi не припиняється. В першу чергу це по-
в’язано iз спробами вирiшити проблему малих вибiрок, тобто побудувати
непараметричний критерiй, який буде задовiльно працювати iз вибiрками
малих об’ємiв. По-друге, ще досi є потреба в критерiї з високою потужнi-
стю, який можна застосовувати не лише до теоретичних даних, а й до
вибiрок, отриманих в результатi проведення деякого експерименту, оскiль-
ки застосування iснуючих критерiїв не завжди дає результат задовiльної
точностi. Особливо важливим є значення похибок при аналiзi бiологiчних
та медичних даних, тому що в цьому випадку вiд отриманих значень за-
лежить здоров’я, а iнколи i життя людини. Ґрунтовний огляд iснуючих
непараметричних критерiїв показав, що майже всi вони розглядають гiпо-
тезу про рiвнiсть математичного сподiвання або дисперсiї, звiдки випливає,
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що є потреба в бiльш унiверсальному критерiї, який не просто буде чутли-
вим до зсуву математичного сподiвання чи дисперсiї, а буде розглядати
узагальнену гiпотезу про рiвнiсть функцiй розподiлу. Отже, вищезазначе-
нi дослiдження є актуальними i дуже важливими. Петунiн Юрiй Iванович
зробив значний внесок у цьому напрямку. Своїми науковими дослiджен-
нями вiн збагатив i розвинув теоретичнi основи статистики [8], зокрема
його внесок у роздiл непараметричної статистики має велику цiннiсть для
практичних задач в бiологiї та медицинi, якi вiн розв’язував [9].

1. Непараметричний критерiй еквiвалентностi генеральних
сукупностей, що ґрунтується на усередненнi p-статистик

Для розв’язання задач перевiрки гiпотез використовується p-статистика.
Наведемо основнi вiдомостi про неї [10]. Припустимо, що абсолютно непе-
рервнi функцiї розподiлу F1(u) та F2(u) генеральних сукупностей G1 та
G2 вiдповiдно спiвпадають. Нехай x=(x1, ..., xn)∈G1 та y=(y1, ..., yn)∈G2,
x(1) ≤ ... ≤ x(n), y(1) ≤ ... ≤ y(n) — порядковi статистики. Позначимо
через A

(k,n)
ij , k = 1, 2, ..., n, випадкову подiю, що має вигляд
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Позначимо через N = n (n− 1) /2 кiлькiсть всiх довiрчих iнтервалiв
I
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Покладемо

h(N) = ρ (x, y) =
L

N
.

Довiрчий iнтервал I(N) =
(
p(N,1), p(N,2)

)
для iмовiрностi p(B(n)

ij ) обчи-
слюється за формулами
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,
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.

Статистика h(N) є мiрою близькостi ρ (x, y) мiж вибiрками x та y, вона
має назву p-статистика. Довiрчi iнтервали I

(n)
ij =

(
p
(n,1)
ij , p

(n,2)
ij

)
та
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I(N) =
(
p(N,1), p(N,2)

)
будемо називати iнтервалами, побудованими за пра-

вилом 3σ. Описана мiра близькостi використовується для розв’язання за-
дачi про двi вибiрки.

Був проведений обчислювальний машинний експеримент для порiвняння
p-статистики з iншими непараметричними критерiями, якi використовую-
ться для перевiрки нульової гiпотези про те, що вибiрки належать однiй
генеральнiй сукупностi [11]. Розглядалися п’ять випадкiв: 1) порiвнюва-
лись вибiрки з однiєї генеральної сукупностi; 2) вибiрки з генеральних су-
купностей з рiзними дисперсiями; 3) вибiрки з генеральних сукупностей
з рiзним математичними сподiваннями; 4) вибiрки з рiзних генеральних
сукупностей iз iнтервалами розташування вибiркових даних, що перети-
наються; 5) вибiрки з рiзних генеральних сукупностей iз спiвпадаючими
iнтервалами розташування вибiркових даних.

В поставленому експериментi оцiнка похибки першого роду дорiвнює ну-
лю для всiх критерiїв, що розглядалися. Оцiнка середньої похибки друго-
го роду для розглянутих п’яти випадкiв для критерiю, що ґрунтується на
p-статистиках, дорiвнює нулю, тодi як для критерiю Колмогорова-Смiрнова
складає 20%, для критерiю знакiв – 44%, для Уiлкоксона — 38%, а для
Манна-Уiтнi — 40%. Максимальна довжина iнтервалу, в якому коливає-
ться значення p-статистик, дорiвнює 0,235. Для критерiю Колмогорова-
Смiрнова максимальна довжина iнтервалу коливання його p-значення —
0,845, для Манна-Уiтнi — 0,84, для критерiю знакiв — 0,864, для Уiлко-
ксона — 0,91. Таким чином p-статистика в проведеному обчислювальному
експериментi виявила себе бiльш стiйкою та потужною в порiвняннi з iн-
шими непараметричними критерiями, якi розглядалися. Тому саме вона
використовувалася в подальших дослiдженнях.

2. Усереднена p-статистика та асимптотичний рiвень
значущостi її довiрчого iнтервалу

Для роботи з групою вибiрок було зроблене узагальнення p-статистики
[12]. Припустимо, що абсолютно неперервнi функцiї розподiлу F1(u) та
F2(u) генеральних сукупностей G1 та G2 вiдповiдно спiвпадають. Нехай
x = (x1, ..., xn) ∈ G1 та y(m) =

(
y

(m)
1 , ..., y

(m)
n

)
∈ G2, m = 1, 2, ..., M ;

x(1) ≤ ... ≤ x(n), y
(1)
(1) ≤ ... ≤ y

(1)
(n), . . . , y

(m)
(1) ≤ ... ≤ y

(m)
(n) — порядковi

статистики. Тодi для перевiрки гiпотези еквiвалентностi генеральних су-
купностей буде використовуватись середня мiра близькостi мiж вибiркою
x та вибiрками y(m), m = 1, M :

h =
1
M

M∑

m=1

h(n,m),

де h(n,m) = ρ
(
x, y(m)

)
.

Мiра близькостi h називається усередненою p-статистикою. За довiрчий
iнтервал для усередненої p-статистики h будемо використовувати iнтервал
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I(M) = (p(M,1), p(M,2)) = (h − 2sh, h + 2sh). Для обґрунтування коректно-
стi використання усередненої p-статистики був оцiнений рiвень значущостi
довiрчих iнтервалiв I(M). Це було зроблено у виглядi теореми, доведення
якої наводиться в роботi [13].

Теорема 1. Асимптотичний рiвень значущостi iнтервалу

I(M) =
(
p(M,1), p(M,2)

)

не перевищує 0,05.

Для перевiрки працездатностi запропонованого критерiю був проведе-
ний обчислювальний експеримент, в якому розглядалися п’ять випадкiв
вищезазначенi у попередньому обчислювальному експериментi. Критерiй,
що ґрунтується на усередненiй p-статистицi, порiвнювався з критерiями
Крускала-Уоллiса та Фрiдмана. Усереднена p-статистика виявила себе стiй-
кою та потужною: вона жодного разу не припустилася помилки в прове-
деному обчислювальному експериментi, а максимальнi межi її коливання
складають 0,09. Для порiвняння: середня оцiнка похибки першого роду
для критерiїв Крускала-Уоллiса та Фрiдмана дорiвнює 10%, середня оцiн-
ка похибки другого роду для розглянутих п’яти випадкiв складає по 40%,
а максимальнi межi коливання p-значень 0,949 та 0,981 вiдповiдно.

3. Критерiй класифiкацiї для розпiзнавання раку молочної
залози

Працездатнiсть запропонованих непараметричних методiв дослiджува-
лася на експериментальних даних. Розв’язання практичних бiологiчних за-
дач вiдбувалося в рамках спiвпрацi iз Iнститутом експериментальної пато-
логiї, онкологiї та радiобiологiї iм. Р. Є. Кавецького НАН України.

Матерiалом для дослiдження були препарати букального епiтелiю сли-
зової оболонки порожнини рота пацiєнтiв хворих на рак молочної залози
(G1 — 38 пацiєнтiв), фiброаденоматоз (G2 — 44 пацiєнта) та практично здо-
рових (G3 — 33 людини). В кожного пацiєнта розглядалося близько 50 iн-
терфазних ядер. Яскравiсть ядра була зареєстрована та цифровi зображен-
ня цитологiчних препаратiв букального епiтелiю отримували за допомогою
свiтлового мiкроскопу Olympus BX41, при чому дослiджувалася лише зе-
лена компонента зображення. Такi зображення мають назву сканограми;
методика одержання сканограм докладно описана в роботах [14].

Для кожної сканограми був проведений розрахунок морфо- та денсито-
метричних показникiв ядер: площа ядра; мiнiмальна яскравiсть зображе-
ння ядра; максимальна яскравiсть зображення ядра; середня яскравiсть
зображення ядра; середньоквадратичне вiдхилення розподiлу яскравостi
зображення ядра; медiана розподiлу яскравостi зображення ядра; коефi-
цiєнт асиметрiї розподiлу яскравостi зображення ядра; енергiя розподiлу
яскравостi зображення ядра; ентропiя за Шенноном розподiлу яскравостi
зображення ядра; ексцес розподiлу яскравостi зображення ядра; верхнiй
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квартiль розподiлу яскравостi зображення ядра; нижнiй квартiль розподi-
лу яскравостi зображення ядра; 5%-процентiль розподiлу яскравостi зобра-
ження ядра; 95%-процентiль розподiлу яскравостi зображення ядра. Для
усiх показникiв при їх визначеннi маються на увазi вибiрковi числовi хара-
ктеристики випадкової величини.

Використовуючи показники сканограм пацiєнтiв та мiри близькостi по-
казникiв пацiєнта P , захворювання якого ми бажаємо визначити, до груп
G1, G2, G3 знаходимо ρ(P, G1), ρ(P, G2), ρ(P, G3). Крiм того, використовую-
чи правило 3s1, обчислюються довiрчi iнтервали (αk(P ), βk(P )), (k = 1, 2, 3)
для усереднених p-статистик ρ(P, Gk), (k = 1, 2, 3).

Критерiй класифiкацiї для розпiзнавання раку формулюється таким чи-
ном:

1) якщо ρ(P, G1) < ρ(P, G2), а ρ(P,G1) не належить iнтервалу
(α2(P ), β2(P )) або ρ(P, G2) не належить iнтервалу (α1(P ), β1(P )), то па-
цiєнта P вiдносимо до групи хворих на РМЗ;

2) якщо ρ(P, G1) > ρ(P, G2), а ρ(P,G2) не належить iнтервалу
(α1(P ), β1(P )) або ρ(P, G1) не належить iнтервалу (α2(P ), β2(P )), то па-
цiєнта P вiдносимо до групи хворих на ФАМ;

3) в протилежному випадку нiякого рiшення не приймається.
Група G3 застосовується для контролю. При пiдрахунку мiри близькостi

для пацiєнта P ∈ G1 до групи G1 або P ∈ G2 до групи G2 використовується
добре вiдомий метод: пацiєнт P вилучається з його групи, а далi пiдрахо-
вується мiра близькостi мiж P та групою пацiєнтiв, що залишаються пiсля
його вилучення [15].

Описаний метод розпiзнавання раку молочної залози має високий сте-
пiнь точностi: похибка при розпiзнаваннi раку дорiвнює 7, 9%, а фiброаде-
номатозу 18, 2%; i на вiдмiну вiд бiльшостi iснуючих методiв є абсолютно
неiнвазивним.

Висновки
Наукова робота Ю. I. Петунiна та його школи має суттєве значення для

статистичного розпiзнавання образiв. Отриманi результати розширили i
збагатили теорiю перевiрки статистичних гiпотез, i бiльше того мають не-
заперечне прикладне значення, яке пiдтверджується їх використанням в
бiологiї та медицинi: побудований критерiй для перевiрки гiпотези про при-
належнiсть двох вибiрок до однiєї генеральної сукупностi та побудуваний
критерiй класифiкацiї для розпiзнавання раку молочної залози.
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