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А. А. Покутный

Резюме. В работе развивается теория возмущений для абстра-
ктного уравнения Хилла в критическом случае. Построены асим-
птотические разложения соответствующих решений.

Введение
Методы теории возмущений восходят еще к работам Ляпунова и Пу-

анкаре. На сегодняшний день они представляют собой мощное средство
прикладной математики. А именно: методы теории возмущений позволя-
ют получать приближенные аналитические представления решений доста-
точно сложных краевых задач. Большинство из них возникло именно при
решении конкретных задач механики, небесной механики и физики. Здесь
нельзя не отметить работы Боголюбова Н. Н., Митропольского Ю. А. [1] по
асимптотическим методам, работы Арнольда В. И. (см. монографию [2] и
библиографию к ней), имеющие отношение к широко известной проблеме n
тел. Множество примеров прикладных задач, которые могут быть исследо-
ваны методами теории возмущений, приведены в монографии Найфе А. Х.
[3]. Анализ этих работ и работ касающихся краевых задач в так называ-
емом критическом случае (см. Тихонов А. Н. [4], Бойчук А. А., Самой-
ленко А. М. [5]) позволил в данной работе развить так называемый метод
Вишика-Люстерника [6] для исследования возмущений абстрактного урав-
нения Хилла с неограниченным оператором в гильбертовом пространстве.
Это уравнение является аналогом такого уравнения с ограниченным опе-
ратором, которое исследовалось Далецким Ю. Л. [7]. При помощи теории
псевдообратных операторов [5] удается построить теорию возмущений для
двухточечной краевой задачи и в так называемом критическом или резо-
нансном случае.

1. Вспомогательные утверждения
Рассмотрим в вещественном гильбертовом пространстве H уравнение

Хилла
ÿ(t) + Ty(t) = 0, (1)

с краевыми условиями

y(0)− y(w) = α1, ẏ(0)− ẏ(w) = α2. (2)

Оператор T — строго положительный и самосопряженный, α1, α2 ∈ H.
Пусть T

1
2 ≥ λI — положительный квадратный корень из оператора T . Так
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как оператор T замкнут, то область определения D(T
1
2 ) оператора T

1
2 яв-

ляется гильбертовым пространством относительно скалярного произведе-
ния (T

1
2 u, T

1
2 u). После замены переменных получим операторную систему

дифференциальных уравнений{
ẋ1(t) = T

1
2 x2(t),

ẋ2(t) = −T
1
2 x1(t)

(3)

с краевыми условиями

x1(0)− x1(w) = α1, x2(0)− x2(w) = α2. (4)

Здесь ẏ(t) = ẋ1(t).
Эволюционным семейством операторов для уравнения (3) будет сильно

непрерывная унитарная группа

U(t) := U(t, 0) =

(
cos tT

1
2 sin tT

1
2

− sin tT
1
2 cos tT

1
2

)
.

Как известно, она не является сжимающей. Отметим некоторые свойтва
этой группы, которые понадобятся в дальнейшем.

Un(t) =

(
cos ntT

1
2 sin ntT

1
2

− sin ntT
1
2 cos ntT

1
2

)
= U(nt), ||Un(t)|| = 1, n ∈ N.

Введя в рассмотрение новое гильбетово пространство

H
T

1
2

= D(T
1
2 )⊕D(T

1
2 )

cо скалярным произведением

(< u, v >, < u, v >)H
T

1
2

= (T
1
2 u, T

1
2 u) + (T

1
2 v, T

1
2 v)

и вектор ϕ = (x1, x2)T , задачу (3), (4) на спаренном пространстве H
T

1
2

перепишем в виде
ϕ̇(t) = Aϕ(t), (5)

ϕ(0)− ϕ(w) = α, (6)
где α = (α1, α2)T , оператор A будет иметь вид

A =

(
0 T

1
2

−T
1
2 0

)
=

(
T

1
2 0
0 T

1
2

)(
0 I

−I 0

)
=

=
(

0 I
−I 0

)(
T

1
2 0
0 T

1
2

)
.

Для дальнейшего нам понадобится также разрешимость и представление
решений неоднородной операторной системы

dϕ(t)
dt

= Aϕ(t) + f(t), (7)

ϕ(0)− ϕ(w) = α. (8)
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Решение уравнения (7) имеет вид

ϕ(t) = U(t)c +
∫ t

0
U(t)U−1(τ)f(τ)dτ

для произвольного элемента c ∈ H
T

1
2
. Подставляя его в краевое условие

(8), получим, что разрешимость задачи (7), (8) будет эквивалентна разре-
шимости операторного уравнения

(I − U(w))c = α + U(w)
∫ w

0
U−1(τ)f(τ)dτ, (9)

где U(w) — оператор монодромии. Будем рассматривать случай, когда опе-
ратор в левой части (9) является нормально-разрешимым, то есть множе-
ство значений оператора I − U(w) замкнуто(R(I − U(w)) = R(I − U(w))).
Так как степени оператора монодромии равномерно ограничены, то в силу
результатов [9], операторная система (9) будет разрешима тогда и только
тогда, когда

U0(w){α + U(w)
∫ w

0
U−1(τ)f(τ)dτ} = 0, (10)

где

U0(w) = lim
n→∞

∑n
k=0 Uk(w)

n
= lim

n→∞

∑n
k=0 U(kw)

n
−

ортопроектор, который проектирует пространство H
T

1
2
на собственное под-

пространство 1 ∈ σ(U(w)). При выполнении этого условия решения урав-
нения (9) будут иметь вид

c = U0(w)c +
∞∑

k=0

(µ− 1)k{
∞∑

l=0

µ−l−1(U(w)− U0(w))l}k+1×

× (α +
∫ w

0
U(w)U−1(τ)f(τ)dτ)− U0(w)(α +

∫ w

0
U(w)U−1(τ)f(τ)dτ)

для µ > 1, |1−µ| < 1
||Rµ(U(w))|| . Таким образом решения краевой задачи (7),

(8) будут иметь вид

ϕ(t) = U(t)U0(w)c + (G[f, α])(t), (11)

где G[f, α] — обобщенный оператор Грина задачи (7), (8), имеющий вид

(G[f, α])(t) =
∞∑

k=0

(µ− 1)k{
∞∑

l=0

µ−l−1(U(w)− U0(w))l}k+1×

× (α +
∫ w

0
U(w)U−1(τ)f(τ)dτ)− U0(w)(α +

∫ w

0
U(w)U−1(τ)f(τ)dτ)+

+
∫ t

0
U(t)U−1(τ)f(τ)dτ.

В силу выше сказанного краевая задача (5), (6) будет разрешима тогда и
только тогда, когда элемент α ∈ H

T
1
2
. При выполнении этого условия все
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решения задачи (5), (6) будут иметь вид

ϕ(t) = U(t)U0(w)c + (G[0, α])(t) = U(t)U0(w)c+

+ (
∞∑

k=0

(µ− 1)k{
∞∑

l=0

µ−l−1(U(w)− U0(w))l}k+1 − U0(w))α,

с независящим от времени оператором Грина.

2. Бифуркация решений
Предположим, что элемент α такой, что операторная система (5), (6) не

разрешима, то есть U0(w)α 6= 0. Покажем каким образом можно возмутить
эту систему чтобы сделать ее разрешимой. Рассмотрим систему

ϕ̇(t) = Aϕ(t) + εA1(t)ϕ(t), (12)

ϕ(0)− ϕ(w) = α, (13)
где оператор A1(t) — линейный ограниченный при всех t ∈ [0;w]. Для полу-
чения достаточных условий существования решений операторной системы
(12), (13) будем развивать метод Вишика-Люстерника и использовать опе-
ратор

B0 = U0(w)
∫ w

0
A1(t)U(t)dtU0(w) : H

T
1
2
→ H

T
1
2
.

Теорема 1. Предположим, что выполняются следующие условия: 1) B0

— псевдообратим по Муру-Пенроузу; 2) PN(B∗0 )U0(w) = 0. Тогда, если не-
возмущенная операторная двухточечная система (5), (6) не имеет реше-
ний, то операторная система (12), (13) имеет ρ-параметричесоке семей-
ство решений в виде части ряда Лорана

ϕ0(t, ε, cρ) =
∞∑

i=−1

εi[ϕi(t, ci) + Xi(t)PN(B0)cρ], ∀cρ ∈ H
T

1
2
,

абсолютно сходящегося для достаточно малого параметра ε ∈ (0, ε∗].
Здесь

ϕ−1(t, c−1) = U(t)U0(w)c−1,

ϕ0(t, c0) = U(t)U0(w)c0 + (G[A1(·)ϕ−1(·, c−1), α])(t),
ϕi(t, ci) = U(t)U0(w)ci + (G[A1(·)ϕi−1(·, ci−1), 0])(t), i = 1, 2, ...,

c−1 = −B+
0 U0(w)α,

c0 = −B+
0 U0(w)

∫ w

0
U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)ϕ−1(·, c−1), α])(τ)dτ,

ci = −B+
0 U0(w)

∫ w

0
U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)ϕi−1(·, ci−1), 0])(τ)dτ, i = 1, 2, ...,

F0 = I −B+
0 U0(w)

∫ w

0
U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)U(·), 0])(τ)dτU0(w),

Fi = I −B+
0 U0(w)

∫ w

0
U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)Xi−1(·), 0])(τ)dτ, i = 1, 2, ...,

X−1(t) = U(t)U0(w),

80



БИФУРКАЦИЯ ДВУХТОЧЕЧЕНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ...

Xi(t) = U(t)U0(w)Fi + (G[A1(·)Xi−1(·), 0])(t), i = 0, 1, 2, ....

Замечание 1. Множество линейно независимых решений зависит от ра-
змерности подпространства PN(B0)H.

Перейдем к доказательству теоремы. Будем искать решение в виде части
ряда Лорана по степеням ε :

ϕ(t, ε) =
+∞∑

i=−1

εiϕi(t). (14)

Подставим ряд (14) в уравнение (12) и приравняем коэффициенты при
соотвествующих степенях ε. Проблема определения коэффициента ϕ−1(t)
при ε−1 ряда (14) сводится к следующей операторной краевой задаче

dϕ−1(t)
dt

= Aϕ−1(t), (15)

ϕ−1(0)− ϕ−1(w) = 0. (16)
Множество решений операторной системы (15), (16)

ϕ−1(t, c−1) = U(t)U0(w)c−1

для произвольного элемента c−1 ∈ H
T

1
2
, который будет определен ниже.

Проблема определения коэффициента ϕ0(t) при ε0 ряда (14) сводится к
неоднородной операторной краевой задаче

dϕ0(t)
dt

= Aϕ0(t) + A1(t)ϕ−1(t, c−1), (17)

ϕ0(0)− ϕ0(w) = α. (18)
Краевая задача (17), (18) будет разрешимой тогда и только тогда, когда

U0(w){α +
∫ w

0
U(w)U−1(τ)A1(τ)U(τ)dτU0(w)c−1} = 0,

в силу условия (10). Используя свойство U0(w)U(w) = U(w)U0(w) = U0(w),
условие разрешимости перепишется в виде следующего операторного урав-
нения относительно c−1

B0c−1 = −U0(w)α. (19)
Поскольку оператор B0 псевдообратим, то операторное уравнение будет
разрешимо тогда и только тогда, когда [5]

PN(B∗0 )U0(w)α = 0,

которое выполняется для произвольного элемента α ∈ H
T

1
2
в силу 2). Тогда

множество решений (19) будет иметь вид

c−1 = −B+
0 U0(w)α + PN(B0)cρ,

или
c−1 = c−1 + PN(B0)cρ,

где
c−1 = −B+

0 U0(w)α,
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B+
0 — псевдообратный к B0 по Муру-Пенроузу. Тогда множество решений

(15), (16) будет иметь вид

ϕ−1(t, cρ) = ϕ−1(t, c−1) + U(t)U0(w)PN(B0)cρ;

ϕ−1(t, c−1) = U(t)U0(w)c−1.

Используя теперь представление (11), линейность обобщенного оператора
Грина, множество решений краевой задачи (17), (18) может быть представ-
лено в виде

ϕ0(t, c0) = U(t)U0(w)c0 + (G[A1(·)ϕ−1(·, c−1), α])(t)+

+ G[A1(·)U(·), 0])(t)U0(w)PN(B0)cρ,

где элемент c0 ∈ H
T

1
2
будет определен на следующем шаге итерационного

процесса.
Проблема определения коэффициента ϕ1(t) при ε1 ряда (14) запишется

в виде краевой задачи
dϕ1(t)

dt
= Aϕ1(t) + A1(t)ϕ0(t, c0), (20)

ϕ1(0)− ϕ1(w) = 0. (21)
Условие разрешимости (10) для задачи (20), (21) будет иметь вид

U0(w)
∫ w

0
U−1(τ)A1(τ)ϕ0(τ, c0)dτ = 0.

После подстановки решения ϕ0(t, c0) и преобразований приходим к следу-
юшему операторному уравнению относительно c0

B0c0 = −U0(w)(
∫ w

0
U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)ϕ−1(·, c−1), α])(τ)dτ+

+
∫ w

0
U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)U(·), 0])(τ)dτU0(w)PN(B0)cρ).

В силу предположений теоремы это уравнение разрешимо и искомый эле-
мент c0 ∈ H

T
1
2
определяется следующим образом:

c0 = c0 + F0PN(B0)cρ,

где

c0 = −B+
0 U0(w)

∫ w

0
U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)ϕ−1(·, c−1), α])(τ)dτ,

F0 = I −B+
0 U0(w)

∫ w

0
U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)U(·), 0])(τ)dτU0(w).

Окончательно, множество решений операторной краевой задачи (17), (18)
будет иметь вид:

ϕ0(t, cρ) = ϕ0(t, c0) + X0(t)PN(B0)cρ, ∀cρ ∈ H
T

1
2
,

где
ϕ0(t, c0) = U(t)U0(w)c0 + (G[A1(·)ϕ−1(·, c−1), α])(t),

X0(t) = U(t)U0(w)F0 + (G[A1(·)U(·), 0])(t)U0(w).
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Таким образом, краевая задача (20), (21) будет иметь решения в виде

ϕ1(t, c1) = U(t)U0(w)c1 + (G[A1(·)ϕ0(·, c0), 0])(t) =

= U(t)U0(w)c1 + (G[A1(·)ϕ0(·, c0) + A1(·)X0(·)PN(B0)cρ, 0])(t),
где элемент c1 будет определен на следующем шаге итерационного процес-
са. Проблема определения коэффициента ϕ2(t) при ε2 ряда (14) сводится
к краевой задаче

dϕ2(t)
dt

= Aϕ2(t) + A1(t)ϕ1(t, c1), (22)

ϕ2(0)− ϕ2(w) = 0. (23)
Снова записав условие разрешимости (10) и подставляя решение ϕ1(t),
после преобразований приходим к следующему операторному уравнению
относительно c1

B0c1 =

= −U0(w)
∫ w

0
U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)ϕ0(·, c0)+A1(·)X0(·)PN(B0)cρ, 0])(τ)dτ.

Снова в силу предположений теоремы условие разрешимости будет выпол-
ненным и множество решений будет иметь вид

c1 = c1 + F1PN(B0)cρ;

где

c1 = −B+
0 U0(w)

∫ w

0
U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)ϕ0(·, c0), 0]dτ,

F1 = I −B+
0 U0(w)

∫ w

0
U−1(τ)A1(τ)G([A1(·)X0(·), 0])(τ)dτ.

Окончательно множество решений краевой задачи (19), (20) будет иметь
вид

ϕ1(t, cρ) = ϕ1(t, c1) + X1(t)PN(B0)cρ,

где
ϕ1(t, c1) = U(t)U0(w)c1 + G([A1(·)ϕ0(·, c0), 0])(t),

X1(t) = U(t)U0(w)F1 + G([A1(·)X0(·), 0])(t).
Поступая далее аналогичным образом, нетрудно показать (действуя по ин-
дукции), что задача определения коэффициента ϕi(t) при εi ряда (14) сво-
дится к разрешимости краевой задачи

dϕi(t)
dt

= Aϕi(t) + A1(t)ϕi−1(t, ci−1), (24)

ϕi(0)− ϕi(w) = 0. (25)
При выполнении условий теоремы множество решений краевой задачи

(24), (25) будет иметь вид

ϕi(t, cρ) = ϕi(t, ci) + Xi(t)PN(B0)cρ,

где
ϕi(t, ci) = U(t)U0(w)ci + (G[A1(·)ϕi−1(·, ci−1), 0])(t),
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ci = −B+
0 U0(w)

∫ w

0
U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)ϕi−1(·, ci−1), 0])(τ)dτ,

Fi = I −B+
0 U0(w)

∫ w

0
U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)Xi−1(·), 0])(τ)dτ,

и
Xi(t) = U(t)U0(w)Fi + (G[A1(·)Xi−1(·), 0])(t),

i = 0, 1, 2, ..., X−1(t) = U(t)U0(w).
Доказательство абсолютной сходимости полученного ряда проводится та-
кже, как в [11].

Выводы
Рассматриваемое в данной работе уравнение охватывает довольно широ-

кий спектр разных задач от обыкновенных дифференциальных уравнений
и уравнений в частных производных до абстрактных уравнений, представ-
ляющих и самостоятельный интерес. В критическом случае рассматривае-
мая краевая задача может быть как фредгольмовой в простейшем случае,
так и нормально-разрешимой в наиболее общем случае, согласно класси-
фикации С. Г. Крейна [12].

Следует также отметить, что благодаря процессу пополнения, разрабо-
танному в [13], можно добиться того, чтобы оператор I − U(w) имел за-
мкнутое множество значений. Отметим также, что аналогичным образом
можно было бы развить теорию возмущений более общей краевой задачи

dϕ(t)
dt

= Aϕ(t) + εA1(t)ϕ(t),

ϕ(0)− ϕ(w) = α + εl1ϕ(·),
где l1 — линейная ограниченная вектор-функция. Таким образом, возму-
щать можно как в правой части рассматриваемого уравнения так и в кра-
евом условии.
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