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АЛГОРИТМ ЗНАХОДЖЕННЯ ДОВIРЧИХ МЕЖ ДЛЯ
ТОЧКИ ПЕРЕХОДУ МОДЕЛI НЕЛIНIЙНОЇ СПЛАЙНОВОЇ

РЕГРЕСIЇ

М. Ю. Савкiна

Резюме. В роботi побудовано алгоритм знаходження довiрчих
меж з заданим рiвнем значущостi для точки переходу в моде-
лi нелiнiйної сплайнової регресiї, де функцiя регресiї — лiнiйний
сплайн на вiдрiзку [0, 1] з одним вузлом. Розташування вузла не-
вiдоме та пiдлягає оцiнюванню.

Розглянемо модель регресiї

yi = f(τi) + ξi, i = 0, 1, ..., n, (1)

де ξ0, ..., ξn — незалежнi у сукупностi нормально розподiленi випадковi
величини з Eξi = 0 та Dξi = σ2, а функцiя регресiї має вигляд

f(τ) =





aτ + b, якщо 0 ≤ τ ≤ τ∗,
cτ + d, якщо τ∗ ≤ τ ≤ 1,

aτ∗ + b = cτ∗ + d.
(2)

Якщо точка з’єднання τ∗ вiдома, модель (1), (2) є лiнiйною по параме-
трах a, b, c, d, якi пiдлягають оцiнюванню. Якщо точка з’єднання τ∗ невi-
дома, модель стає нелiнiйною по параметрах, а τ∗ перетворюється на невi-
домий параметр моделi, який також треба оцiнювати.

Зауважимо, що невiдомi параметри моделi (1), (2) будуть залежними,
але функцiю f(τ) можна подати у виглядi

f(τ) = (aτ + b) + c1(τ − τ∗)+, (2′)

де c1 = c − a, а (τ − τ∗)+ — зрiзана степенева функцiя [1]. В цих позна-
ченнях a, b, c1, τ

∗ — параметри, якi пiдлягають оцiнюванню. Вони будуть
незалежними.

Найпоширенiшим методом оцiнювання параметрiв в регресiйному аналi-
зi (як лiнiйному, так i нелiнiйному) є метод найменших квадратiв (МНК),
який полягає в мiнiмiзацiї суми

n∑

i=0

(yi − (aτi + b)− c1(τi − τ∗)+)2

вiдносно вектора невiдомих параметрiв. Оцiнювання параметрiв нелiнiйної
моделi в загальному випадку є дуже складною задачею, але для моделi (1),
(2′) запропоновано алгоритм [2], завдяки якому за скiнченну кiлькiсть кро-
кiв знаходиться оцiнка МНК параметрiв a, b, c1, τ

∗. Вiн полягає в такому.
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Розiб’ємо множину {τ0, ..., τn} на двi пiдмножини {τ0, ..., τk} та
{τk+1, ..., τn}, k = 1, ..., n − 2. По точках {(τ0, y0), ..., (τk, yk)} за методом
найменших квадратiв побудуємо пряму y = akτ + bk. Позначимо

ρ1(k) =
k∑

i=0

(yi − akτi − bk)2,

а по точках {(τk+1, yk+1), ..., (τn, yn)} за методом найменших квадратiв по-
будуємо пряму y = ckτ + dk. Позначимо

ρ2(k) =
n∑

i=k+1

(yi − ckτi − dk)2.

Далi, точку перетину прямих y = akτ + bk та y = ckτ + dk позначимо τ∗k .
Якщо τ∗k ∈ [τk, τk+1], то покладемо T (k) = ρ1(k) + ρ2(k), iнакше T (k) = ∞.

Таким чином, покладаючи k = 1, 2, ..., n − 2, отримаємо послiдовнiсть
T (1), T (2), ..., T (n− 2), кожному T (k) вiдповiдає τ∗k .

Тепер вважаємо, що τ∗ = τk, знайдемо âk, b̂k, ĉ1,k, якi мiнiмiзують

S(k) =
n∑

i=0

(yi − âkτi − b̂k − ĉ1,k(τi − τk)+)2.

Покладаючи k = 1, 2, ..., n − 1, маємо ще одну послiдовнiсть
S(1), S(2), ..., S(n− 1), кожному S(k) вiдповiдає τk.

Позначимо

R∗ = min{T (1), ..., T (n− 2), S(1), ..., S(n− 1)},
якщо R∗ = T (l), то τ̂∗ = τ∗l , якщо R∗ = S(l), то τ̂∗ = τl.

В роботi [2] доведено, що таким чином отримана оцiнка τ̂∗ параметра τ∗
є оцiнкою МНК для нелiнiйної моделi (1), (2’).

Розглянемо тепер задачу перевiрки простої статистичної гiпотези

H : τ∗ = τ̄ ,

де τ̄ — фiксована точка з промiжку [0, 1]. Критерiй вiдношення правдопо-
дiбностi перевiрки гiпотези H приводить до множини прийняття гiпотези
[3]

EH = {y ∈ Rn+1 : R(τ̄)−R∗ ≤ ϕR∗},
де

R(τ̄) =
n∑

i=0

(yi − āτi − b̄− c̄1(τi − τ̄)+)2.

Значення ϕ для нелiнiйної регресiї можна вибирати рiзними методами.
Один з них збiгається з методом вибору в лiнiйнiй регресiї. Припустимо,
модель лiнiйнiй регресiї має m невiдомих параметрiв, а гiпотеза H0 скла-
дається з p лiнiйних рiвнянь. Задамося рiвнем значущостi α та знайдемо
для нього вiдповiдне значення Fα(p, n + 1 − m) таким чином. Позначимо
f(t, p, n + 1−m) — щiльнiсть розподiлу Фiшера з p та n + 1−m ступенями
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свободи та знайдемо таке Fα = Fα(p, n+1−m), що
∫∞
Fα

f(t, p, n+1−m)dt = α.
Значення Fα знаходять з таблиць. Покладемо

ϕ =
p

n + 1−m
Fα(p, n + 1−m). (3)

Побудуємо тепер довiрчу множину D iз заданим рiвнем значущостi α для
τ∗, тобто таку множину, яка покриває справжнє значення параметра τ∗ з
ймовiрнiстю, не меншою 1−α. Зауважимо, що задача довiрчого оцiнювання
пов’язана з задачею перевiрки статистичних гiпотез. Згiдно з [3]

D = {τ ∈ [0, 1] : R(τ)−R∗ ≤ ϕR∗},
де

R(τ) =
n∑

i=0

(yi − aτi − b− c1(τi − τ)+)2.

Значення ϕ вибираємо за формулою (3), в нашому випадку m = 4 (мо-
дель має 4 невiдомi параметри) та p = 1 (гiпотеза H складається з одного
рiвняння), тобто

ϕ =
1

n− 3
Fα(1, n− 3).

Вiдмiтимо, що R(τk) = S(k), k = 1, 2, ..., n− 1.

Довiрча множина D може складатися з одного iнтервалу (τ (1), τ (2)), або
з їх сукупнiстi

{∪j
i=1(τ

(2i−1), τ (2i)), j ≥ 2}.

Алгоритм побудови довiрчої множини D.
Побудуємо спочатку iнтервал (τ (1), τ (2)), якому буде належати точка τ̂∗.
Нехай τ̂∗ ∈ [τl, τl+1]. Якщо R(τs) − R∗ ≤ ϕR∗ для всiх s = 1, ..., l, покла-

демо τ (1) = τ0, iнакше iснує точка τs, s = 1, ..., l, в якiй R(τs)−R∗ > ϕR∗.
Нехай τs′ — найближча до τl точка, в якiй R(τs′)−R∗ > ϕR∗, або τs′ = τl,

якщо R(τl) − R∗ > ϕR∗. Якщо τ∗s′ 6∈ [τs′ , τs′+1], то функцiя R(τ) спадає
на промiжку [τs′ , τs′+1], якщо τ∗s′ ∈ [τs′ , τs′+1], то функцiя R(τ) спадає на
промiжку [τs′ , τ

∗
s′ ] [2].

Покладемо τ (1) = τ ′, де τ ′ — точка, в якiй R(τ ′) − R∗ = ϕR∗, τ ′ ∈
[τs′ , τs′+1], якщо τ∗s′ 6∈ [τs′ , τs′+1], та τ ′ ∈ [τs′ , τ

∗
s′ ], якщо τ∗s′ ∈ [τs′ , τs′+1].

Далi, якщо R(τq) − R∗ ≤ ϕR∗ для всiх q = l + 1, ..., n − 1, покладемо
τ (2) = τn, iнакше iснує точка τq, q = l + 1, ..., n, в якiй R(τq)−R∗ > ϕR∗.

Нехай τq′ — найближча до τl+1 точка, в якiй R(τq′) − R∗ > ϕR∗, або
τq′ = τl+1, якщо R(τl+1)−R∗ > ϕR∗.

Якщо τ∗q′ 6∈ [τq′ , τq′+1], то функцiя R(τ) зростає на промiжку [τq′ , τq′+1],
якщо τ∗s′ ∈ [τq′ , τq′+1], то функцiя R(τ) зростає на промiжку [τ∗q′ , τq′+1] [2].

Покладемо τ (2) = τ ′′, де τ ′′ — точка, в якiй R(τ ′′) − R∗ = ϕR∗,
τ ′′ ∈ [τq′ , τq′+1], якщо τ∗q′ 6∈ [τq′ , τq′+1] та τ ′′ ∈ [τ∗q′ , τq′+1], якщо τ∗q′ ∈ [τq′ , τq′+1].

Далi, якщо в множинi

{T (1), ..., T (n− 2), S(1), ..., S(n− 1)}\{T (l), S(l), S(l + 1)}
88



М. Ю. САВКIНА

є такi T (k) (або S(k)), що T (k) − R∗ < ϕR∗ (або S(k) − R∗ < ϕR∗), то
навколо кожної точки τ∗k (або τk) будуємо iнтервали так само, як навколо
точки τ̂∗ побудували iнтервал (τ (1), τ (2)). У результатi отримаємо множину
D.

Приклад. Нехай

i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
τi 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
yi 0.11 0.19 0.42 0.63 0.83 1.04

Знайдемо за наведеним в роботi [2] алгоритмом оцiнку МНК точки пе-
реходу τ∗. Маємо

T (1) = ∞, T (2) = 0.00375, T (3) = 0.00942,

S(1) = 0.00027, S(2) = 0.00402, S(3) = 0.0057, S(4) = 0.00648;
R∗ = S(1), τ̂∗ = τ1 = 0.2.

Знайдемо тепер iнтервал (τ (1), τ (2)) iз заданим рiвнем значущостi α = 0.05
для τ̂∗. Маємо

n = 5; F0.05(1, 2) = 18.5128; ϕR∗ = 0.0025;
R(τk)−R∗ ≤ ϕR∗, k = 2, 3, 4; R(τ∗k )−R∗ ≤ ϕR∗, k = 1, 2, 3.

Таким чином, τ (1) = 0, τ (2) = 0.315, бо R(0.315)−R∗ = ϕR∗.

Висновки
В роботi побудовано алгоритм знаходження довiрчих меж iз заданим рiв-

нем значущостi для точки переходу в моделi нелiнiйної сплайнової регресiї
та наведено приклад застосування цього алгоритму.
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