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Резюме. Запропонована теорiя змiшаних емпiричних випадко-
вих упорядкованих маркованих точкових процесiв (УМТП) з не-
залежним маркуванням. На основi теорiї УМТП дослiджена ма-
тематична модель змiшаного емпiричного пуассонiвського випад-
кового процеса сферичних сегментiв.

Вступ
За останнє десятирiччя значно зросла зацiкавленiсть до розвитку теорiї i

статистичних методiв випадкових точкових процесiв (ТП) i маркованих то-
чкових процесiв (МТП) як дiєвого апарату дослiдження багатьох проблем
сферичної стохастичної геометрiї [1], стереологоiї [2], математичної морфо-
логiї [3], бiологiї, екологiї, космологiї, економiки. Досить непомiтне мiсце в
теорiї ТП займають змiшанi емпiричнi процеси, породженi незалежними i
однаково розподiленими випадковими елементами (випадковими величина-
ми) x1, x2, ..., xN вимiрного простору (X, AX). В змiшаних емпiричних то-
чкових процесах вважається, що число елементiв N є невiд’ємна випадкова
величина, що набуває цiлих значень i незалежна вiд випадкових елементiв
x1, x2, ..., xN . Якщо ж число елементiв N є фiксованою величиною: N = n,
то незалежнi i однаково розподiленi випадковi елементи x1, x2, ..., xn утво-
рюють емпiричний (n-вибiрковий) точковий процес на вимiрному просторi
(X, AX) [4]. Термiни емпiричний точковий процес i змiшаний емпiричний
точковий процес вперше введено в монографiї A. Karr [4]. Дослiдженню
емпiричних процесiв присвяченi роботи A. Karr [4], M. Csörqo, P. Revesz
[5], P. Gaenssler [6], P. Gaenssler, W. Stute [7], D. Pollard [8], R. Serfling [9].

На iснування емпiричних випадкових ТП i МТП вперше звернув увагу
Ю. I. Петунiн в 2000 р. Дослiдження властивостей змiшаних емпiричних ви-
падкових упорядкованих точкових процесiв (УТП) i маркованих точкових
процесiв (УМТП) розпочато в роботах [10, 11] сумiсно з Ю. I. Петунiним.
Цi дослiдження продовженi в роботах [12, 13, 14].

Дана стаття пов’язана з роботами [12, 13, 14]. Стаття має таку структуру.
В першому роздiлi надано означення основних тверджень теорiї випадко-
вих МТП. В другому роздiлi розглянуто основнi поняття теорiї змiшаних
емпiричних випадкових УМТП з незалежним маркуванням в компактних
метричних просторах. За допомогою апарата твiрних функцiй випадкових
лiчильних мiр побудовано рiзноманiтнi моментнi мiри УМТП, якi подано
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в третьому роздiлi. В останньому четвертому роздiлi на основi теорiї змi-
шаних емпiричних випадкових УМТП запропонована математична модель
змiшаного емпiричного пуассонiвського випадкового процеса сферичних се-
гментiв.

1. Основнi поняття теорiї випадкових маркованих точкових
процесiв

Надамо означення основних понять теорiї випадкових ТП i МТП [10, 15],
якi нам будуть потрiбнi надалi.

Означення 1. Вимiрний простiр (X,AX) з видiленою структурою обме-
жених множин (OM) BX називається обмеженим простором (ОП) i позна-
чається трiйкою символiв (X, AX , BX) [17].

У випадковому маркованому точковому процесi (МТП) кожна випадкова
подiя розглядається як упорядкована пара [x; k], що складається iз точки
положення x та її мiтки (марки) k. Точка x є елементом простору положень
X i вказує мiсце, де може вiдбутись подiя, а марка k є елементом простору
маркування K i визначає деякий кiлькiсний показник подiї (наприклад,
її величину, iнтенсивнiсть, швидкiсть, потужнiсть). Тому фазовий простiр
Y такого МТП є декартовим добутком просторiв X i K : Y = X × K,
де K — напiвупорядкована (частково упорядкована [18]) множина з видi-
леними σ-алгеброю вимiрних множин AK i структурою обмежених множин
BK .

Як завжди пiд σ-алгеброю в просторi Y будемо вважати декартовий
добуток AY = AX ⊗ AK σ-алгебр AX i AK . Введемо у вимiрному просторi
(Y,AY ) структуру обмежених множин BY = BX¯BK , вважаючи множину
BY ⊂ Y обмеженою тодi i тiльки тодi, коли iснують такi ОМ BX ∈ BX i
BK ∈ BK , що BY ⊆ BX × BK . Для BY виконуються також всi аксiоми
структури обмежених множин [17], так що (Y, AY , BY ) стає ОП.

Означення 2. МТП називається ймовiрнiсний простiр (E∗, X∗, P ∗) в ОП
(Y,AY ,BY ); при цьому E∗ = {E∗} клас всiх РМ E∗ = ([x1; k1], ..., [xn; kn], ...)
iз ОП (Y,AY , BY ), X∗ — мiнiмальна σ-алгебра пiдмножин простору E∗.
Означення 3. МТП (E∗, X∗, P ∗) називається простим в ОП (Y,AY , BY ),
якщо для майже всiх його траєкторiй E∗ = ([x1; k1], ..., [xn; kn], ...) викону-
ється умова: xi 6= xj (i 6= j), тобто ∀x ∈ X

P ∗{E∗ : N∗(E∗, {x} ×K) ≤ 1} = 1,

де N∗(E∗, BY ) = card[E∗⋂
BY ] — випадкова лiчильна мiра МТП

(BY ∈ Ey = AY
⋂

BY ).

Означення 4. Випадковий МТП (E∗, X∗, P ∗) називається строго простим
в ОП (Y, AY ,BY ), якщо для майже всiх його траєкторiй E∗ виконується
умова xi 6= xj i ki 6= kj (i 6= j), тобто ∀x ∈ X, k ∈ K

P ∗{E∗ : N∗(E∗, {x} ×K) ≤ 1} = 1,
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P ∗{E∗ : N∗(E∗, X × {k}) ≤ 1} = 1.

Означення 5. Випадковий МТП (E∗, X∗, P ∗) називається скiнченним в
ОП (Y, AY , BY ), якщо з ймовiрнiстю одиниця об’єм майже кожної трає-
кторiї E∗ процесу є скiнченним: P ∗{E∗ : card[E∗] = N∗(E∗, Y ) < ∞} = 1.

Означення 6. Процес (E∗,X∗, P ∗) називається скiнченним простим
упорядкованим МТП (УМТП) в ОП (Y = X × K, AY = AX ⊗ AK ,
BY = BX¯BK), якщо його проекцiя (E ,X, P ) = PrX (E∗, X∗, P ∗) на простiр
положень X є скiнченним простим УТП в ОП положень (X, AX , BX) [19].

Довiльна траєкторiя E∗ УМТП (E∗, X∗, P ∗) є скiнченною простою упо-
рядкованою РМ (вектором) iз фазового простору Y = X ×K :

E∗ = (y1, ..., yi, ..., yn) = ([x1; k1], ..., [xi; ki], ..., [xn; kn]),
де xi — точка положення, ki — марка випадкової подiї yi = [xi; ki].

2. Основнi поняття теорiї змiшаних емпiричних випадкових
упорядкованих маркованих точкових процесiв

Кожна траєкторiя E∗ скiнченного строго простого упорядкованого мар-
кованого точкового процесу (УМТП) D = (E∗, X∗, P ∗) в обмеженому про-
сторi (ОП) (Y = X × K, AY = AX ⊗ AK ,BY = BX ¯ BK) є розрiдженою
множиною (РМ) декартового добутку Y = X ×K [10]. Якщо X — компа-
ктний метричний простiр положень з мiрою ϑ, метрикою ρX(xi, xj) i при-
роднiм чином вибраними структурами вимiрних множин AX й обмежених
множин BX , а простiр марок K є вiдрiзком [a, b] ⊂ R1, то фазовий простiр
Y = X ×K можна зробити компактним метричним простором, якщо вiд-
стань мiж точками yi = [xi; ki], yj = [xj ; kj ](i 6= j) визначити за формулою
ρY ([xi; ki], [xj ; kj ]) = ρX(xi, xj) + |ki − kj |.

Розглянемо такий випадковий механiзм побудови УМТП. Введeмо три
випадковi величини: x = x(ω), k = k(ω), ν = ν(ω). Будемо вважати, що цi
випадковi величини задовoльняють умовам:

2.1. Випадковi величини x(ω), k(ω) та цiлочислова невiд’ємна випадкова
величина ν(ω) визначенi на основному ймовiрнiсному просторi (Ω,F,P).

2.2. Випадковi величини x(ω), k(ω) та ν(ω) набувають вiдповiдно зна-
чення iз вибiркових ймовiрнiсних просторiв (X,AX , Px), (K,AK , Pk) та
(Z+,AZ+ , Pν), де

Px(BX) = P{ω : x(ω) ∈ BX} = µ1(BX) (BX ∈ AX),

Pk(BK) = P{ω : k(ω) ∈ BK} = µ2(BK) (BK ∈ AK),

Pν(BZ+) = P{ω : ν(ω) ∈ BZ+} (BZ+ ∈ AZ+).
2.3. Розподiл Px(BX) випадкової величини x = x(ω) вважається абсолю-

тно неперервним вiдносно мiри ϑ у вимiрному просторi (X, AX).
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2.4. Розподiл Pk(BK) випадкової величини k = k(ω) вважається абсолю-
тно неперервним вiдносно мiри Лебега у вимiрному просторi (R1, AR1).

2.5. x(ω), k(ω) та ν(ω) — незалежнi в сукупностi випадковi величини.
На σ-алгебрi борелiвських множин AY = AX ⊗ AK фазового просто-

ру Y = X × K розглянемо добуток ймовiрнiсних мiр Py = Px ⊗ Pk. Тодi
(Y,AY , Py) можна вважати як вибiрковий ймовiрнiсний простiр двовимiр-
ної випадкової величини y(ω) = [x(ω); k(ω)] з ймовiрнiсною мiрою

Py(BY ) = Py(BX ×BK) = P{ω : [x(ω); k(ω)] ∈ BX ×BK} =

= P{ω : x(ω) ∈ BX , k(ω) ∈ BK} = P{ω; x(ω) ∈ BX}P{ω : k(ω) ∈ BK} =

= Px(BX)Pk(BK) = µ1(BX)µ2(BK) = µ(BX ×BK) = µ(BY ),

де BY = BX ×BK ∈ EY = AY ∩ BY .
Нехай G1 i G2 — два незалежних випадкових експерименти, яким вiд-

повiдають вибiрковi ймовiрнiснi простори (X, AX , Px) i (K, AK , Pk), тодi
G = (G1, G2) — ”складений” випадковий експеримент з вибiрковим ймо-
вiрнiсним простором (Y, AY , Py). Випадково (у вiдповiдностi з розподiлом
ймовiрностей Pν випадкової величини ν(ω)) вибирається число n ∈ Z+, а
потiм кожна траєкторiя E∗ = ([x1; k1], ..., [xi; ki], ..., [xn; kn]) об’єма n УМТП
утворюється в результатi n незалежних повторень одного й того ж випад-
кового ”складеного” експерименту G = (G1, G2), що полягає у простому
випадковому виборi без повернення маркованої пари yi = [xi; ki] (i = 1, n)
iз фазового простору Y = X × K : точки положення xi iз простору X
(експеримент G1) i марки ki iз простору K (експернимент G2).

Отже, траєкторiю E∗ можна розглядати як реалiзацiю у вибiрковому
вимiрному просторi (Y, AY ) послiдовностi

E∗ = E∗(ω) = (y1(ω), ..., yi(ω), ..., yν(ω)(ω)) =

= ([x1(ω); k1(ω)], ..., [xi(ω); ki(ω)], ..., [xν(ω)(ω); kν(ω)(ω)]),
де yi(ω) = [xi(ω); ki(ω)], випадкового об’єму ν(ω) незалежних i однаково
розподiлених з ймовiрнiсною мiрою Py випадкових елементiв (випадкових
двовимiрних величин), визначених на основному ймовiрнiсному просторi
(Ω,F,P).

Очевидно, випадкову величину ν(ω) можна подати таким чином:

ν(ω) = N∗ = N∗(E∗, Y ) = card[E∗⋂
Y ] =

∑

y∈E∗
IY (y),

де N∗(E∗, Y ) — випадкова величина, що визначає кiлькiсть точок множини
E∗ у просторi Y, IY (y) — характеристична функцiя простору Y.

Означення 7. Випадковий процес D = (E∗, X∗, P ∗) називатимемо строго
простим змiшаним емпiричним УМТП з незалежним маркуванням в ОП
(Y,AY ,BY ) [10, 11].
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Для заданого n (N∗ = n) i довiльної фiксованої обмеженої вимiрної мно-
жини BY = BX×BK(BX ∈ EX , BK ∈ AK) розглянемо випадкову емпiричну
лiчильну мiру УМТП

N∗(BY ) = N∗(E∗, BY ) = card[E∗⋂
BY ] =

n∑

i=1

IBY
([xi; ki]).

3. Моментнi мiри змiшаного емпiричного випадкового УМТП з
незалежним маркуванням

Побудуємо сумiсну твiрну функцiю випадкових лiчильних мiр {N∗(Bj
Y ),

j = 1, s}, де
s⋃

j=1
Bj

Y = Y (Bi
Y

⋂
Br

Y = ∅, 1 ≤ i, r ≤ s, i 6= r), використовуючи

обчислення iз [13, 14]:

ΠN∗(B1
Y ),...,N∗(Bs

Y )(z1, ..., zs) = ΠN∗(z1µ(B1
Y ) + ... + zsµ(Bs

Y )) =

= ΠN∗(z1µ1(B1
X)µ2(B1

K) + ... + zsµ1(Bs
X)µ2(Bs

K)), (1)

де ΠN∗(z) = M [zN∗
] — твiрна функцiя випадкової величини N∗.

Введемо позначення мiр УМТП D :
ν

(h)
D (Bj

Y ) = M [{N∗(Bj
Y )}h] — моментна мiра порядку h(h = 1, 2, ...);

ν
(h)
D (Bj1

Y × ...×Bjh
Y ) = M [N∗(Bj1

Y )...N∗(Bjh
Y )] — змiшана моментна мiра по-

рядку h(1 ≤ j1 < ... < jh ≤ s, h = 1, s);
α

(h)
D (Bj

Y ) = M [N∗(Bj
Y )(N∗(Bj

Y ) − 1)...(N∗(Bj
Y ) − h + 1)] — факторiальна

моментна мiра порядку h;
ν

(2)
D (Bj1

Y × Bj2
Y ) = M [N∗(Bj1

Y )N∗(Bj2
Y )] — змiшана моментна мiра другого

порядку (1 ≤ j1, j2 ≤ s, j1 6= j2);
D(N∗(Bj

Y )) = ν
(2)
D (Bj

Y )− {ν(1)
D (Bj

Y )}2 — дисперсiя лiчильної мiри N∗(Bj
Y );

cov[N∗(Bj1
Y ), N∗(Bj2

Y )] = ν
(2)
D (Bj1

Y ×Bj2
Y )− ν

(1)
D (Bj1

Y )ν(1)
D (Bj2

Y ) — коварiацiйна
мiра залежностi мiж лiчильними мiрами N∗(Bj1

Y ) i N∗(Bj2
Y ).

Проводячи обчислення, подiбнi до обчислень iз [13, 14] одержимо:

ν
(h)
D (Bj1

Y × ...×Bjh
Y ) = µ(Bj1

Y )...µ(Bjh
Y )Π(h)

N∗(1), (2)

α
(h)
D (Bj

Y ) = µh(Bj
Y )Π(h)

N∗(1), ν
(1)
D (Bj

Y ) = µ(Bj
Y )Π′N∗(1), (3)

ν
(2)
D (Bj

Y ) = µ2(Bj
Y )Π′′N∗(1) + µ(Bj

Y )Π′N∗(1), (4)

ν
(2)
D (Bj1

Y ×Bj2
Y ) = µ(Bj1

Y )µ(Bj2
Y )Π′′N∗(1), (5)

D(N∗(Bj
Y )) = µ2(Bj

Y )[Π′′N∗(1)− {Π′N∗(1)}2] + µ(Bj
Y )Π′N∗(1). (6)
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4. Випадковий процес сферичних сегментiв

Як вiдомо, двомiрна евклiдова сфера

S̃2 = S2 \ {x(0, 0, 1), x(0, 0,−1)} = {x(ϕ, θ) : (ϕ, θ) ∈M}
одиничного радiусa з виколотими точками x(0, 0, 1) i x(0, 0,−1), де (ϕ, θ)
— сферичнi координати, ∆ = {(ϕ, θ) : 0 ≤ ϕ < 2π,−π�2 < θ < π�2}, є
передкомпактним метричним простором [20], якщо вiддаль r

S̃2(x1, x2) мiж
двома довiльними неантиполярними точками x1, x2 ∈ S̃2 визначити таким
чином: r

S̃2(x1, x2) = |(x1x2)| ((x1x2) — найменша дуга великого кола сфери
S̃2, що проходить через точки x1 i x2) [21]. Сферу S̃2 разом з σ-алгеброю A

S̃2

її борелiвських множин можна надiлити структурою обмеженого простору
(ОП) (S̃2, A

S̃2 , BS̃2) [16, 17].
Нехай (K, AK ,BK) — обмежений простiр, де K = [0, A] — iнтервал i A

значно менше π(A << π).
На сферi S̃2 розглянемо скiнченний упорядкований випадковий процес

сегментiв (ВПС) A [12], кожна траєкторiя EA якого вважається упорядко-
ваною множиною, що мiстить n замкнутих напiвсферичних сегментiв:

EA = (Q1(u1(ϕ1, θ1), a1), ..., Qi(ui(ϕi, θi), ai), ..., Qn(un(ϕn, θn), an)),

що розмiщенi випадковим чином на S̃2, де ui(ϕi, θi) — центри сегментiв,
(ϕi, θi) — їх сферичнi координати, ai — кутовi дiаметри сегментiв
(ai ∈ K), n — число сегментiв траєкторiї EA, причому для всiх i, j
(i 6= j; i, j = 1, n) виконуються умови (ϕi, θi) 6= (ϕj , θj) та ai 6= aj .

Оскiльки довiльний сегмент Qi(ui(ϕi, θi), ai) на сферi S̃2 взаємно одно-
значно визначається сукупнiстю параметрiв (точкою) [ϕi, θi; ai] простору
Z = ∆×K, то кожнiй траєкторiї EA ВПС A вiдповiдає упорядкована стро-
го проста розрiджена множина параметрiв

E∗
D = (z1, ..., zi, ..., zn) = ([ϕ1, θ1; a1], ..., [ϕi, θi; ai], ..., [ϕn, θn; an])

в просторi Z, де zi = [ϕi, θi; ai], (ϕi, θi) = δi — точки положення, ai — їх мар-
ки. Таким чином, ВПС A на сферi S̃2 вiдповiдає скiнченний строго простий
випадковий упорядкований МТП (УМТП) параметрiв D = (E∗D,X∗D, P ∗

D, ) з
траєкторiями E∗

D в ОП (Z,AZ , BZ).
Будемо вважати, що кожна траєкторiя E∗

D процеса D одержана в ре-
зультатi дiї такого ймовiрнiсного механiзму. Введемо чотири випадковi ве-
личини: δ = δ(ω) = (ϕ(ω), θ(ω)), a = a(ω) i ν = ν(ω), що задовольняють
умовам:

1) неперервнi випадковi величини ϕ(ω), θ(ω), a(ω) i цiлочислова не-
вiд’ємна випадкова величина ν(ω) визначенi на основному ймовiрнiсному
просторi (Ω, F,P);

2) випадковi величини δ(ω), a(ω) i ν(ω) приймають вiдповiдно значення
iз вибiркових ймовiрнiсних просторiв (∆,A∆, Pδ), (K, AK , Pa) i (Z+, AZ+ , Pν),
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де ймовiрнiснi мiри мають вигляд:

Pδ(B∆) = P{ω : δ(ω) ∈ B∆} = µ1(B∆)(B∆ ∈ A∆),

Pa(BK) = P{ω : a(ω) ∈ BK} = µ2(BK)(BK ∈ AK),

Pν(BZ+) = P{ω : ν(ω) ∈ BZ+} (BZ+ ∈ AZ+)
i розподiли Pδ i Pa розглядаються вiдповiдно як абсолютно неперервнi вiд-
носно мiри Лебега в просторах (∆,A∆) i (K,AK) iз щiльностями ймовiрно-
стей f1(ϕ, θ) i f2(a);

3) ϕ(ω), θ(ω), a(ω) i ν(ω) — незалежнi в сукупностi випадковi величини.
На σ-алгебрi борелiвських множин AZ = A∆⊗AK введемо добуток ймо-

вiрнiсних мiр PZ = Pδ ⊗ Pa. Тодi (Z, AZ , Pz) будемо вважати вибiрковим
ймовiрнiсним простором випадкової величини z(ω) = [δ(ω); a(ω)] з ймовiр-
нiсною мiрою

Pz(B∆ ×BK) = P{ω : [δ(ω); a(ω)] ∈ B∆ ×BK} =

= P{ω : δ(ω) ∈ B∆, a(ω) ∈ BK} = P{ω : δ(ω) ∈ B∆}P{ω : a(ω) ∈ BK} =

= µ1(B∆)µ2(BK) = µ(B∆ ×BK) (B∆ ×BK ∈ AZ).
Позначимо через G1 i G2 — незалежнi випадковi експерименти, що по-

роджують вибiрковi ймовiрнiснi простори (∆,A∆, Pδ) i (K,AK , Pa); тодi
G = (G1, G2) — ”складений” випадковий експеримент з вибiрковим ймо-
вiрнiсним простором (Z, AZ , Pz). Використовуючи процедуру, описану в
роздiлi 2, будуємо траєкторiю E∗

D у виглядi вибiрки: E∗
D = ([δ1; a1], ...,

[δi; ai], ..., [δn; an]) (δi 6= δj , ai 6= aj , i 6= j) скiнченного об’єму n, що одер-
жана простим випадковим вибором без повернення iз генеральної сукупно-
стi Z = ∆ × K значень випадкової величини z(ω) = [δ(ω); a(ω)], що має
сумiсний розподiл Pz = Pδ ⊗ Pa.

Означення 8. Випадковий процес (E∗D,X∗D, P ∗
D) будемо називати скiнчен-

ним строго простим змiшаним емпiричним УМТП параметрiв з незале-
жним маркуванням в ОП (Z,AZ , BZ).

Теорема 1. [14]. Якщо:
1)випадкова величина ν = ν(ω) розподiлена по закону Пуассона з пара-

метром λ;
2)випадкова величина ν незалежна вiд випадкових величин

{[δi(ω); ai(ω)] : i = 1, ν(ω)};
3) N∗(E∗

D, BZ) =
∑ν

i=1 IBZ
([δi; ai]) — випадкова лiчильна мiра УМТП

D(BZ ∈ AZ);
4) {Bj

Z = Bj
∆ × Bj

K : Bj
∆ ∈ A∆, Bj

K ∈ AK , j = 1, s, s ≥ 2} — довiльна
скiнченна послiдовнiсть обмежених вимiрних множин простору Z, що
попарно не перетинаються, то:
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а) мiра N∗(E∗
D, Bj

Z) (j = 1, s) розподiлена по закону Пуассона P(λµ(Bj
Z))

з параметричною мiрою λµ(Bj
Z) :

P ∗
D{E∗

D : N∗(E∗
D, Bj

Z) = kj} =
[λµ(Bj

Z)]kj

kj !
exp(−λµ(Bj

Z)),

де µ(Bj
Z) = Pz(B

j
Z), kj = 0, 1, 2, ...;

б) мiри {N∗(E∗
D, Bj

Z), j = 1, s} — незалежнi в сукупностi випадковi
величини:

P ∗
D{E∗

D : N∗(E∗
D, Bj

Z), j = 1, s} =
s∏

j=1

P ∗
D{E∗

D : N∗(E∗
D, Bj

Z) = kj}.

Наслiдок 1. Процес параметрiв D = (E∗D,X∗D, P ∗
D) є змiшаний емпiричний

скiнченний строго простий випадковий УМТП з незалежним маркуван-
ням в ОП (Z,AZ , BZ) розподiлений по закону Пуассона P(λµ(BZ)).

Означення 9. ВПС A, якому вiдповiдає змiшаний емпiричний УМТП па-
раметрiв D, розподiлений по закону Пуассона P(λµ(BZ)), будемо називати
змiшаним емпiричним пуассонiвським випадковим процесом сферичних се-
гментiв.

Оскiльки твiрна функцiя ΠN∗(z) випадкової величини N∗ = ν(ω) має
похiдну Π′N∗(1) = λ [13], то iз формули (3) одержуємо моментну мiру
ν

(1)
D (BZ) = M [N∗(E∗

D, BZ)] першого порядку ВПС A.

Теорема 2. [12]. Якщо D = (E∗D,X∗D, P ∗
D) — змiшаний емпiричний випад-

ковий УМТП параметрiв з незалежним маркуванням, розподiлений по
закону Пуассона P(λµ(BZ)), то для довiльної вимiрної множини BZ ∈ AZ

його моментна мiра ν
(1)
D (BZ) має вигляд:

ν
(1)
D (BZ) =

∫ ∫

BZ

∫
λf1(ϕ, θ)f2(a)dϕdθda.

Зауваження 1. Використовуючи твiрну функцiю (1) i результати (2)–(6)
можна також одержати iншi моментнi мiри УМТП параметрiв D i вiдпо-
вiдно моментнi мiри пуассонiвського процеса сферичних сегментiв A.

Висновки

У роботi запропоновано удосконалена модель змiшаного емпiричного ви-
падкового упорядкованого маркованого точкового процеса (УМТП) в ком-
пактних метричних просторах. Дослiдженi моментнi мiри УМТП, вико-
ристовуючи апарат твiрних функцiй випадкових лiчильних мiр. Ефектив-
нiсть теорiї УМТП продемонстрована при побудовi математичної моделi
змiшаного емпiричного пуассонiвського випадкового процеса сферичних
сегментiв. Отриманi результати становлять iнтерес для спецiалiстiв з про-
блем стохастичної геометрiї, стереологiї, математичної морфологiї.
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Revesz. — New York: Academic Press, 1981.

6. Gaenssler P. Empirical Processes: On Some Basic Results from the Probabilistic
Point of View / P. Gaenssler. — Hayward, CA: ”Institute of Mathematical Stati-
stics”, 1984.

7. Gaenssler P. On uniform convergence of measures with application to uniform
convergence of empirical distribution / P. Gaenssler, W. Stute // Lect. Notes
Math. — 1976. — V. 566. — P. 45– 56.

8. Pollard D. Convergence of Stochastic Processes / D. Pollard. — New York:
Springer-Verlag, 1984.

9. Serfling R. Approximation Theorems of Mathematical Statistics / R. Serfling. —
New York: Wiley, 1980.

10. Петунiн Ю. I. Змiшанi емпiричнi випадковi точковi процеси в компактних
метричних просторах. 1 /Ю. I. Петунiн, М. Г. Семейко // Теорiя ймовiрностей
та математична статистика. — 2006. — 74 — C. 98–107.

11. Петунiн Ю. I. Змiшанi емпiричнi випадковi точковi процеси в компактних
метричних просторах. 2 /Ю. I. Петунiн, М. Г. Семейко // Теорiя ймовiрностей
та математична статистика. — 2006. — 75 — C. 121–126.

12. Семейко Н. Г. Смешанный эмпирический пуассоновский случайный процесс
сферических сегментов / Н. Г. Семейко // Кибернетика и системный анализ.
— 2011. — №5. — C. 119–130.

13. Семейко М. Г. Моментнi мiри змiшаних емпiричних випадкових точкових про-
цесiв i маркованих точкових процесiв в компактних метричних просторах. 1
/ М. Г. Семейко // Теорiя ймовiрностей та математична статистика. — 2013.
— 88.

14. Семейко М. Г. Моментнi мiри змiшаних емпiричних випадкових точкових про-
цесiв i маркованих точкових процесiв в компактних метричних просторах. 2
/ М. Г. Семейко // Теорiя ймовiрностей та математична статистика. — 2014.
— 90.

15. Moyal J. E. The general theory of stochastic population processes / J. E. Moyal
// Acta Math. — 1962. — 108, №1. — P. 1–31.

16. Керстан Й. Безгранично делимые точечные процессы / Й. Керстан, К. Мат-
тес, Й. Мекке. — Москва: Наука, 1982. — 391 с.

17. Ripley B. D. Locally finite random sets: foundation for point process theory /
B. D. Ripley // Ann. Probab. — 1976. — 4, №6. — P. 983–994.

18. Биркгоф Г. Теория структур / Г. Биркгоф. — Москва: Изд. иностр. лит., 1952.
— 407 с.

98



М. Г. СЕМЕЙКО

19. Петутин Ю. И. Случайный процесс сегментов на двумерной eвклидовой сфе-
ре. I / Ю. И. Петутин, Н. Г. Семейко // Теория вероятностей и математична
статистика. — 1988. — 39. — C. 107–113.

20. Бурбаки Н. Общая топология / Н. Бурбаки. — Москва: Физматгиз, 1958. —
324 с.

21. Miles R. E. Random points, set and tessellations on the surface of a sphere /
R. E. Miles // Sankhya. Ser. A. — 1971. — 33, №2. — Р. 145–174.

Кафедра вищої математики, факультет управлiння персоналом
та маркетингу, Київський Нацiональний економiчний унiверси-
тет iм. Вадима Гетьмана, проспект Перемоги, 54/1, Київ 03680,
Україна

Надiйшла 15.11.12

99




