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ЕФЕКТИВНИЙ АЛГОРИТМ ОБЧИСЛЕННЯ
P -СТАТИСТИКИ

I. П. Сiренко, Д. А. Клюшин

Резюме. Ю. I. Петунiн зробив значний внесок до статистичного
розпiзнавання образiв. Один iз iнструментiв, якi були ним вина-
йденi для розв’язання багатьох задач, є p-статистика. В статтi
пропонується новий ефективний спосiб її обчислення.

Вступ
Вперше p-статистику як мiру близькостi мiж двома вибiрками Ю. I. Пе-

тунiн запропонував у 1984 роцi в статтi [1], що була присвячена розв’язанню
задачi розпiзнавання раку шлунку. Ця статистика виявила добрi практичнi
властивостi, але довгий час не мала теоретичного пiдгрунтя. Її теоретичнi
властивостi (рiвень значущостi, межа чутливостi, довiрчий iнтервал) були
дослiдженi в 2003 роцi в статтi [2]. Втiм, обчислення p-статистики для двох
вибiрок розмiру n має складнiсть O

(
n3

)
. Для вибiрок великого розмiру

ця проблема може стати важливою, тому спроби оптимiзувати обчислення
досi є актуальними.

1. P -статистика — мiра близькостi мiж вибiрками

Нехай x=(x1, . . . , xn)∈G1 та y=(y1, . . . , ym)∈G2, x(1)≤ · · ·≤x(n),
y(1)≤ · · ·≤y(m) — порядковi статистики, де генеральнi сукупностi G1 та G2

мають абсолютно неперервнi функцiї розподiлу F1(u) та F2(u) вiдповiдно.
Позначимо через A

(k,n)
ij , k = 1, 2, ..., n, випадкову подiю

A
(k,n)
ij =

{
yk ∈

(
x(i), x(j)

)}
, i = 1, . . . , n− 1, j = 2, . . . , n, k = 1, . . . ,m.

Якщо функцiї розподiлу F1(u) та F2(u) є однаковими, то ймовiрнiсть

p
(n)
ij = P (A(k,n)

ij ) = P
(
yk ∈

(
x(i), x(j)

))
= (j − i)/(n + 1). (1)

Покладемо

p
(n,1)
ij =

h
(n)
ij m + g2

2 − g
√

h
(n)
ij (1− h

(n)
ij )m + g2

4

m + g2
, (2)

p
(n,1)
ij =

h
(n)
ij m + g2

2 + g
√

h
(n)
ij (1− h

(n)
ij )m + g2

4

m + g2
, (3)

де h
(n)
ij — частота появи подiї A(k,n)

ij в m випробуваннях, а g – корiнь рiвнян-
ня Φ(g) = 1−2β. Тут Φ(u) — функцiя нормованого нормального розподiлу,
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β — рiвень значущостi. Якщо n мале, то у вiдповiдностi з правилом ”3σ”
g = 3.

Позначимо через N = n (n− 1) /2 кiлькiсть всiх довiрчих iнтервалiв
I

(n)
ij =

(
p
(n,1)
ij , p

(n,2)
ij

)
, L — кiлькiсть подiй B

(n)
ij =

{
p
(n)
ij ∈ I

(n)
ij

}
.

Покладемо

h(N) = ρ (x, y) =
L

N
. (4)

Статистика h(N) є мiрою близькостi ρ (x, y) мiж вибiрками x та y, вона
має назву p-статистика.

2. Iдея алгоритму обчислення p-статистики для двох вибiрок

Алгоритм обчислення p-статистики для двох вибiрок досить очевидний.
Органiзовуються два вкладених цикла, в яких перебираються iнтервали
I

(n)
ij i перевiряються умови p

(n)
ij ∈ I

(n)
ij . Проте для обчислення меж iнтерва-

лiв I
(n)
ij необхiдно мати значення h

(n)
ij . Обчислення цього значення напряму

вимагає ще одного цикла для перебору вибiрки y. Обчислювальна скла-
днiсть такого алгоритму буде O(n2 ×m).

Подiя {yk ∈ x(i), x(j)} еквiвалентна виконанню умови {x(i) < y(k) ≤ x(j)}.
Отже, кiлькость елементiв вибiрки y(k), що задовольняють цю умову, до-
рiвнює h

(n)
ij .

Вiдштовхуючись вiд iдеї, яка закладена у формулювання критерiю Вiл-
сона [4], та враховуючи упорядкованiсть вибiрок x та y за зростанням,
обчислимо новий масив

zi = max
k=1,m

(k : y(k) ≤ x(i)), i = 1, . . . , n,

тобто zi — це число елементiв вибiрки y, що не бiльшi i-того елемента
вибiрки x. Тодi

h
(n)
ij = (zj − zi)/m. (5)

Отже, якщо вирахувати значення масиву zi наперед, можна зекономити
на обчисленнях — ми фактично виносимо обчислення h

(n)
ij з-пiд вкладених

циклiв. Тому обчислювальна складнiсть алгоритму стане O(n2 + m).
Крiм того, необхiдно вiдмiтити, що в загальному випадку p-статистика

не є симетричною, тобто p(x, y) 6= p(y, x). Тому у випадку, коли потрiбна
мiра близькостi з властивостями вiдстанi, необхiдно використовувати си-
метричний варiант p-статистики

p′(x, y) = (p(x, y) + p(y, x))/2.

3. Асимптотичний рiвень значущостi довiрчого iнтервалу для
p-статистики

Теорема 1. Якщо x = (x1, ..., xn) ∈ G1 i y = (y1, ..., yn) ∈ G2 та
F1(u) 6= F2(u), то асимптотичний рiвень значущостi iнтервалу
I(n) =

(
p(1), p(2)

)
при g = 3 не перевищує 0,05.
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Доведення. Враховуючи результати роботи [2], розглянемо довiрчi iнтер-
вали

I
(n)
ij =

(
p
(1)
ij , p

(2)
ij

)
, i < j,

що побудованi за частотою h
(n)
ij для випадкової подiї

{
yk ∈

(
x(i), x(j)

)}
за

допомогою правила 3σ. Оскiльки FG1(u) 6= FG2(u), ймовiрнiсть P
(
B

(n)
ij

)

випадкової подiї B
(n)
ij =

{
p
(n)
ij = j−i

n+1 ∈ I
(n)
ij

}
може залежати вiд iндексiв i

та j. Введемо випадковi величини

δ
(n)
ij =

{
1, якщо p

(n)
ij ∈ Iij ,

0, якщо p
(n)
ij /∈ Iij ,

z(n) =
1
N

∑

i<j

δ
(n)
ij = h

(n)
, N =

n (n− 1)
2

.

Тодi

p(n) = E
(
z(n)

)
=

1
N

∑

i<j

p
(
B

(n)
ij

)
. (6)

Пронумеруємо випадковi величини δ
(n)
ij довiльним чином i позначимо

отриману множину як X = (X1, X2, ..., XN ), а сумiсну функцiю розподiлу
елементiв вибiрки X — як F (u1, u2, ..., uN ). Виберемо елементи з множини
X без повертання. Багатовимiрна випадкова величина γ(N) = (γ1, γ2, ..., γN ),
яка отримана таким чином, називається iндукованою вибiркою, отриманою
за урновою моделлю. Як показано в роботi [3], функцiя сумiсного розподiлу
Fγ(N) (u1, u2, ..., uN ) iндукованої вибiрки γ(N) має вигляд

Fγ(N) (u1, u2, ..., uN ) =
1

N !

∑

(i1,i2,...,iN )

F (ui1 , ui2 , ..., uiN ),

де GN — група перестановок чисел (1, 2, ..., N). Ця функцiя є перестаново-
чною, отже елементи γk, k = 1, 2, ..., N , iндукованої вибiрки є симетрично
залежними випадковими величинами з маргiнальною функцiєю розподiлу

Fγk
(u) = 1

N [F1 (u) + ... + FN (u)] .

Звiдки випливає, що маргiнальнi функциї розподiлу Fγk
(u) є однаковими

i мають вигляд

Fγk
(u) =





0, якщо u ≤ 0,

q(n) = 1− p(n), якщо 0 < u < 1,

p(n), якщо u ≥ 1,

де p(n) = E (z) визначається за формулою (6). Позначимо як B випадкову
подiю, що полягає у тому, що ймовiрнiсть p

(n)
ij = j−1

n+1 належить довiрчому

iнтервалу I
(n)
ij при випадковому виборi цього iнтервала. Очевидно, що подiя

B вiдбувається тодi i лише тодi, коли δ
(n)
ij = γl = 1, k = 1, 2, ..., N , тому

iндуковану вибiрку γ(N) можна iнтерпретувати як схему випробувань. В
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результатi подiя B може вiдбутися з iмовiрнiстю p (B) = p(n). Легко бачити,
що частота hB цiєї подiї збiгається з h1 = ρ (x, y), тому [2]

h1 =
1
N

N∑

k=1

γk, E (h1) =
1
N

N∑

k=1

E (γk) = p(n),

D (h1) =
1

N2




N∑

k=1

D (γk) +
∑

k 6=s

K (γk, γs)


 .

Тодi

D (h1) ≤ 2
h1 (1− h1)

N
.

Аналогiчно, для h2 = ρ (y, x), мають мiсце рiвностi

h2 =
1
N

N∑

k=1

δk, E (h2) =
1
N

N∑

k=1

E (δk) = p(n),

D (h2) =
1

N2




N∑

k=1

D (δk) +
∑

k 6=s

K (δk, δs)


 .

Тодi

D (h2) ≤ 2
h2 (1− h2)

N
,

де δk — елементи iндукованої вибiрки, отриманої аналогiчно елементам γk,
коли вибiрки x i y при обчисленнi p-статистики мiняються мiсцями. Звiдси
випливає, що для h = 1

2 (ρ (x, y) + ρ (y, x)) має мiсце

lim
N→∞

D (h) = 0.

Це означає, що асимптотичний рiвень значущостi iнтервалу I(n) =
(
p(1), p(2)

)
при g = 3 не перевищує 0,05. ¤

4. Алгоритм обчислення p-статистики

На вхiд алгоритму подається два масиви x[i], i = 0, n− 1 та y[j],
j = 0, m− 1. Загальна схема алгоритму обчислення p-статистики така:

1. Упорядковуємо за зростанням масиви x та y методом QuickSort [5],
що має складнiсть O (n ln n).

2. Обчислюємо значення елементiв масиву z[i], i = 0, n− 1 за алгорит-
мом, який подаємо як фрагмент програми на Pascal:
begin
i1:=0; j1:=0; z[0]:=0;
repeat
if x[i1]>=y[j1] then
begin
z[i1]:=z[i1]+1; j1:=j1+1;

end
else
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begin
i1:=i1+1;
if i1<=(n-1) then z[i1]:=z[i1-1];

end;
until (j1>(m-1)) or (i1>(n-1));
if i1<(n-1) then for i:=i1+1 to n-1 do z[i]:=z[i-1];

end;
3. Покладемо L = 0. У двох вкладених циклах по i = 0, n− 2 та

j = i + 1, n− 1 обчислюємо:
– h

(n)
ij за формулою (5);

– межi кожного довiрчого iнтервалу I
(n)
ij за формулами (2)–(3) ;

– виконуємо L = L + 1 за виконання умови
{

p
(n)
ij ∈ I

(n)
ij

}
.

4. Обчислюємо p-статистику формулою (4).

5. Висновки

Запропонований алгоритм обчислення p-статистики має складнiсть O
(
n2

)
.

Його практичне використання продемонстриване в роботi [6].
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