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Резюме. В статтi описуються результати, отриманi науковою
школою Ю. I. Петунiна в галузi статистичного розпiзнавання
образiв: нерiвнiсть Височанського-Петунiна, р-статистика, кри-
терiї перевiрки гiпотези про рiвнiсть розподiлiв, критерiї пере-
вiрки гiпотези про рiвнiсть невiдомих ймовiрностей, критерiї унi-
модальностi вибiрки.

1. Правило трьох сiгм

Непараметричнi критерiї для перевiрки гiпотези про рiвнiсть розподiлiв
в статистичному розпiзнаваннi образiв базуються на використаннi довiр-
чого iнтервалу (a, b), що мiстить значення x генеральної сукупностi G iз
гарантованою ймовiрнiстю, тобто ймовiрнiстю, що перевищує заданий до-
вiрчий рiвень. Зокрема, в медичних та бiологiчних дослiдженнях вважає-
ться стандартним довiрчий рiвень, що дорiвнює 0,95:

p (x ∈ (a, b)) ≥ 0, 95.

Нерiвнiсть Чебишова-Б’єнаме стверджує, що для довiльної випадкової ве-
личини x має мiсце спiввiдношення

p (|x−m (x)| ≥ λ) ≤ σ (x)
λ2

,

де m (x) — математичне сподiвання випадкової величини x, σ2 (x) — її
дисперсiя i λ > 0. З iншого боку нерiвнiсть Гаусса оцiнює вiдхилення ви-
падкової величини вiд моди: p (|x−M (x)| ≥ kτ) ≤ 4

9k2 , де τ2 = σ (x) +
+ (m(x)−M (x))2 > 0 — другий момент розподiлу F (x) вiдносно моди
M . За допомогою цiєї нерiвностi було отримано строге доведення правила
трьох сiгм для випадкових величин iз унiмодальним розподiлом.

Теорема 1. (Нерiвнiсть Височанського-Петунiна [1], 1979). При всiх k > 0
для довiльної випадкової величини x, що має унiмодальний розподiл i скiн-
ченну дисперсiю σ2 (x) > 0, має мiсце нерiвнiсть

p (|x−m(x)| ≥ kσ (x)) ≤ max
{

4
9k2

,
4− k2

3k2

}
.
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Наслiдок 1. Для довiльної випадкової величини x iз унiмодальним роз-
подiлом i скiнченною дисперсiєю σ2(x) > 0 при всiх k ≥

√
8
3 виконується

нерiвнiсть

p (|x−m(x)| ≥ kσ(x)) ≤ 4
9k2

.

Зокрема, для k = 3 маємо p (|x−m(x)| ≥ 3σ(x)) ≤ 4
81 ≈ 0, 049.

Iз нерiвностi Височанського-Петунiна випливає, що за довiрчий iнтервал,
що мiстить основну розподiлену масу значень генеральної сукупностi G,
можна взяти iнтервал (m (x)− 3σ (x) ,m (x) + 3σ (x)) .

Iнтервали такого типу використовуються для побудови непараметри-
чних статистичних критерiїв для перевiрки гiпотез про рiвнiсть розподi-
лiв. Цi критерiї повиннi мати якомога бiльшу потужнiсть, отже, iнтервали
мають бути якнайкоротшими. Числа a, b довiрчого iнтервалу (a, b) назива-
ються вiдповiдно нижньою та верхньою довiрчою межею для основної роз-
подiленої маси значень генеральної сукупностi G, а величина p (x /∈ (a, b))
— рiвнем значущостi iнтервалу (a, b). Легко бачити, що рiвень значущостi
iнтервалу, побудованого за правилом трьох сiгм, не перевищує 0,05.

Оскiльки в статистичних дослiдженнях i розпiзнаваннi образiв матема-
тичне сподiвання m (x) i дисперсiя σ (x) оцiнюються за вибiркою x1, x2,
. . ., xn з генеральної сукупностi G, одержаної шляхом простого випадково-

го вибору, в обчисленнях використовуються їх оцiнки m ≈ x̄ = 1
n

n∑
k=1

xk та

σ2(x) ≈ s2 = 1
n−1

n∑
k=1

(xk − x̄)2. Тому довiрчий iнтервал Ī, побудований за

"правилом 3s"має вигляд Ī = (x̄− 3s, x̄ + 3s) .

2. Гiпотеза Хiлла

В 1968 роцi американський статистик B.M.Hill сформулював твердження
(Hill’s assumption A(n)) [2], згiдно з яким, якщо для одержання вибiрки
(x1, x2, . . . , xn) ∈ G використовується випадковий вибiр, такий що вибiрковi
значення x1, x2, . . . , xn є симетрично залежними випадковими величинами
з однаковим абсолютно неперервним розподiлом, то

P
(
xn+1 ∈

(
x(i), x(j)

))
=

j − i

n + 1
,

де xn+1 — наступне вибiркове значення, а x(i), x(j) – порядковi статистики.
Це твердження було доведено в роботах Ю. I. Петунiна та його учнiв: для
випадку незалежних однаково розподiлених випадкових величин iз непе-
рервним розподiлом — в 1982 роцi [3], а для симетрично залежних випад-
кових величин — в 2003 роцi [4].
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3. Мiра близькостi мiж вибiрками

В 1984 роцi Ю. I. Петунiн увiв у розгляд р-статистику — мiру близькостi
мiж вибiрками x = (x1, x2, ..., xn) ∈ G i y = (y1, y2, ..., ym) ∈ H, що не зале-
жить вiд їхнього розподiлу [5]. Ця статистика обчислюється так. Припусти-
мо, що FG (x) ≡ FH (x) i побудуємо варiацiйний ряд x(1) ≤ ... ≤ x(n) . Позна-
чимо як Aij подiю, що полягає у тому, що вибiркове значення yk потрапляє
мiж порядковими статистиками x(i) i x(j): A

(k)
ij =

{
xk ∈

(
x(i), x(j)

)}
. За гi-

потезою Хiлла

P (A(k)
ij ) = P

(
xk ∈ (x(i), x(j))

)
= p

(n)
ij =

j − i

n + 1
.

Побудувавши довiрчий iнтервал для невiдомої ймовiрностi подiї Aij за
формулами Вiльсона

p
(1)
ij =

h
(n,m)
ij m + g2

/
2− g

√
h

(n,m)
ij (1− h

(n,m)
ij )m + g2

/
4

m + g2
,

p
(2)
ij =

h
(n,m)
ij m + g2

/
2 + g

√
h

(n,m)
ij (1− h

(n,m)
ij )m + g2

/
4

m + g2
,

де h
(n,m)
ij — частота появи подiї A

(n)
ij в m випробуваннях, отримуємо до-

вiрчий iнтервал Iij =
(
p
(1)
ij , p

(2)
ij

)
iз рiвнем, що визначається параметром g.

Зокрема, при g = 3 рiвень значущостi цього iнтервалу не перевищує 0,05.
Обчислимо N = n(n− 1)/2, де L — кiлькiсть iнтервалiв Iij , якi вмiщують
ймовiрностi pij , i h = ρ (FG, FH) = ρ (x, y) = L

N — мiра близькостi мiж
вибiрками x та y, або р-статистика. Поклавши hij = h, m = N та g = 3,
отримуємо довiрчий iнтервал I =

(
p(1), p(2)

)
для ймовiрностi p(B). Довiрчi

iнтервали Iij =
(
p
(1)
ij , p

(2)
ij

)
та I =

(
p(1), p(2)

)
будемо називати iнтервалами,

якi побудованi за правилом 3s.

4. Непараметричний критерiй еквiвалентностi генеральних
сукупностей

Схема випробувань, в яких можуть з’являтися подiї A
(k)
ij , у випадку

iстинностi гiпотези про рiвнiсть розподiлiв називається узагальненою схе-
мою Бернуллi. Якщо ця гiпотеза хибна, то вказана схема випробувань нази-
вається модифiкованою схемою Бернуллi. У загальному випадку, коли мо-
же бути iстинною як гiпотеза H0: FG(u) = FH (u), так i H1: FG(u) 6= FH (u),
схема випробувань називається МП-схемою [6–9]. Дiслiдження цих схем бу-
ли предметом робiт Ю. I. Петунiна та його учнiв у 1991–1992 рр. Непара-
метричний критерiй еквiвалентностi генеральних сукупностей на пiдставi
мiри близькостi мiж двома вибiрками був запропонований в 2003 р. [10].

Зокрема, було доведено, що якщо в узагальненiй схемi випробувань Бер-
нуллi 1) n = m; 2) 0 < lim

n→∞ p
(n)
ij = p0 < 1 та 3) 0 < lim

n→∞P (Aij |H0) = p∗ < 1,
то асимптотичний рiвень значущостi β послiдовностi довiрчих iнтервалiв
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I
(n)
ij для ймовiрностей p

(n)
q = p

(n)
ij = p

(
A

(n)
ij

)
, побудованих за правилом 3s,

не перевищує 0,05.
Нехай B1, B2, ..., Bn, ... — послiдовнiсть подiй, якi можуть вiдбутися при

проведеннi випадкового експерименту E, lim
k→∞

p (Bk) = p∗ i hn1(B1), hn2(B2),

..., hnk
(Bk), ... – послiдовнiсть частот подiй B1, B2, ..., Bn, ..., вiдповiдно, при-

чому k
nk
→ 0 при k →∞.

Будемо називати експеримент E посиленим випадковим експериментом,
якщо hnk

(Bk) → p∗ при k →∞. Якщо за умов посиленого випадкового екс-
перименту вибiрки x = (x1, ..., xn) ∈ G та y = (y1, ..., ym) ∈ H мають однако-
вий об’єм, то асимптотичний рiвень значущостi iнтервалу I(n) =

(
p(1), p(2)

)
,

побудований за правилом 3s при g = 3 за допомогою формул Вiльсона, не
перевищує 0,05.

Критерiй для перевiрки основної гiпотези про рiвнiсть неперервних гiпо-
тетичних функцiй розподiлу FG(u) i FH(u) з рiвнем значущостi, що прибли-
зно дорiвнює 0,05, формулюється так: якщо iнтервал I =

(
p(1), p(2)

)
мiстить

0,95, то приймається основна гiпотеза, iнакше приймається альтернативна
гiпотеза.

5. Довiрчi iнтервали iз гарантованим рiвнем значущостi

Як показано вище, рiвень значущостi непараметричного критерiю про
еквiвалентнiсть генеральних сукупностей на основi мiри близькостi зале-
жить вiд рiвня значущостi довiрчих iнтервалiв, що використовуються при
обчисленнi р-статистики. Бажано, щоб цей рвiень значущостi був гаранто-
ваним i не залежав вiд конкретних значень невiдомої ймовiрностi i об’єму
вибiрки. Таким чином, постає задача дослiдити довiрчi iнтервали iз гаран-
тованим рiвнем значущостi в класичнiй i узагальненiй моделях Бернуллi.
Перша задача формулюється так: побудувати довiрчий iнтервал для невi-
домої ймовiрностi p на основi частоти h в класичнiй моделi Бернуллi, яка
складається iз n випробувань.

Розглянемо двi функцiї, що залежать вiд p ∈ [0, 1] : ϕ (p) = |h− p| i
ψ (p) = 1

2n + λ
n ψ̃ (p) , де ψ̃ (p) =

√
np (1− p) + 1

12 , p ∈ R1.

Графiк функцiї ψ̃ (p), p ∈ R1 являє собою верхню частину елiпса E iз цен-
тром в точцi

(
1
2 , 0

)
, що проходить через точки A =

(
1
2n

(
n +

√
n
3 + n2

)
, 0

)
,

B =
(

1
2 ,

√
1

12n + 1
4

)
, C =

(
1
2n

(
n−√

n
3 + n2

)
, 0

)
i D =

(
1
2 ,−

√
1

12n + 1
4

)
.

Графiк функцiї ψ (p), що не залежить вiд h, являє собою дугу елiпса Γ,
яка проходить через точки (0, ψ (0)) ,

(
1
2 , ψ

(
1
2

))
, (1, ψ (1)), так що функцiя

ψ (p) досягає свого мiнiмуму в точцi p = 1
2 i є симетричною вiдносно цiєї

точки.
Якщо h > ψ (0) = 1

2n + λ
n
√

12
, то нижня довiрча межа p1 є найменшим

коренем рiвняння
(

1 +
λ2

n

)
p2 −

(
λ2

n
− 1

n
+ 2h

)
p + h2 − h

n
+

1
4n2

(
1− λ2

3

)
= 0.
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Якщо h ≤ ψ (0) , то p1 = 0.
Аналогiчно, якщо 1−h > ψ (1), то верхня довiрча межа p2 є найбiльшим

коренем рiвняння

(
1 +

λ2

n

)
p2 −

(
λ2

n
+

1
n

+ 2h

)
p + h2 +

h

n
+

1
4n2

(
1− λ2

3

)
= 0.

Якщо 1− h ≤ ψ (1), то p2 = 1.
В узагальненiй схемi Бернуллi якщо h > 1

2m + λ
m
√

12
= γ, то нижня

довiрча межа p1 є найменшим коренем рiвняння

(
1 + (m+n+1)λ2

(n+2)m

)
p2 +

(
1
m − (m+n+1)λ2

(n+2)m − 2h
)

p + h2 − h
m + 1

4m2

(
1− λ2

3

)
= 0.

Якщо h ≤ γ, то p1 = 0.
Якщо 1−h > γ, то верхня довiрча межа p2 в узагальненiй схемi Бернуллi

є коренем рiвняння

(
1 + (m+n+1)λ2

(n+2)m

)
p2 −

(
1
m + (m+n+1)λ2

(n+2)m + 2h
)

p + h2 + h
m + 1

4m2

(
1− λ2

3

)
= 0.

Якщо 1− h ≤ γ, то p2 = 1.
Рiвень значущостi побудованого довiрчого iнтервалу не перевищує 4

9
1
λ2

(зокрема, 0,05 для λ = 3).
Для порiвняння двох ймовiрностей розглянемо двi схеми Бернуллi B1 i

B2 з випадковими експериментами E1
n i E2

n, у яких подiя A1 вiдбувається з
ймовiрнiстю p1, а подiя A2 — з ймовiрнiстю p2 вiдповiдно. Нехай здiйсню-
ються n1 випробувань у схемi B1 i n2 випробувань — у схемi B2. Знайдемо
частоти h1 = k1

n1
i h2 = k2

n2
, що вiдповiдають ймовiрностям p1 i p2. Побудуємо

статистичний критерiй, що дозволяє по наявних частотах h1 i h2 зробити
висновок про значуще вiдхилення ймовiрностей p1 i p2, не використовуючи
умову незалежностi частот. Нехай B — схема Бернуллi, в якiй випадкова
подiя A може вiдбутися з ймовiрнiстю p, а частота h випадкової подiї A в
n випробуваннях. Як вiдомо, m (h) = p, σ (h) = pq

n , де q = 1 − p, змiщена
оцiнка σ (h) : s2

n = h(1−h)
n , незмiщена оцiнка σ (h) : ŝ2

n = n
n−1s2

n = h(1−h)
n−1 .

В роботах [11], [12] показано, що при будь-якому натуральному n ≥ 2
∆

(
s2
n

)
= m

(
s2
n − σ (h)

)2
< σ

(
ŝ2
n

)
. Нехай I1 =

(
p
(1)
1 , p

(1)
2

)
i I2 =

(
p
(2)
1 , p

(2)
2

)
—

довiрчi iнтервали для невiдомих ймовiрностей p1 i p2, вiдповiдно, рiвень
значущостi яких приблизно дорiвнює 5%. Статистичнi критерiї для порiв-
няння двох ймовiрностей на основi довiрчих iнтервалiв формулюються так.
Критерiй 1. Основна гiпотеза про рiвнiсть ймовiрностей p1 i p2 вiдхи-

ляється, якщо довiрчi iнтервали I1 i I2 не перетинаються. Якщо основна
гiпотеза є iстинною, то рiвень значущостi критерiю не перевищує 0,05.
Критерiй 2. Основна гiпотеза вiдхиляється, якщо середина iнтервалу

I2 не належить iнтервалу I1. Якщо основна гiпотеза є iстинною, то рiвень
значущостi критерiю не перевищує 0,05.
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6. Критерiй гомогенностi вибiрок

Оскiльки в основi викладеної вище теорiї лежить припущення про унiм-
одальнiсть неперервних розподiлiв спостережуваних випадкових величин,
виникає задача, яка полягає у визначеннi кiлькостi мод функцiї розподiлу
та їх параметрiв на основi кусково-лiнiйної емпiричної функцiї розподiлу.
Нехай G — генеральна сукупнiсть з неперервною строго зростаючою фун-
кцiєю розподiлу F (u) . Тодi F (u) має обернену функцiю розподiлу F−1 (u) .
Носiєм функцiї розподiлу F (u) називається мiнiмальний вiдрiзок [a, b] , для
якого F (u) ≡ 0 ∀u ≤ a i F (u) ≡ 1 ∀u ≥ b. Якщо функцiя F (u) є неперерв-
ною i строго зростаючою на носiї [a, b] , то оберненою функцiєю розподiлу
є обернена функцiя до звуження F[a,b] (u) на носiй [a, b].

Розглянемо варiацiйний ряд x(1) ≤ x(2) ≤ ... ≤ x(n), побудований по
вибiрцi x1, x2, ..., xn i визначимо кусково-постiйну емпiричну функцiю роз-
подiлу F ∗

n (u) . За теоремою Гливенка-Кантеллi

p
(

lim
n→∞max

u
|F (u)− F ∗

n (u)| = 0
)

= 1.

У кусково-постiйної емпiричної функцiї розподiлу немає оберненої фун-
кцiї (у її звичайному розумiннi), тому її неможливо використовувати для
оцiнки оберненої функцiї розподiлу. У зв’язку з цим виникає проблема по-
будови емпiричної функцiї розподiлу, у якої була б обернена функцiя. Для
неперервної монотонно зростаючої функцiї розподiлу F (u) з компактним
носiєм [a, b] побудуємо кусково-лiнiйний сплайн

F̃ ∗
n (u) =

{
u
n + kx(k+1)−(k+1)x(k)

n , x(k) ≤ u ≤ x(k+1), x(0) = a, k = 0, 1, ..., n;
1, x(n) ≤ u ≤ b.

Кусково-лiнiйна емпiрична функцiя розподiлу F ∗
n (u), визначена на вiд-

рiзку [a, b], має на вiдрiзку
[
a, x(n)

]
обернену функцiю (F ∗

n (u))−1 ∆= Ψ∗
n (u) ,

0 ≤ u ≤ 1. Функцiя Ψ∗
n (u) є неперервною кусково-лiнiйною функцiєю, що

проходить через точки
(

k
n , x(k)

)
, де x(k)– порядковi статистики. Легко по-

мiтити, що ∀u ∈ R1

∣∣∣F ∗
n(u)− F̃ ∗

n(u)
∣∣∣ <

1
n

,

тому F̃ ∗
n(u) є слушною оцiнкою для гiпотетичної функцiї розподiлу, i тео-

рема Глiвенка- Кантеллi залишається справедливою.
В роботi [13] доведенi аналоги теореми Глiвенка-Кантеллi. Якщо гiпо-

тетична функцiя розподiлу F (u) генеральної сукупностi є неперервною i
має компактний носiй [a, b], то послiдовнiсть кусково-лiнiйних емпiричних
функцiй розподiлу iз ймовiрнiстю одиниця збiгається до функцiї розподiлу
в чебишовськiй метрицi: p

(
lim

n→∞max
u

∣∣∣F (u)− F̃ ∗
n (u)

∣∣∣ = 0
)

= 1.

Якщо гiпотетична функцiя розподiлу F (u) генеральної сукупностi G є
неперервною i має компактний носiй [a, b], то послiдовнiсть функцiй {Ψ∗

n (u)}
10



НЕПАРАМЕТРИЧНI МЕТОДИ СТАТИСТИЧНОГО РОЗПIЗНАВАННЯ...

збiгається iз ймовiрнiстю одиниця до функцiї F−1 (u), тобто

p

{
lim

n→∞ max
a≤u≤b

∣∣F−1 (u)−Ψ∗
n (u)

∣∣ = 0
}

= 1.

Генеральна сукупнiсть називається гомогенною, якщо вона складається
з однорiдних об’єктiв таких, що значення x1, . . . , xn кiлькiсного показника
x мають однаковi маргiнальнi розподiли F (u) : Fk (u) = F (u) , k = 1, ..., n.
На практицi, генеральну сукупнiсть вважають гомогенною, якщо маргi-
нальний розподiл F (u) є унiмодальним. Вибiрку, що утворена конкатена-
цiєю двох вибiрок x(1) = (x1, ..., xk) ∈ G1 i x(2) = (xk+1, ..., xn) ∈ G2 з
двох рiзних генеральних сукупностей G1 i G2 будемо називати складеною.
Вибiрка, що утворена об’єднанням двох вибiрок x(1) = (x1, ..., xk) ∈ G1

i x(2) = (xk+1, ..., xn) ∈ G2 з двох рiзних генеральних сукупностей G1 i
G2 будемо називати змiшаною. Розв’язок проблеми розпiзнавання складе-
них вибiрок можна за допомогою мiри близькостi, описаної вище, а також
проблеми розпiзнавання змiшаної вибiрки шляхом аналiзу точок розри-
ву графiку варiацiйного ряду i дослiдження спейсингiв викладено в ро-
ботах [14–16], а новий критерiй одномодальностi функцiй розподiлу — в
роботi [17].

7. Застосування в медицинi та бiологiї

Результати в областi непараметричного статистичного розпiзнавання об-
разiв, отриманi Ю. I. Петунiним та його учнями, а також їх застосування в
медичних дослiдженнях (зокрема, для дiагностики раку) викладенi в моно-
графiях [18], [19]. Зокрема, в цих монографiях описано математичнi основи
процесу розпiзнавання i дiагностики раку молочної залози на пiдставi да-
них сканограм ДНК iнтерфазних ядер клiтин слизової оболонки порожни-
ни рота; проведено ретроспективний аналiз ступеня значущостi для про-
гнозу клiнiчних, цитогенетичних i морфологiчних показникiв у хворих на
злоякiсну меланому; продемонстровано використання сплайнової регресiї i
модифiкованого полiгону розподiлу для виявлення залежностi ймовiрностi
виникнення злоякiсних новотворiв в учасникiв лiквiдацiї наслiдкiв аварiї
на ЧАЕС вiд поглиненої дози опромiнення i пошуку її точки переходу, пiсля
якої ймовiрнiсть виникнення онкологiчних захворювань рiзко знижується;
показана ефективнiсть розроблених методiв стратифiкацiйного аналiзу ге-
нерацiй клiтин карциноми Герена, якi пiддалися рентгенiвському опромi-
ненню; доведена ефективнiсть стратификацiйного аналiзу при дослiдженнi
морфометричних показникiв клiтин з iнтактної популяцiї плоскоклiтинно-
го рака ротової порожнини людини, iнтактної популяцiї клiтин карциноми
Герена у пацюкiв, також при аналiзi впливу цисплатина на iнтактнi попу-
ляцiї ракових клiтин в обох випадках.

8. Висновки

Для наукової школиЮ. I. Петунiна в галузi статистичного розпiзнавання
образiв притаманно застосування строго обгрунтованих методiв перевiрки
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гiпотез, що не залежать вiд припущень щодо параметрiв функцiї розподi-
лу. До основних результатiв, отриманих цiєю школою, належать нерiвнiсть
Височанського-Петунiна, р-статистика, критерiї перевiрки гiпотези про рiв-
нiсть розподiлiв та багато iнших. Цi методи виявили високу ефективнiсть
при розв’язаннi практичних задач, що виникають в медицинi та бiологiї,
зокрема, при дiагностицi раку.
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