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Резюме. В статтi наведено огляд деяких результатiв наукової
школи Ю. I. Петунiна, якi пов’язанi з узагальненими ров’язками
екстремальних задач.

Вступ
Починаючи з 2002 року Ю. I. Петунiн придiляв багато уваги проблемi

побудови теорiї узагальнених розв’язкiв екстремальних задач. Для дослi-
джень у цьому напрямi вiн залучив Д. А. Номiровського та В. В. Семенова.
Вiдштовхуючись вiд попереднiх результатiв дослiдження задач узагальне-
ного керування [1, 2] та теорiї пiдпросторiв спряжених банахових просторiв
[3], в 2008 роцi варiант указаної теорiї був побудований. Бiльшiсть результа-
тiв пiдсумовано у монографiях [4, 5]. Загальна схема пошуку узагальнених
розв’язкiв екстремальних задач (узагальнених екстремальних елементiв в
термiнологiї Ю. I. Петунiна) давно вiдома: необхiдно щiльно вкласти допу-
стиму множину в секвенцiйно компактний топологiчний простiр, такий,
що цiльовий функцiонал буде секвенцiйно напiвнеперервним знизу в його
топологiї. Для Ю. I. Петунiна та його колег мотивацiйними прикладами
були лiнiйнi неперервнi функцiонали та оператори, що не досягають нор-
ми, та задачi опуклого програмування. Це обумовило певну специфiку в
реалiзацiї абстрактної схеми.

Мета даної статтi — дати огляд основних результатiв по узагальненiй
розв’язностi екстремальних задач, що одержанi Ю. I. Петунiним та його
колегами.

1. Узагальненi екстремальнi елементи для лiнiйних та
додатньо однорiдних опуклих функцiоналiв

У роботi Д. А. Номiровського, Ю. I. Петунiна та М. Ю. Савкiної [6]
було введено поняття узагальненого розв’язку екстремальної задачi. Авто-
ри розглянули задачу мiнiмiзацiї неперервного функцiонала ϕ, заданого у
нескiнченновимiрному банаховому просторi E i обмеженого на обмеженiй
замкненiй множинi M ⊆ E. Звичайно, що ϕ не завжди досягає iнфiмуму
на M . Суть конструкцiї узагальненого розв’язку екстремальної задачi

ϕ → inf
M

наступна. Припустимо, що на E задано векторну i хаусдорфову тополо-
гiю τ , яка є слабшою за сильну топологiю простору E; функцiонал ϕ —
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неперервний на M у топологiї τ . Узагальненим екстремальним (мiнiмаль-
ним) елементом x̄ функцiонала ϕ на множинi M назвемо такий елемент
поповнення (M)τ множини M за введеною топологiєю τ1, що

inf
x∈M

ϕ (x) = ϕ̄ (x̄) ,

де ϕ̄ — розширення ϕ за неперервнiстю на (M)τ за топологiєю τ . Бажано
обрати топологiю τ так, щоб множина (M)τ була компактною — це гарантує
iснування узагальнених екстремальних елементiв.

Розглянемо реалiзацiю абстрактної конструкцiї на прикладi задачi

|f | → sup
BE

,

де BE — замкнена одинична куля банахового простору E, f ∈ E∗. Не-
хай банаховий простiр E щiльно вкладений в банаховий простiр F (тобто,
iснує лiнiйний неперервний iн’єктивний оператор i : E → F зi щiльною в
F областю значень). Нагадаємо, що при цьому E називається компактно
вкладеним в F , якщо оператор i компактний, тобто замикання образу оди-
ничної кулi BE простору E у нормi F є компактною множиною простору
F . Як вiдомо, в цьому випадку спряжений простiр F ∗ буде алгебраїчно i
топологiчно вкладеним в E∗ (за допомогою оператора i∗ : F ∗ → E∗), тому
для довiльного лiнiйного функцiонала f ∈ F ∗ має сенс включення f ∈ E∗,
а також iснує такий елемент x̄∗ ∈ F , що має мiсце рiвнiсть

‖f‖E∗ = sup
x∈BE

|f(x)| = sup
x∈(BE)F

|f(x)| = |f(x̄)|, x̄ ∈ (BE)F ,

оскiльки замикання (BE)F одиничної кулi BE у просторi F є компактною
множиною, а звуження функцiонала f ∈ F ∗ на (BE)F буде неперервною
функцiєю. Отже, x̄ — узагальнений екстремальний (максимальний) еле-
мент, на якому функцiонал f досягає своєї норми. Зауважимо, що у ви-
падку нерефлексивного банахового простору E в спряженому просторi E∗
обов’язково iснують функцiонали f , якi не досягають верхньої межi на оди-
ничнiй кулi BE . Але, якщо такий функцiонал f належить простору F ∗, то
для нього iснує узагальнений максимальний елемент на замиканнi (BE)F

одиничної кулi BE в сильнiй топологiї простору F .
Вiдштовхуючись вiд наведених мiркувань, Ю. I. Петунiн поставив зада-

чу конструктивної побудови простору F .

Зауваження 1. Легко навести приклад такого локально–опуклого лiнiй-
ного топологiчного простору F , що E ⊂ F — компактне вкладення. Слiд
лише покласти F = E∗∗ з топологiєю σ(E∗∗, E∗). Проте, коли E — нескiн-
ченновимiрний банаховий простiр, топологiя σ(E∗∗, E∗) є неметризованою,
а для застосувань iнодi важливо, щоб простiр F був лiнiйним нормованим.

Спираючись на результати [3], в [6] доведено таку теорему вкладення.

1Оскiльки топологiя τ узгоджується зi структурою векторного простору E, то
вона породжує на E рiвномiрну структуру, i тому є сенс вести мову про попов-
нення (M)τ множини M за топологiєю τ (точнiше, за вiдповiдною рiвномiрною
структурою).
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Теорема 1. Для кожного сепарабельного банахового простору (E, ‖·‖E)
iснує такий сепарабельний банаховий простiр (F, ‖·‖F ), що E щiльно та
компактно вкладений в F .

Зауважимо, що простiр F можна побудувати так, щоб забезпечити для
заданого злiченного набору {f1, f2, ..., fn, ...} ⊆ E∗ виконання вкладення
{f1, f2, ..., fn, ...} ⊆ F ∗.

З теореми 1 безпосередньо випливає

Теорема 2 ([6]). Довiльний лiнiйний неперервний функцiонал, що визна-
чений на одиничнiй кулi сепарабельного банахового простору, має узагаль-
нений екстремальний (максимальний) елемент, на якому цей функцiонал
досягає своєї норми.

2. Компактне вкладення в банаховий простiр
У зв’язку з теоремою 1 у 2009 роцi на своєму семiнарi Ю. I. Петунiн

поставив таку задачу. Нехай задано два банахових простори E та F . Пи-
тання:

коли простiр E щiльно та компактно вкладений в простiр F?
Тобто, слiд з’ясувати за яких умов iснує лiнiйний компактний оператор
i : E → F з властивостями: N(i) = {0}, R(i) = F .

Оскiльки область значень лiнiйного компактного оператора є сепара-
бельним лiнiйним пiдпростором, то в несепарабельний банаховий простiр
F жоден банаховий простiр E не вкладається щiльно та компактно.

У книзi [5] опублiкована отримана В. В. Семеновим теорема — вiдповiдь
на поставлене питання.

Теорема 3. Нехай E, F — нескiнченновимiрнi банаховi простори. Тодi
такi твердження рiвносильнi:

1) простiр F — сепарабельний, простiр E∗ — сепарабельний в топо-
логiї σ (E∗, E);

2) простiр E щiльно та компактно вкладається в простiр F .

3. Узагальненi екстремальнi елементи опуклих функцiоналiв
У роботi [7] (див. також [4, 5]) було запропоновано та дослiджено кон-

струкцiю узагальненої постановки опуклих екстремальних задач. Зокрема,
було показано, що опуклий неперервний функцiонал, визначений на за-
мкненiй опуклiй i обмеженiй пiдмножинi сепарабельного банахового про-
стору, має узагальнений екстремальний елемент.

Розглядались екстремальнi задачi вигляду

f → inf
X

, (1)

де X — непорожня опукла обмежена та замкнена пiдмножина сепарабель-
ного банахового простору (E, ‖·‖E), функцiонал f : X → R — неперервний
та опуклий. У такiй постановцi без додаткових припущень (наприклад, ре-
флексивнiсть простору E) сформульована задача може не мати розв’язкiв.
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Основна iдея конструкцiї роботи [7] — iзометричне i щiльне у спецiальнiй
слабкiй топологiї вкладення вихiдного банахового простору у деякий спря-
жений банаховий простiр. Останнiй простiр буде залежати вiд елементiв
задачi (1) — функцiонала f та допустимої множини X. Основою пiдходу є
три наступнi теореми.

Теорема 4. Нехай X — опукла, обмежена та замкнена пiдмножина се-
парабельного банахового простору (E, ‖·‖E). Тодi iснує лiнiйний пiдпростiр
F ⊆ E∗, такий, що:

1) (F, ‖·‖E∗) — сепарабельний лiнiйний нормований простiр;
2) F — пiдпростiр, характеристика2 якого дорiвнює одиницi, тобто,

∀x ∈ E : ‖x‖E = sup
y∈F∩BE∗

∣∣∣〈y, x〉E∗,E
∣∣∣ ;

3) довiльна точка x ∈ E\X строго вiддiляється вiд множини X еле-
ментом пiдпростору F , тобто,

∀x ∈ E\X ∃y ∈ F : 〈y, x〉E∗,E > sup
x′∈X

〈
y, x′

〉
E∗,E .

Якщо банаховий простiр (E, ‖·‖E) є рефлексивним, то замикання побу-
дованого у теоремi 4 лiнiйного пiдпростору F ⊆ E∗ збiгається з E∗, оскiль-
ки топологiчний спряжений простiр до рефлексивного простору Банаха не
мiстить власних замкнених та тотальних лiнiйних пiдпросторiв.

Теорема 5. Нехай X — непорожня пiдмножина сепарабельного банахо-
вого простору (E, ‖·‖E), f : E → R ∪ {+∞} — напiвнеперервний знизу
опуклий функцiонал, int domf ⊇ X. Тодi iснує такий лiнiйний пiдпростiр
F ⊆ E∗, що:

1) (F, ‖·‖E∗) — сепарабельний лiнiйний нормований простiр;
2) якщо для всiх y ∈ F маємо 〈y, xn〉E∗,E → 〈y, x〉E∗,E при n → ∞

(x ∈ X, xn ∈ X), то f (x) ≤ limn→∞f (xn).

Твердження наступної теореми безпосередньо випливає з теорем 4, 5.

Теорема 6. Нехай X — непорожня, опукла, обмежена та замкнена пiд-
множина сепарабельного банахового простору (E, ‖·‖E), функцiонали fk :
E → R ∪ {+∞} (k ∈ N) напiвнеперервнi знизу, опуклi та int dom fk ⊇ X.
Тодi iснує лiнiйний пiдпростiр F ⊆ E∗ з такими властивостями:

1) (F, ‖·‖E∗) — сепарабельний банаховий простiр;
2) F — лiнiйний пiдпростiр E∗ характеристики одиниця;
3) довiльна точка x ∈ E\X строго вiддiляється вiд множини X еле-

ментом пiдпростору F ;

2Нагадаємо [3, c. 29], що характеристикою лiнiйного пiдпростору F ⊆ E∗ на-
зивають число r (F ) = infx∈SE supy∈F∩BE∗ 〈y, x〉E∗,E . Ясно, що характеристика
нетотального лiнiйного пiдпростору дорiвнює нулю. Характеристика довiльного
лiнiйного пiдпростору лежить мiж нулем i одиницею. Пiдпростори, характеристи-
ка яких дорiвнює одиницi, iнодi називають 1–нормуючими пiдпросторами.
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4) якщо для всiх y ∈ F маємо 〈y, xn〉E∗,E → 〈y, x〉E∗,E при n → ∞
(x ∈ X, xn ∈ X), то fk (x) ≤ limn→∞fk (xn) ∀k ∈ N.

Перейдемо тепер до побудови узагальнених екстремальних елементiв для
задачi (1). Iнфiмум множини значень функцiонала f на множинi X позна-
чимо через infX f , а множину розв’язкiв задачi (1) (можливо порожню) —
arg infX f = {x ∈ X : f (x) = infX f}.

Побудуємо для множини X i функцiонала f банаховий простiр (F, ‖·‖E∗),
що задовольняє твердження теореми 6. Звуження норми ‖·‖E∗ на F будемо
позначати ‖·‖F . Лiнiйний пiдпростiр F ⊆ E∗ тотальний. Отже, в E можна
розглянути хаусдорфову i локально опуклу топологiю σ (E, F ), фундамен-
тальною системою околiв нуля якої є набiр усiх множин вигляду

W (y1, ..., yn; ε) =
{

x ∈ E :
∣∣∣〈yk, x〉E∗,E

∣∣∣ ≤ ε, yk ∈ F, 1 ≤ k ≤ n
}

.

Iз теореми 6 випливає, що функцiонал f напiвнеперервний знизу на X
вiдносно топологiї σ (E, F ), а множина X замкнена в топологiї σ (E,F ).

Розглянемо простiр (F ∗, ‖·‖F ∗), спряжений до простору (F, ‖·‖F ). Цей
простiр буде грати роль природного розширення простору (E, ‖·‖E). Якщо
банаховий простiр (E, ‖·‖E) є рефлексивним (ясно, що тодi задача (1) розв’-
язна), то простiр (F ∗, ‖·‖F ∗) спiвпаде з (E, ‖·‖E).

У наступних твердженнях описано зв’язок мiж просторами (E, ‖·‖E) i
(F ∗, ‖·‖F ∗).

Твердження 1. Простiр (E, ‖·‖E) лiнiйно та iзометрично вкладається
у простiр (F ∗, ‖·‖F ∗).

Нехай j : E → F ∗ — вiдповiдний оператор вкладення. Зауважимо, що
∀x ∈ E jx = πx|F , де π : E → E∗∗ — канонiчне вкладення E у другий
спряжений E∗∗.

Твердження 2. Множина j (BE) секвенцiйно щiльна в BF ∗ вiдносно то-
пологiї σ (F ∗, F ).

Твердження 3. Множина j (E) секвенцiйно щiльна в F ∗ вiдносно топо-
логiї σ (F ∗, F ).

З теореми Банаха-Алаоглу випливає

Твердження 4. Обмежена множина M ⊆ F ∗ вiдносно секвенцiйно ком-
пактна у топологiї σ (F ∗, F ).

Розглянемо множину X̃ ⊆ F ∗ — секвенцiйне замикання множини j (X) у
топологiї σ (F ∗, F ). Звичайно, множина X̃ є опуклою та σ (F ∗, F )-компакт-
ною пiдмножиною простору F ∗. Зазначимо, що в множину X̃ не можуть
потрапити елементи простору E, якi не лежать у множинi X, точнiше,
якщо x /∈ X, то jx /∈ X̃.

Побудуємо продовження функцiонала f на множину X̃. Для всiх x̃ ∈ X̃
покладемо

f̃ (x̃) = inf
{

lim
n→∞

f (xn) : xn ∈ X, jxn → x̃ в топoлогiї σ (F ∗, F )
}

.
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Лема 1. Мають мiсце такi твердження:
1) функцiонал f̃ опуклий на X̃;
2) f̃

∣∣
j(X) = f ;

3) infX f = inf
X̃

f̃ ;
4) функцiонал f̃ є σ (F ∗, F )-напiвнеперервним знизу на множинi X̃.

Задачi (1) поставимо у вiдповiднiсть таку задачу мiнiмiзацiї

f̃ → inf
X̃

, (2)

яку у роботi [7] названо узагальненою постановкою екстремальної задачi
(1) або F ∗-розширенням задачi (1).

Зауваження 2. Якщо простiр (E, ‖·‖E) рефлексивний, то F ∗-розширення
задачi (1), тобто, задача (2), збiгається з вихiдною задачею (1), яка у цьому
випадку, звичайно, має непорожню множину розв’язкiв.

Зауваження 3. Як випливає з теореми 6, можна побудувати узагальненi
постановки з використанням спiльного простору F ∗ для довiльної злiченної
сiм’ї опуклих екстремальних задач fk → infX .

Означення 1. Елемент x̃ ∈ X̃ назвемо узагальненим розв’язком задачi
(1), якщо f̃ (x̃) = inf

X̃
f̃ .

Множину усiх узагальнених розв’язкiв позначимо arg inf
X̃

f̃ .

Теорема 7. Множина arg inf
X̃

f̃ непорожня, опукла та σ (F ∗, F )-ком-
пактна.

Має мiсце такий зв’язок мiж узагальненими розв’язками, класичними
розв’язками та мiнiмiзуючими послiдовностями задачi (1).

Теорема 8. Мають мiсце такi твердження:
1) j (arg infX f) = j (X) ∩ arg inf

X̃
f̃ ;

2) якщо (xn) — мiнiмiзуюча послiдовнiсть задачi (1), то iснують еле-
мент x̃ ∈ arg inf

X̃
f̃ i пiдпослiдовнiсть (xnk

), такi, що jxnk
→ x̃ в

топологiї σ (F ∗, F );
3) якщо x̃ ∈ arg inf

X̃
f̃ , то iснує мiнiмiзуюча послiдовнiсть задачi (1)

(xn), така, що jxn → x̃ в топологiї σ (F ∗, F ).

Наведемо твердження, яке є деяким секвенцiйним аналогом класичної
умови екстремуму для задачi (1). Припустимо додатково, що функцiонал
f диференцiйовний у розумiннi Гато на множинi X.

Теорема 9. Нехай x̃ ∈ arg inf
X̃

f̃ . Тодi iснує послiдовнiсть (xn), xn ∈ X,
така, що

jxn → x̃ в топологiї σ (F ∗, F ) ,

f (xn) → inf
X

f = f̃ (x̃) ,

limn→∞
〈
f ′ (xn) , x− xn

〉
E∗,E ≥ 0 ∀x ∈ X.
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Зауваження 4. Якщо для елемента x̃ ∈ X̃ iснує послiдовнiсть (xn), xn ∈ X,
така, що jxn → x̃ в топологiї σ (F ∗, F ), limn→∞ 〈f ′ (xn) , x− xn〉E∗,E ≥ 0
∀x ∈ X, то x̃ ∈ arg inf

X̃
f̃ .

Помiркуємо про можливiсть застосування схеми F ∗-розширення до за-
дач мiнiмiзацiї неопуклих функцiоналiв. Нехай дано задачу (1), де фун-
кцiонал f неопуклий. Розглянемо пiдпростiр F ⊆ E∗ з теореми 4. Якщо
функцiонал f є напiвнеперервним знизу на X вiдносно топологiї σ (E,F ),
то можна побудувати розв’язну у просторi F ∗ узагальнену постановку зада-
чi (1). Отже, фундаментальним питанням є напiвнеперервнiсть знизу фун-
кцiонала f у топологiї σ (E, F ) на множинi X для заданого тотального
пiдпростору F ⊆ E∗.

4. Узагальненi екстремальнi елементи для некоерцитивних
функцiоналiв

У роботi Є. М. Рисая та В. В. Семенова [8] конструкцiя з попереднього
роздiлу отримала розвиток.

Нехай (E, ‖·‖E) — сепарабельний банаховий простiр, f : E → R — непе-
рервний опуклий функцiонал, X — опукла (можливо необмежена) пiдмно-
жина простору E. Розглянемо задачу

f → inf
X

. (3)

Використовуючи попереднi результати, будуємо узагальнену постановку
задачi (3). А саме: оберемо лiнiйний пiдпростiр характеристики одиниця
F ⊆ E∗ такий, що:

1) F — сепарабельний лiнiйний пiдпростiр спряженого простору E∗;
2) якщо xn → x в топологiї σ (E, F ), то f (x) ≤ limn→∞f (xn);
3) множина X секвенцiйно σ (E, F )-замкнена.

Далi розглянемо f̃ — опукле та секвенцiйно σ (F ∗, F )-напiвнеперервне зни-
зу продовження f на F ∗, побудоване за формулою

f̃ (x̃) = inf {limn→∞f (xn) : xn ∈ E, jxn → x̃ в топологiї σ (F ∗, F ) ,

(xn) — обмежена} ,

та X̃ ⊆ F ∗ — секвенцiйне замикання множини j (X) в топологiї σ (F ∗, F ).
Узагальненою постановкою задачi (3) є екстремальна задача

f̃ → inf
X̃

. (4)

Нагадаємо класичне означення.

Означення 2. Функцiонал f : E → R називається коерцитивним, якщо

f (x) → +∞ при ‖x‖E → +∞ (5)

або рiвносильно ∀α > infE f множина {f ≤ α} = {x ∈ E : f (x) ≤ α} обме-
жена.
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Якщо функцiонал f коерцитивний, то очевидно, що arg inf
X̃

f̃ 6= ∅, тобто,
множина узагальнених розв’язкiв задачi (3) непорожня. Дiйсно, тодi для
f iснує обмежена мiнiмiзуюча послiдовнiсть xn ∈ X. Можна вважати, що
jxn → x̃ в топологiї σ (F ∗, F ). Ясно, що x̃ ∈ X̃ (випливає iз секвенцiйної
σ (F ∗, F )–замкненостi множини X̃). Iз напiвнеперервностi знизу f̃ вiдносно
топологiї σ (F ∗, F ) випливає, що

f̃ (x̃) ≤ lim
n→∞

f̃ (jxn) = lim
n→∞

f (xn) = inf
X

f = inf
X̃

f̃ ,

тобто, x̃ ∈ arg inf
X̃

f̃ .
Iснує багато важливих задач, в яких цiльовi функцiонали не задоволь-

няють умову (5). Наприклад, задачi вигляду

f (x) = g (Ax) → inf
x∈E

,

де g : Y → R — коерцитивний опуклий неперервний функцiонал, зада-
ний на банаховому просторi (Y, ‖·‖Y ), A : E → Y — лiнiйний неперервний
оператор з нетривiальним ядром N (A) 6= {0}.

Виникає питання: за яких умов можна гарантувати iснування узагаль-
нених розв’язкiв задачi (3) з некоерцитивним функцiоналом f?

Iз задачею мiнiмiзацiї (4) пов’яжемо послiдовнiсть задач

f̃ → inf
nBF∗∩X̃

, n ∈ N, (6)

де nBF ∗ = {x ∈ F ∗ : ‖x‖F ∗ ≤ n}. Ясно, що кожна задача (6) має непо-
рожню множину розв’язкiв. Оберемо з множини arg inf

nBF∗∩X̃
f̃ деякий

елемент x̃n. Якщо побудована послiдовнiсть (x̃n) обмежена, то вона має
граничнi точки вiдносно топологiї σ (F ∗, F ), на яких функцiонал f̃ досягяє
свого мiнiмуму на множинi X̃ ⊆ F ∗.

Висновок: слiд знайти достатнi умови, за яких можлива побудова обме-
женої в просторi F ∗ послiдовностi (x̃n), x̃n ∈ arg inf

nBF∗∩X̃
f̃ .

Природно обирати точки x̃n з умови мiнiмальностi норми

‖x̃n‖F ∗ = min

{
‖x̃‖F ∗ : x̃ ∈ arg inf

nBF∗∩X̃
f̃

}
.

Тобто, елементи послiдовностi (x̃n) суть нормальнi розв’язки екстремаль-
них задач (6).

У попереднiх мiркуваннях ми нiде не використовували опуклiсть f , тому
все справедливо для неопуклих функцiоналiв f : E → R, якi є секвенцiйно
σ (E, F )-напiвнеперервними знизу для заданого сепарабельного лiнiйного
пiдпростору F ⊆ E∗ характеристики одиниця.

Оскiльки принциповими є лише факти σ (F ∗, F )–напiвнеперервностi зни-
зу f̃ на F ∗ i σ (F ∗, F )-замкненостi множини X̃ ⊆ F ∗, то замiсть задачi (3)
та її узагальненої постановки (4) для спрощення нотацiй розглянемо зада-
чу, поставлену у спряженому просторi F ∗ до деякого нескiнченновимiрного
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банахового простору F . Точнiше, будемо вивчати задачу вигляду

f → inf
X

, (7)

де X — замкнена в топологiї σ (F ∗, F ) пiдмножина простору F ∗, f : F ∗ →
R — напiвнеперервний знизу в топологiї σ (F ∗, F ) функцiонал. Подальшi
результати cформулюємо саме для задачi (7).

Доведення нижченаведених теорем полягає у встановленнi обмеженостi
послiдовностi нормальних розв’язкiв задач f → infnBF∗∩X .

Теорема 10. Нехай σ (F ∗, F )-замкнена множина X ⊆ F ∗ та σ (F ∗, F )-
напiвнеперервний знизу функцiонал f : F ∗ → R задовольняють умови:

1) якщо для послiдовностi (xn), xn ∈ X

‖xn‖F ∗ → +∞, yn =
xn

‖xn‖F ∗
→ y в топологiї σ (F ∗, F ) ,

sup
n∈N

f (xn) < +∞,

то ‖yn − y‖F ∗ → 0;
2) якщо для y ∈ F ∗ iснує така послiдовнiсть (xn), xn ∈ X, що

‖xn‖F ∗ → +∞,
xn

‖xn‖F ∗
→ y в топологiї σ (F ∗, F ) ,

limn→∞
f (xn)
‖xn‖F ∗

≤ 0,

то iснує таке α > 0, що xn − αy ∈ X, f (xn) ≥ f (xn − αy) ∀n ∈ N.
Тодi задача (7) має непорожню множину розв’язкiв.

Розглянемо клас екстремальних задач вигляду

f (x) = ‖Ax‖2
G + g (x) → inf

x∈F ∗
, (8)

де A — лiнiйний неперервний оператор, що дiє з F ∗ у простiр Банаха
(G, ‖·‖G), а g : F ∗ → R — опуклий та σ (F ∗, F )-напiвнеперервний знизу
функцiонал. Має мiсце

Лема 2. Нехай лiнiйний неперервний оператор A ∈ L (F ∗, G) та функцiо-
нал g : F ∗ → R задовольняють умови:

1) dimN (A) < +∞;
2) F ∗ = N (A)⊕Y , де Y — замкнений лiнiйний пiдпростiр F ∗ i опера-

тор A коерцитивний на Y , тобто ∃c > 0: c‖x‖F ∗ ≤ ‖Ax‖G ∀x ∈ Y ;
3) функцiонал g — σ (F ∗, F )-напiвнеперервний знизу та опуклий.

Тодi функцiонал
F ∗ 3 x 7→ f (x) = ‖Ax‖2

G + g (x)

задовольняє умову 1) теореми 10 з X = F ∗.

З теореми 10 випливає

22



С. I. ЛЯШКО, В. В. СЕМЕНОВ

Теорема 11 ([8]). Нехай лiнiйний неперервний оператор A ∈ L (F ∗, G) та
функцiонал g : F ∗ → R задовольняють умови леми 2 та

∀y ∈ N (A) ∃α > 0 : g (x) ≥ g (x− αy) ∀x ∈ F ∗. (9)

Тодi задача (8) має непорожню множину розв’язкiв.

Зауваження 5. Якщо g ∈ F , то умова (9) має мiсце при

N (A) ⊆ {y ∈ F ∗ : g (y) = 0}.
В [8] отримано узагальнення теореми 10 на ширший клас функцiоналiв.

Твердження 5. Нехай σ (F ∗, F )-напiвнеперервний знизу функцiонал f :
F ∗ → R задовольняє умову 1) теореми 10 з X = F ∗. Тодi вiн матиме
таку властивiсть: якщо для послiдовностi точок (xn)

‖xn‖F ∗ → +∞, yn =
xn

‖xn‖F ∗
→ y в топологiї σ (F ∗, F ) ,

‖xn‖F ∗ ≤ ‖xn − y‖F ∗ ∀n ∈ N,

то ∃x ∈ F ∗: f (x) < limn→∞f (xn).

Зауваження 6. Якщо F ∗ — простiр зi скалярним добутком, то в умовi твер-
дження 5 елемент y може бути лише нулем. Дiйсно, з ‖xn‖F ∗ ≤ ‖xn − y‖F ∗

випливає нерiвнiсть (xn, y)F ∗ ≤ 1
2 ‖y‖2

F ∗ . Звiдки (yn, y)F ∗ ≤ ‖y‖2F∗
2‖xn‖F∗

. Пере-
йшовши при n →∞ до границi в останнiй нерiвностi, приходимо до y = 0.

Зауваження 7. Властивiсть 1) з теореми 10 строго сильнiша за власти-
вiсть iз твердження 5. Побудуємо вiдповiдний приклад. Оберемо неперерв-
ну зростаючу та обмежену функцiю [0,+∞) Φ−→ [0, A), A > 0, Φ(0) = 0,
limt→+∞Φ (t) = A (наприклад, Φ(t) = arctg t, t ≥ 0). Покладемо

f (x) = Φ (‖x‖F ∗) , x ∈ F ∗.

Функцiонал f секвенцiйно σ (F ∗, F )-напiвнеперервний знизу. Покажемо, що
f не має властивiсть 1) з теореми 10. Оберемо послiдовнiсть точок yn ∈
SF ∗ , таку, що не мiстить сильно збiжних пiдпослiдовностей. Розглянемо
послiдовнiсть xn = nyn. Тодi ‖xn‖F ∗ = n → +∞. Можна вважати, що
yn = xn

‖xn‖F∗
→ y ∈ BF ∗ в топологiї σ (F ∗, F ) (цього завжди можна досягти,

перейшовши до деякої пiдпослiдовностi). Ясно, що supn∈N f (xn) < +∞.
Але (yn) не збiгається сильно до y. Тепер вiзьмемо послiдовнiсть xn ∈ F ∗,
таку, що ‖xn‖F ∗ → +∞. Тодi

limn→∞f (xn) = lim
n→∞ f (xn) = A > 0 = f (0) .

Отже, функцiонал f має властивiсть iз твердження 5.

Теорема 12 ([8]). Нехай σ (F ∗, F )-напiвнеперервний знизу функцiонал f :
F ∗ → R та σ (F ∗, F )-замкнена множина X ⊆ F ∗ задовольняють умови:
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1) якщо для послiдовностi (xn), xn ∈ X

‖xn‖F ∗ → +∞, yn =
xn

‖xn‖F ∗
→ y в топологiї σ (F ∗, F ) ,

‖xn‖F ∗ ≤ ‖xn − y‖F ∗ ∀n ∈ N,

то ∃x ∈ X: f (x) < limn→∞f (xn);
2) якщо для y ∈ F ∗ iснує така послiдовнiсть (xn), xn ∈ X, що

‖xn‖F ∗ → +∞,
xn

‖xn‖F ∗
→ y в топологiї σ (F ∗, F ) ,

limn→∞
f (xn)
‖xn‖F ∗

≤ 0,

то xn − y ∈ X, f (xn) ≥ f (xn − y) ∀n ∈ N.
Тодi задача мiнiмiзацiї (7) має непорожню множину розв’язкiв.

Висновки
У статтi наведено огляд основних результатiв наукової школиЮ. I. Пету-

нiна, якi пов’язанi з узагальненими ров’язками екстремальних задач. Мо-
жна сказати, що це є своєрiдним звiтом про нашу роботу на науковому
семiнарi професора Ю. I. Петунiна, виконану у 2002–2009 роках.

Водночас, зi своїми оптимiзацiйними колегами Ю. I. Петунiн обгово-
рював не лише iдеї, описанi в статтi. Так, пiд його впливом в роботах
[9, 10, 11, 12, 13, 14, 15] було отримано ряд результатiв для задач опу-
клої максимiзацiї, що не мають розв’язкiв. А в статтi [16], використовую-
чи двоїстiсть, дослiджено iснування розв’язкiв задач оптимiзацiї на, так
званих, передопуклих множинах. Топологiчнi теореми про майже скрiзь
розв’язнiсть задач, пов’язаних с теорiєю найкращого наближення у неси-
метричних нормах отримано в [17, 18, 19].

На завершення вiдмiтимо, що спiлкування з Ю. I. Петунiним було зав-
жди стимулюючим, а його iдеї та гiпотези вказували учням та колегам
перспективний шлях для подальшої плiдної роботи.
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