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ЗАДАЧI РОЗПIЗНАВАННЯ ОБРАЗIВ В
ОБЧИСЛЮВАЛЬНIЙ ГЕОМЕТРIЇ

Ю. I. Петунiн , Б. В. Рубльов

Резюме. До багатьох сучасних задач розпiзнавання образiв мо-
жна застосувати геометричнi методи розпiзнавання. Це випливає
з можливостi охарактеризувати данi у рiзних галузях виробни-
цтва, медицини тощо у виглядi точок в скiнченновимiрному про-
сторi. Ну а фото або вiдео взагалi подаються як точки на площи-
нi. Тут i можуть стати в нагодi ефективнi алгоритми обчислю-
вальної геометрiї для обробки та аналiзу одержаних зображень
чи даних.

У цiй статтi описанi здобутки, якi були одержанi плiч-о-плiч
з професором Петунiним, спираючись на його фундаментальнi
попереднi результати та подальшi iдеї.

1. Класифiкацiя класiв фiгур, якi лiнiйно роздiляються

Нагадаємо класичне визначення множин, якi можна лiнiйно роздiлити.
Заданi множини K1, K2, ..., Kn ⊂ Rm, якi попарно не перетинаються. Бу-
демо називати їх такими, що лiнiйно роздiляються, якщо iснують n таких
лiнiйних функцiї: fi(x) = a

(i)
1 x1 + a

(i)
2 x2 + ... + a

(i)
m xm + a

(i)
0 , i = 1, n, для

яких виконується умова: x ∈ Kj ⇔ fj(x) > max
i6=j

fi(x). Таку сукупнiсть мно-

жин будемо скорочено називати ЛРМ, iнакше — ЛНР. Лiнiйнi функцiї, якi
задовольняють останню умову, називаються лiнiйними дискримiнантними
функцiями Фiшера (ЛДФ).

Теорема 1. (Лiнiйна роздiлимiсть двох множин). Двi компактнi мно-
жини K1 та K2 є ЛРМ тодi i тiльки тодi, коли їх опуклi оболонки не
перетинаються.

Це загальновiдома теорема, а от наступна теорема є результатом профе-
сора Петунiна, яка була одержана разом з Шульдешовим [ 1 ].

Теорема 2. (Лiнiйна роздiлимiсть куль). Будь-яка скiнченна кiлькiсть
m-вимiрних куль, якi попарно не перетинаються, завжди утворюють на-
бiр ЛРМ.

Як це часто буває при перших доведеннях, воно виявилось складним i
заплутаним. Зараз вже iснують витонченнi доведення, навiть такi, в яких
у явному виглядi за рiвняннями куль виписуються шуканi рiвняння ЛДФ
для цих куль.
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Була поставлена така проблема: знайти ще класи фiгур, якi мають ана-
логiчну властивiсть. В процесi роботи були одержанi також узагальнення
теореми 1 [2–4].

Теорема 3. (Критерiй ЛРМ трьох множин на площинi). Три компактнi
множини K1, K2 та K3 є ЛРМ тодi i тiльки тодi, коли вони задоволь-
няють одну з двох умов: а) iснують двi паралельнi прямi l1, l2, якi роз-
бивають площину на 3 вiдкритi пiдмножини Mi, i = 1, 3, i при цьому
Ki ⊂ Mi, i = 1, 3 (рис. 1); б) iснує точка O та три променi OAi, i = 1, 3,
якi розбивають площину на 3 вiдкритi кути Mi, i = 1, 3, кожен з яких
менший 180◦, i при цьому Ki ⊂ Mi, i = 1, 3 (рис. 2).

Рис. 1

Рис. 2
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Теорема 4. (Критерiй ЛРМ чотирьох множин на площинi). Чотири
компактнi множини K1, K2, K3 та K4 є ЛРМ тодi i тiльки тодi, коли
вони задовольняють одну з трьох умов: а) iснують три паралельнi прямi
l1, l2, l3, якi розбивають площину на 4 вiдкритi пiдмножини Mi, i = 1, 4,
i при цьому Ki ⊂ Mi, i = 1, 4 (рис. 3); б) iснує трикутник B1B2B3 точка
O та три променi BiAi, i = 1, 4, доповнення яких до прямих перетинаю-
ться у точцi O ∈ B1B2B3 (при цьому кути мiж променями OAi, i = 1, 3
менший 180◦ ), якi розбивають площину разом з ∆B1B2B3 на 4 вiдкритi
множини Mi, i = 1, 4, i при цьому Ki ⊂ Mi, i = 1, 4 (рис. 4);

Рис. 3

Рис. 4

в) iснує вiдрiзок AB, променi AA1, AA2, BB1 та BB2, (при цьому усi 6
кутiв, що утворилися меншi 180◦), якi розбивають площину разом на 4
вiдкритi множини Mi, i = 1, 4, i при цьому Ki ⊂ Mi, i = 1, 4 (рис. 5).

Тепер щодо узагальнення класiв фiгур, для яких дослiджувалась задача
лiнiйної роздiлимостi. Вибираємо опуклу центрально симетричну фiгуру
F ⊂ R2. А далi розглядається клас фiгур S(F ) — усi фiгури, якi можна
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Рис. 5

одержати з F за допомогою перетворення гомотетiї та паралельного пе-
реносу (так би мовити зберiгається орiєнтацiя фiгури, тобто її повороти
неприпустимi). Основна проблема, яка дослiджувалась була такою.

Проблема 1. (Дослiдження класiв ЛРМ фiгур). Знайти усi такi фiгури
F та натуральнi n ≥ 3, для яких фiгури F1, ..., Fk ∈ S(F ), де k ≤ n,
завжди будуть утворювати набiр ЛРМ як тiльки вони попарно не пере-
тинаються.

Зрозумiло, що якщо знайдена одна така фiгура F , то аналогiчнi власти-
востi має й будь-яка iнша фiгура F ′, яку можна одержати з фiгури F за
допомогою афiнного перетворення. Таким чином з теореми 2 ми маємо, що
для будь-якого натурального n елiпс утворює подiбний клас фiгур.

В процесi дослiджень були одержанi такi результати.

Теорема 5. (Класи фiгур, що породжують ЛРМ). 1) Якщо фiгура F має
гладку межу, то для довiльного n ≥ 3 вона породжує ЛРМ тодi i тiльки
тодi, коли вона є елiпсом. 2) Якщо фiгура F має не гладку межу, то для
n = 3 вона породжує ЛРМ, якщо вона є паралелограмом, для n ≥ 4 таких
фiгур не iснує.

Зрозумiло, що одержанi результати можна легко узагальнити на випа-
док довiльного скiнченновимiрного простору. Таким чином, куля є певним
чином унiкальною фiгурою стосовно питання побудови набору ЛРМ.

2. Класифiкацiя класiв фiгур, якi лiнiйно роздiляються

Припустимо, що у нас є квадратна сiтка зi стороною ε (рiвень дискрети-
зацiї) i на неї накладається деяка фiгура F з класу фiгур C, тобто таких,
що мають кусково гладку жорданову межу, яка спрямляється. Пiсля цьо-
го зафарбовуються тi квадрати сiтки, якi мають з фiгурою ненульовий за
площею перетин. Сукупнiсть усiх чорних квадратикiв утворює фiгуру G(ε)
— дискретизоване зображення фiгури F (рис. 6).

Фактично це растрове зображення фiгури. Зрозумiло, що чим ближче
додатне значення ε до нуля, тим точнiше дискретизоване зображення G(ε)

39



ЗАДАЧI РОЗПIЗНАВАННЯ ОБРАЗIВ...

Рис. 6

вiдтворює фiгуру F . Але так само й очевидно, що кiлькiсть елементiв, якi
вимагають обробки, суттєва зростає. Так при зменшеннi величини ε у два
рази кiлькiсть елементiв зростає вчетверо. Тому постала проблема оцiнити
певнi елементи F за її дискретизованим зображенням G(ε) при заданому ε.
Якщо площа G(ε) достатньо точно оцiнює площу фiгури F , то периметра
це нiяким чином не стосується. У класичнiй роботi Петунiна [ 5 ] був наве-
дений алгоритм, за яким будувалася лiнiя L(F ). При цьому було доведено,
що при ε → 0 довжина лiнiї L(F ) прямує до справжнього значення пери-
метру фiгури F . Але нi швидкiсть цього прямування, нi точнiсть оцiнити
за тим алгоритмом було або неможливо, або надзвичайно складно. Тому
природно була поставлена така проблема.

Проблема 2. (Оцiнка периметра фiгури за її дикретизованим зображе-
нням). Для заданої фiгури F ∈ C та довiльного рiвня дискретизацiї ε роз-
робити алгоритм оцiнювання периметра фiгури за її дискретизованим
зображенням G(ε), який є слушним та оцiнити точнiсть цього набли-
ження.

Для дослiдження був визначений вiдповiдний клас фiгур C(0). Розгля-
немо деяку фiгуру F ∈ C. Нехай на межi фiгури F визначена орiєнтацiя, i
iснує скiнченний набiр точок M0, M1, ... , Mn−1, Mn = M0 (Mn+1 = M1)
(точки йдуть послiдовно в напрямi орiєнтацiї), для якого виконуються умо-
ви: 1) фiгури Fi, що розташованi мiж вiдрiзком MiMi+1 та дугою межi
фiгури мiж точками Mi, Mi+1 (в напрямi заданої орiєнтацiї) є опуклими
∀ i = 0, n− 1; 2) фiгури Gi, що розташованi мiж вiдрiзком MiMi+1 та ду-
гою межi фiгури мiж точками Mi, Mi+1 не є опуклими ∀ i = 0, n− 1. Тодi
фiгура F ∈ C(0).
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Для опуклої фiгури F , яка очевидно належить класу C(0), побудуємо
дискретизоване зображення G(ε). Нехай ламана L — це межа опуклої обо-
лонки G(ε), яка обмежує фiгуру G. Побудуємо ламану L, яка розташована
вiдступом на 1 клiтину всередину L (рис. 7).

Рис. 7

Бiльш детально розписаний алгоритм можна подивитись у роботi [6].
Найголовнiше, що при цьому виконуються такi оцiнки стосовно периметра
P (F ), а також довжин ламаних L та L (будемо цi довжини позначати тими
самими лiтерами, якщо це не призведе до непорозумiння). L − 8ε ≤ L ≤
P (F ) ≤ L. Таким чином, найкращою оцiнкою периметра для опуклої фi-
гури є величина L− 4ε, точнiсть цiєї оцiнки 4ε. Далi стає зрозумiлим iдея
нового алгоритму апроксимацiї межi фiгури класу C(0). Ми будемо апро-
ксимувати опуклi дiлянки межi фiгури F , як складовi опуклої фiгури, а
угнутi дiлянки — як угнутої. Тодi одержана ламана L є шуканою апро-
ксимацiєю межi, при цьому швидкiсть прямування L → P (F ) пропорцiйна
ε. Детальне описання цього алгоритму а також аналiз його властивостей
забирає багато мiсця, детально про це можна ознайомитись в роботi [6].

3. Визначення гладкої метрики у класi фiгур C(0)

Серед фiгур на площинi вже iснують рiзнi типи метрик, якi виконують
ту чи iншу функцiю, тобто дозволяють вивчати певнi властивостi класiв
фiгур. У наших дослiдженнях виникла потреба у побудовi метрики, яка
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буде задовольняти такi властивостi (вони були природним продовженням
результатiв попереднього роздiлу).

Проблема 3. (Побудова гладкої метрики) Визначити у певному класi фi-
гур на площинi метрику, яка буде задовольняти таку умову: якщо послi-
довнiсть фiгур (Fn) збiгається до фiгури F у гладкiй метрицi при n →∞,
то P (Fn) → P (F ).

Для визначення гладкої метрики виберемо клас фiгур C(0), який був
визначений у попередньому роздiлi. Визначимо поняття узагальненої до-
тичної до фiгури F ∈ C(0). Нею буде така пряма, яка є опорною прямою
до деякої пiдмножини межi фiгури F (рис. 8). Внаслiдок того, що фiгура
класу C(0) розбивається на скiнченну кiлькiсть опуклих фiгур, а до опу-
клої фiгури можна провести лише двi опорнi прямi кожного напряму, то
i узагальнених дотичних можна провести скiнченну кiлькiсть кожного на-
пряму.

Рис. 8

Тепер визначимо поняття гладкої метрики [7–8]. Розглянемо двi довiльнi
фiгури F1, F2 з класу C(0). Виберемо довiльну точку M1 ∈ Γ (F1) (межа
фiгури F1 ) i деяку узагальнену дотичну l1 до фiгури F1 в точцi M1. По-
будуємо всi узагальненi дотичнi до фiгури F2, що паралельнi прямiй l1
(зрозумiло, що їх iснує скiнченна кiлькiсть) i виберемо серед них найближ-
чу до l1. Цю вiдстань мiж паралельними прямими позначимо r1 (M1, l1).
Далi визначаємо

r1 (M1) = max
M1∈ l1

r1 (M1, l1) , (1)

r1 = max
M1∈Γ(F1)

r1 (M1) . (2)

Мiняючи мiсцями фiгури F1 та F2 знаходимо величину r2. Тодi покладемо

ρ1 (F1, F2) = max { r1, r2 } , (3)
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ρ(1) (F1, F2) = ρ1 (F1, F2) + ρ(0) (F1, F2) , (4)
де ρ(0) (F1, F2) — метрика Хаусдорфа ([ 6 ]) мiж фiгурами F1 та F2.
Назвемо точку на межi фiгури F ∈ C(0) — пiком, або точкою звороту,

якщо будь-яка пряма, що проходить через цю точку є узагальненою до-
тичною до фiгури F . Фiгури класу C(0) утворюють клас C(1), якщо на їх
межi немає пiкiв.

Теорема 6. (Про гладку метрику). Якщо фiгура F ∈ C(1) та послiдов-
нiсть фiгур (Fn) ⊂ C(1) такi, що ρ(1) (Fn, F ) → 0 при n →∞, то P (Fn) →
P (F ).

4. Побудова елiпса мiнiмальної площi

Якщо є генеральна сукупнiсть точок на площинi i треба певним чином
видiлити їх основну частину, то з точки зору практичного використання це
повинна бути фiгура мiнiмальної можливої площi. Саме таким мiркування
задовольняє елiпс мiнiмальної площi (ЕМП) для заданої сукупностi точок
(особливо в припущеннi нормального розподiлу точок). Петунiним був за-
пропонований наближений алгоритм побудови елiпса мiнiмальної площi [9].
Алгоритм 1. (Наближена побудова ЕМП)

1) Знаходимо дiаметр множини M: BC = max
1≤i<j≤n

xixj .

2) Проведемо поворот системи координат таким чином, щоб вiдрiзок
BC попав на вiсь абсцис, при цьому множина M перетворюється в
множину M ′ (образ кожної точки xi, i = 1, n з множини M позна-
чимо через x′i, i = 1, n ).

3) Будуємо прямокутник P зi сторонами, паралельними координатним
осям, що мiстить множину M ′.

4) Проводимо операцiю стискання, при якiй прямокутник P перетво-
рюється в квадрат Q, множина точок M ′ перетворюється при цьому
в деяку множину M ′′, (образ кожної точки x′i, i = 1, n з множини
M ′ позначимо через x′′i , i = 1, n ).

5) Будуємо коло γ найменшого радiуса з центром, який збiгається з
центром квадрата Q, що мiстить усi точки множини M ′′.

6) Тепер проводимо всi зворотнi операцiї, при яких спочатку квадрат
Q перетворюється знов в прямокутник P, а далi поворот системи
координат, при якiй множина M ′ вiдображається в первiсну множи-
ну M, при цьому коло γ перетворюється в шуканий елiпс, який ми
й будемо вважати наближенням ЕМП для опуклого многокутника
M.

Для одержаного елiпсу виконується важлива практична властивiсть, iмо-
вiрнiсть попадання чергової точки xn+1 iз заданої генеральної сукупностi
у побудований елiпс складає n−1

n+1 .
Наступний алгоритм будує точний ЕМП, при цьому були вивченi гео-

метричнi властивостi фiгур задля ефективної роботи алгоритму. а також
рiзнi його модифiкацiї [10–13].
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Алгоритм 2. (Точна побудова ЕМП)

1) Розглянемо всi трикутники вигляду AiAjAk, де 1 ≤ i < j < k ≤ n,
що утворенi вершинами многокутника M , серед них знаходимо три-
кутник AiAjAk найбiльшої площi. Для цього трикутника будуємо
ЕМП eijk ; якщо виконується включення M ⊂ eijk, то eijk шуканий
ЕМП для всього многокутника M , i алгоритм побудови ЕМП за-
вершується; якщо ж M 6⊂ eijk, то переходимо до наступного кроку.

2) Розглянемо всi чотирикутники вигляду AiAjAkAl 1 ≤ i < j < k <
< l ≤ n, що утворюються вершинами многокутника M . Для кожно-
го з них необхiдно перевiрити умову M ⊂ eijlk, де eijlk є ЕМП для
вiдповiдного чотирикутника (i серед усiх ЕМП розглядаємо лише
тi, що мiстять усi чотири його вершини, бо iнакше цей елiпс вже
було б розглянуто на першому кроцi алгоритму). Якщо ця умова
виконується для одного з чотирикутникiв, то вiдповiдний ЕМП бу-
де ЕМП для всього многокутника M , i алгоритм завершує роботу.
Якщо ж включення M ⊂ eijlk не виконується для жодного з елiпсiв
eijlk, то переходимо до останнього кроку роботи алгоритму.

3) Розглянемо всi можливi п’ятикутники AiAjAkAlAm, 1 ≤ i < j <
< k < l < m ≤ n, що утворюються вершинами многокутника M , i
для кожного з них побудуємо вiдповiдний ЕМП (знову ми розгляда-
ємо лише тi ЕМП, що мiстять усi вершини вiдповiдного п’ятикутни-
ка, а тому вiн будується дуже легко, бо вiн є описаним навколо за-
даного опуклого п’ятикутника, а тому вiн iснує єдиний). Серед усiх
таких ЕМП iснує єдиний, що мiстить многокутник M . Цей ЕМП i
є шуканим, i алгоритм завершує свою роботу.

Практично неможливо показати оптимальнiсть цього алгоритму, але пра-
ктичнi реалiзацiї його надзвичайно добре себе показують в застосуваннях.
Також було розроблено ще багато iнших геометричних алгоритмiв, до яких
дещо менше вiдношення мав Петунiн, а тому не будемо тут детально їх роз-
писувати [14–18]. Розробленi геометричнi алгоритми разом з професором
Милейком Ю. Ю. (Duke University) та магiстром Галковським Т. О. бу-
ли протестованi та порiвнянi з аналогiчними алгоритмами Всесвiтньої еле-
ктронної бiблiотеки геометричних алгоритмiв та показали свої переваги. У
вереснi 2008 року при черговому переглядi Бiблiотеки їх було включено до
офiцiйного реєстру.

5. Висновки

Навiть ця невеличка добiрка результатiв професора Петунiна та його
учнiв показує всю його велич як ученого. Його iдеї, його першi результа-
ти задавали цiлий напрямок його учням для подальшого дослiдження на
багато рокiв вперед.
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