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БАГАТОВИМIРНА СТАТИСТИКА ВКЛЮЧЕННЯ

В. В. Алєксєєнко

Резюме. Розглядається нова багатовимiрна непараметрична ста-
тистика, заснована на порядкових статистиках i частотних хара-
ктеристиках. За основу взято p-статистику i статистику включе-
ння. Пропонується новий непараметричний критерiй для пере-
вiрки гiпотези про однорiднiсть багатовимiрних вибiрок.

Вступ
Нехай маємо еталоннi набори об’єктiв, що вiдповiдають вiдомим клас-

сам, i тестовi набори об’єктiв, належнiсть до класiв для яких необхiдно
визначити. Якщо для таких наборiв можна видiлити певну числову озна-
ку, то для класифiкацiї можна застосувати p-статистику, запропоновану
Д. А. Клюшиним i Ю. I. Петунiним у роботi [1]. Як альтернативу можна
застосувати статистику включення [2], що дозволяє значно зменшити скла-
днiсть обчислення, використовуючи ту саму iдею.

Розглянемо ситуацiю, коли для наборiв об’єктiв можна видiлити декiль-
ка незалежних числових ознак. Для того щоб застосувати p-статистику
або статистику включення можна лiнеаризувати вектор ознак, отримав-
ши одну ознаку, але в такому випадку втрачається iнформацiя, яку можна
було б використати для класифiкацiї.

Мета роботи — побудувати статистику для порiвняння вибiрок об’єктiв,
представлених векторами незалежних числових ознак.

Для спрощення викладок роглянемо об’єкти, для яких можна видiлити
двi незалежнi ознаки.

Багатовимiрна статистика включення.
Нехай x1,1, x1,2, ..., x1,n та x2,1, x2,2, ..., x2,n — вибiрки, отриманi простим

випадковим вибором iз генеральних сукупностей G1 i G2 вiдповiдно, по-
родженi неперервними випадковими величинами iз функцiями розподiлу
FG1 i FG2 . Нехай x(1,1) < x(1,2) < ... < x(1,n) та x(2,1) < x(2,2) < ... < x(2,n) —
вiдповiднi варiацiйнi ряди.

Нехай y1,1, y1,2, ..., y1,m та y2,1, y2,2, ..., y2,m — вибiрки, отриманi простим
випадковим вибором iз генеральних сукупностей H1 i H2 вiдповiдно, поро-
дженi неперервними випадковими величинами iз функцiями розподiлу FH1

i FH2 .
Згiдно гiпотези Хiлла

P
(
xr,k ∈ (x(r,i), x(r,j))

)
=

j − i

n + 1
, r = 1, 2. (1)
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Уведемо позначення:

Ir
0 =

(−∞; x(r,1)

)
, Ir

n =
(
x(r,n),∞

)
, Ir

j =
(
x(r,j), x(r,j+1)

)
, j = 1, n− 1, (2)

Ui,j = I1
i × I2

j . (3)

Тодi за формулою (1) має мiсце:

p = P (xk ∈ Ui,j) = P (x1,k ∈ I1
i , x2,k ∈ I2

j ) = (4)

= P (x1,k ∈ I1
i ) ∗ P (x2,k ∈ I2

j ) =
1

(n + 1)2
. (5)

Позначимо li,j — кiлькiсть пар yk = (y1,k, y2,k), таких що
yk ∈ Ui,j (y1,k ∈ I1

i , y2,k ∈ I2
j ) i fi,j = li,j

m – частоту потрапляння елемен-
тiв вибiрки yk в множину Ui,j .

Уведемо багатовимiрну статистику включення, яка є абсолютною вели-
чиною вiдхилення мiж частотою i ймовiрнiстю потрапляння векторiв ви-
бiрки yk в множини Ui,j :

η =
n∑

i,j=0

|p− fi,j |. (6)

Уведемо такi позначення:

b =





[
m

(n+1)2

]
+ 1, m

(n+1)2
>

[
m

(n+1)2

]

m
(n+1)2

, m
(n+1)2

=
[

m
(n+1)2

] ,

h – кiлькiсть (i, j) таких, що li,j ≥ b,
w =

∑
li,j≥b

li,j − b, δ+ = b− m
(n+1)2

, b = b− 1,

h – кiлькiсть (i, j) таких, що li,j ≤ b,
w =

∑
li,j≤b

b− li,j , δ− = m
(n+1)2

− b.

Лема 1. h, w, δ− можна визначити через h, w, δ+.

Доведення. h = (n + 1)2 − h.

w =
∑

li,j≤b

b− li,j =
∑

li,j≤b

b− ∑
li,j≤b

li,j = hb−
(

m− ∑
li,j≥b

li,j

)
=

= ((n + 1)2−h)(b− 1)−
(

m +
∑

li,j≥b

(b− li,j)−
∑

li,j≥b

b

)
=

=(n+1)2b−(n+1)2−hb+h−(m+w−hb)= (n+1)2b+h− (n+1)2−m−w.
Отже,

δ− =
m

(n + 1)2
− b =

m

(n + 1)2
− b + 1 = 1− δ+.

¤

Теорема 1. h однозначно визначає багатовимiрну статистику включен-
ня для визначених m i n.
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Доведення.

η =
n∑

i,j=0

|p− fi,j | =
∑

li,j≥b

∣∣∣ m
(n+1)2

− li,j

∣∣∣
m

+
∑

li,j≤b

∣∣∣ m
(n+1)2

− li,j

∣∣∣
m

) =

=

∑
li,j≥b

(li,j − m
(n+1)2

) +
∑

li,j≤b

( m
(n+1)2

− li,j)

m
=

∑
li,j≥b

(li,j − b + δ+) +
∑

li,j≤b

(b− li,j + δ−)

m
=

w + hδ+ + w + hδ−
m

.

За лемою 1 маємо

η =
w + hδ+ + (n + 1)2b + h− (n + 1)2 −m− w + ((n + 1)2 − h)δ−

m
= η(h).

Теореми є слушною, оскiльки b, δ+ i δ− обчислюються через m i n. ¤

Розподiл багатовимiрної статистики включення.
Припустимо, що вибiрки x1,i та y1,j належать однiй генеральнiй суку-

пностi G1 (G1 = H1), так само як i x2,i та y2,j належать однiй генеральнiй
сукупностi G2. Цю гiпотезу позначимо як H0.

Розглянемо об’єднанi вибiрки z1,1, z1,2, ..., z1,m+n = x1,1, x1,2, ..., x1,n,
y1,1, y1,2, ...y1,m та z2,1, z2,2, ..., z2,m+n = x2,1, x2,2, ..., x2,n, y2,1, y2,2, ...y2,m i ва-
рiацiйнi ряди z(1,1) < z(1,2) < ... < z(1,m+n) та z(2,1) < z(2,2) < ... < z(2,m+n).
Фактично така пара варiацiйних рядiв утворює "варiацiйну сiтку".

Оскiльки елементи вибiрок yr,j належать генеральним сукупностям Gr

i вiдповiдним варiацiйним рядам, то ми можемо вважати, що всi можливi
позицiї, що займають елементи yrj у варiацiйних рядах, є рiвноiмовiрними.
Набiр позицiй елементiв тестової вибiрки (yk) у варiацiйному рядi однозна-
чно визначає матриця li,j частот потрапляння векторiв вибiрки yk в мно-
жини Ui,j . Всього рiзних розподiлiв li,j iснує Cm

m+n2 — кiлькiсть способiв
обрати у "варiацiйнiй сiтцi"m позицiй, що вiдповiдають елементам yk.

Позначимо як S(n, k, l) кiлькiсть способiв розмiстити k кульок по n урнах
так, щоб в кожнiй було не бiльше нiж l кульок. Ця величина може бути
обчислена за допомогою таких рекурентних формул:

S(0, k, l) = 0, S(n, 0, l) = 1, S(n, 1, l) = n, S(1, k, l) = 1, k ≤ l,
S(n, k, l) = S(n− 1, k, l) + S(n− 1, k − 1, l) + ... + S(n− 1, k − l, l).

Теорема 2. Для визначених характеристик (h,w) кiлькiсть рiзних ма-
триць li,j, для яких характеристики будуть набувати цих значень, мо-
жна обчислити за формулою:

N(h,w) = Ch
(n+1)2C

w
h+w−1

S((n + 1)2 − h,m− bh− w, b− 1). (7)

Доведення. Кiлькiсть способiв обрати h позицiй серед (n + 1)2 дорiвнює
Ch

(n+1)2 . Згiдно позначень h — кiлькiсть позицiй матрицi li,j , вибiрковi зна-
чення в яких перевищують або дорiвнюють b, w — величина, на яку по
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цих позицiях сума елементiв у iнтервалi бiльша за b. Кiлькiсть матриць,
в яких на h позицiях знаходяться числа, що перевищують або дорiвню-
ють b так, що

∑
i,j

(li,j − b) = w — це те саме, що кiлькiсть способiв споча-

тку розташувати b кульок у h урнах, потiм ще додати w кульок до цих
урн. Кулькiсть способiв – Cw

h+w−1
. На iнших (n + 1)2 − h позицiях за-

лишається всього m − bh − w елементiв, при чому кiлькiсть елементiв в
кожнiй множинi не бiльше нiж b − 1. Тобто кiлькiсть варiантiв дорiвнює
S((n+1)2−h,m−bh−w, b−1). Отже, загальна кiлькiсть векторiв дорiвнює
Ch

(n+1)2C
w
h+w−1

S((n + 1)2 − h,m− bh− w, b− 1). ¤
Наслiдок 1. Для визначених m i n iмовiрнiсть того, що матрицi розпо-
дiлу li,j буде вiдповiдати пара (h,w), дорiвнює

p(h,w) =
Ch

(n+1)2C
w
h+w−1

S((n + 1)2 − h,m− bh− w, b− 1)

Cm
m+n

. (8)

Критерiй прийняття гiпотези H0

1. Для даних m та n (розмiрностей тестової та еталонної вибiрки)
обчислити ймовiрностi для всiх можливих пар (h,w).

2. Визначити пару характеристик (h0, w0) для заданих тестової i ета-
лонної вибiрки i вiдповiдну ймовiрнiсть p(h0, w0)

3. Обчислити α – суму iмовiрностей менш iмовiрних пар характери-
стик (h,w), нiж (h0, w0).

4. Нехай бажаний рiвень значущостi α0. Тодi критерiєм прийняття
гiпотези H0 буде α > α0.

Висновки
На основi iснуючих одновимiрних статистик запропоновано нову багатови-
мiрну непараметричну статику. За допомогою цiєї статистики побудований
критерiй перевiрки гiпотези про еквiвалентнiсть вибiрок векторiв ознак.
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