
Журнал обчислювальної та 2013, №1(111)
прикладної математики

Journal of Computational
& Applied Mathematics

УДК 517.982.22

ДIЖКОВIСТЬ ПРОСТОРУ ПОСЛIДОВНОСТЕЙ
СУМОВНИХ З ДЕЯКИМ СТЕПЕНЕМ, IЗ ЗМIНЕНОЮ

НОРМОЮ

А. В. Анiкушин

Резюме. У роботi введено до розгляду простiр послiдовностей,
що складається з елементiв lp, на якому введено норму простору
lq. При виконаннi умов 1 < p < q < ∞ у спряженому просторi
наведено приклад системи функцiоналiв, що є поточково обме-
женою, але не є обмеженою за нормою спряженого простору. На
основi цього зроблено висновок, що простiр, що розглядається,
не є дiжковим. Таким чином отримано конструктивне доведення
недiжковостi вказаного просторiв.

Вступ
Дiжковi простори (barreled spaces) виникають у функцiональному аналi-

зi поруч з принципом рiвномiрної обмеженостi, або класичною теоремою
Банаха-Штейнгауза. Це достатньо широкий клас просторiв, що, напри-
клад, мiстить у собi всi банаховi, повнi простори, простори Бера тощо.
Дiжковi простори також важливi через їхнiй зв’язок з теоремою про за-
мкнений графiк [1]. У монографiї [2] подано детальний огляд дiжкових
просторiв, їх властивостей, критерiїв дiжковостi.

У роботах [3, 4] було отримано деякi достатнi умови недiжковостi лiнiй-
ного нормованого простору. Зокрема в роботi [4] доведено, що простори

(lp, ‖ · ‖lq), 1 < p < q < ∞
не є дiжковими. Це твердження отримано з теореми, що встановлює доста-
тнi умови недiжковостi лiнiйного нормованого простору. Доведення цiєї те-
ореми носить неконструктивний характер. У той же час видається цiкавим
навести конкретний приклад, що встановлював би недiжковiсть вказаного
простору. Дана коротка замiтка присвячена вирiшенню цiєю задачi.

Основнi означення та твердження
Розглянемо лiнiйний топологiчний простiр V . Нагадаємо [5, 6], що мно-

жина S ⊆ V називається абсолютно опуклою, якщо ∀|α| ≤ 1 : αS ⊆ S.
Абсолютно опукла множина S ⊆ V називається поглинаючою, якщо для
кожного x ∈ V iснує α ∈ R таке, що x ∈ αS. Множина S ⊆ V називається
дiжкою, якщо S абсолютно опукла, замкнена та поглинаюча. Нарештi, лi-
нiйний топологiчний простiр V називається дiжковим, якщо довiльна дiж-
ка S у ньому є околом нуля.
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Нагадаємо, що поняття дiжковостi тiсно пов’язане [5, 6] з теоремою
Банаха-Штейнгауза [7], а також з поточковою та рiвномiрною обмеженi-
стю (одностайною неперервнiстю) лiнiйних вiдображень.

Конструкцiя послiдовностi функцiоналiв
Нехай 1 < p < q < ∞. Розглянемо простiр E = (lp, ‖ · ‖lq). Через p′, q′

позначимо числа, що задовольняють рiвностям 1/p+1/p′ = 1; 1/q +1/q′ =
1.

Покладемо α = q−1
q = 1

q′ i розглянемо послiдовнiсть дiйсних чисел
{k−α}∞k=1 . Неважко перевiрити, що виконується нерiвнiсть p′ > q′. Тодi
можна стверджувати, що

∞∑

n=1

1
np′α < ∞;

∞∑

n=1

1
nq′α = ∞.

Розглянемо лiнiйнi функцiонали fn : E → R, що визначенi таким чином:

fn(x) =
n∑

k=1

1
nα

· xk, x = (x1, x2, ...) ∈ E. (1)

Лема 1. Нехай fn визначено згiдно (1), тодi

‖fn‖E∗ =

(
n∑

k=1

1
kq′α

) 1
q′

.

Доведення. Скористаємося нерiвнiстю Гьолдера [7]:

∀x ∈ E : |fn(x)| =
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

xk

kα

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑

k=1

1
kq′α

) 1
q′

(
n∑

k=1

|xk|q
) 1

q

≤
(

n∑

k=1

1
kq′α

) 1
q′

‖x‖E .

Рiвнiсть досягається на елементi

x =
(

1−
αq′
q , 2−

αq′
q , ..., n

−αq′
q , 0, 0, 0, ...

)
∈ E.

¤
Лема 2. Послiдовнiсть функцiоналiв fn, що визначена згiдно (1) не є рiв-
номiрно обмеженою, але є поточково обмеженою.

Доведення. Згiдно леми 1 норми функцiоналiв fn є частковими сумами
ряду

∑∞
k=1 k−q′α. Але цей ряд є розбiжним внаслiдок вибору параметра α.

Тому ‖fn‖E∗ →∞, n →∞.
Розглянемо тепер довiльний елемент x ∈ E. Оскiльки x ∈ lp, а ряд∑
k−p′α — збiжний, то застосовуючи нерiвнiсть Гьолдера, отримаємо

|fn(x)| =
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

xk

kα

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑

k=1

1
kp′α

) 1
p′

(
n∑

k=1

|xk|p
) 1

p

≤
( ∞∑

k=1

1
kp′α

) 1
p′

‖x‖lp .

¤
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На основi леми 2 можна сформулювати таку теорему:

Теорема 1. Нехай 1 < p < q < ∞. Тодi простiр (lp, ‖ · ‖lq) не є дiжковим.

Висновки
Таким чином, вдалося навести конструктивне доведення недiжковостi

просторiв (lp, ‖ · ‖lq), 1 < p < q < ∞. Вiдзначимо, що при p = q ми маємо
справу з класичними просторами lp, p > 1. Як вiдомо [7], цi простори є
повними, а тому [5, 6] також i дiжковими. Це дозволяє, як висновок роботи,
сформулювати теорему:

Теорема 2. Нехай 1 < p ≤ q < ∞. Простiр (lp, ‖ · ‖lq) дiжковий тодi i
лише тодi, коли p = q.
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