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Резюме. В роботi розглянуто дослiдження стiйкостi формалi-
зму моделювання невизначеної динамiки, що базується на тео-
рiї можливостi та гiбридних автоматах. Застосування гiбридних
автоматiв дозволяє моделювати складну динамiку за допомогою
певної кiлькостi простих систем. Використання для моделювання
нечiткого аналога стохастичного рiвняння Iто вирiшує проблему
вiдсутностi статистичних данних та дозволяє дослiджувати са-
ме нечiтку траекторiю. Для отримання достатнiх умов стiйкостi
пропонується використовувати мультикомпонентнi функцiї Ля-
пунова.

Вступ

Методи теорiї можливостей дозволяють оцiнити рiвень iстини певної по-
дiї по вiдношенню до iнших подiй на основi суб’єктивних думок експертiв.
Цi методи кориснi для дослiдження невизначених процесiв або явищ, у ра-
зi, коли недостатнiсть статистичної iнформацiї не дозволяє застосовувати
iмовiрнiснi методи. Розв’язання таких задач як прогнозування розвитку
соцiально-економiчного явища, моделювання складної динамiки польоту,
часто вимагає використання диференцiальних рiвнянь, якi мiстять деяку
невизначенiсть. У таких областях, статистичнi даннi ненадiйнi або вiдсутнi,
тому доцiльно використовувати теоретико-можливоснi пiдходи [1]–[3].

У цьому контекстi широко розповсюдженi нечiткs диференцiальнi рiв-
няння, що базуються на теорiї нечiтких множин Заде [4]–[7]. Цi рiвняння
часто розглядаються або як звичайнi диференцiальнi рiвняння з нечiткими
параметрами, або як рiвняння, що призначенi для опису еволюцiї функцiй
приналежностi. Цi пiдходи є корисними в багатьох випадках, але мають
деякi недолiки. Диференцiальнi рiвняння з нечiткими параметрами не до-
зволяють описувати динамiку змiни невизначенностi. Рiвняння, що опи-
сують еволюцiю функцiї приналежностi, не дають якiсної характеристики
фазової траекторiї. Тому виникають певнi питання стосовно змiсту поняття
стiйкостi розв’язку. Для дослiдження стiйкостi таких рiвнянь використо-
вують метод функцiй Ляпунова [8]–[11]. У приведених статтях, в якостi
стiйкостi, автори розглядають динамiку вiдхилення функцiї приналежно-
стi вiд тотожньо нульової функцiї.

У цiй статтi ми пропонуємо дослiдження стiйкостi iншого формалiзму
моделювання невизначеної динамiки, що базується на теорiї можливостi
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та гiбридних автоматах [12]–[14]. Застосування гiбридних автоматiв дозво-
ляє моделювати складну динамiку за допомогою певної кiлькостi простих
систем. Використання для моделювання нечiткого аналога стохастичного
рiвняння Iто вирiшує проблему вiдсутностi статистичних данних та дозво-
ляє дослiджувати саме нечiтку траекторiю, а не ставлення до неї експер-
тiв. Для отримання достатнiх умов стiйкостi пропонується використовува-
ти мультикомпонентнi функцiї Ляпунова [13]–[14].

Основний результат

Введемо такi позначення. Нехай ‖·‖ — евклiдова норма в просторi Rd,
R+ = [0, +∞), ∇fV (y0) = V ′(y0)f(y0), якщо V : Rd → R i f : Rd → Rd або
f : Rd → Rd×l.

Будемо дослiджувати стiйкiсть стацiонарного стану [17] узагальненого
нечiткого гiбридного автомату з нечiтким перемиканням (УНГАНП) [17].
Зафiксуємо деякий УНГАНП GHA = (Q,Y, PS, Inv, Jump, Orb) i стацiо-
нарний стан y∗ ∈ St(GHA) (в припущеннi, що St(GHA) 6= ∅).
Означення 1. Стацiонарний стан y∗ ∈ St(GHA) називається стiйким з
рiвнем ᾱ, де ᾱ : (0, +∞) → [0, 1) — функцiя, визначена в околi нуля, якщо
для довiльного числа ε > 0 iснує число δ > 0, таке, що для всiх фазових
орбiт χ = (τ, q̄, ȳ, x) ∈ Orb, де ȳ = (yi)i∈〈τ〉 i τ = (Ii)i∈〈τ〉, таких, що y0(τ0) ∈
B(y∗, δ) i P{x} > ᾱ(ε), виконується умова yi(t) ∈ B(y∗, ε) для всiх i ∈ 〈τ〉 i
t ∈ Ii.

Для кожної частково визначеної функцiї f : R→ R позначимо Infinv(f)
частково визначену функцiю g : R→ R, що задана умовами:

g(y) = inf{x ∈ R|f(x) ≤ y}, якщо y ∈ R i множина {x ∈ R|f(x) ≤ y}
непорожня i обмежена зверху.
g(y) не визначено в iншому випадку.

Визначимо HL(HA, y∗) як множину кортежiв (ᾱ, (Vq)q∈Q, (νq)q∈Q), в яких:

ᾱ : (0, +∞) → [0, 1) — функцiя, визначена в околi нуля.
(Vq)q∈Q — iндексована сiм’я неперервних частково визначених фун-
кцiй з Y в R+.
(νq)q∈Q — iндексована сiм’я частково визначених функцiй vq : R+ →
R+, i виконуються такi умови, де ψ = Infinv(ᾱ):

L1) {y∗} ∪ Inv(q) ⊆ domVq для всiх q ∈ Q, i якщо (q2, y2) ∈
Jump(q1, y1, x) для деяких q1, q2 ∈ Q, y1, y2 ∈ Y i x ∈ X+, то y1 ∈
domVq1 i y2 ∈ domVq2 ;

L2) iснує число υ > 0, таке, що [0,υ)∪Rangeψ ⊆ dom vq, vq(0) = 0
i vq(w) > 0 при w ∈ dom vq\{0};

L3) Vq(y∗) = 0 для всiх q ∈ Q;
L4) якщо Vq(y) ≤ νq(w) для деяких y ∈ domVq i w ∈ dom vq, то

ρ(y∗, y) ≤ w;
L5) якщо q ∈ Q, x ∈ X+, P{x} ∈ domψ, χ = (τ, q̄, ȳ, x) ∈ Orb, i ∈

〈τ〉, q̄(i) = q i для деякого (скiнченного) iнтервалу (t1, t2) ⊂ [τi, τ
′
i)
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виконується нерiвнiсть Vq(yi(t)) > νq(ψ(P{x})) при t ∈ (t1, t2), то
функцiя t 7→ Vq(yi(t)) не зростає на iнтервалi (t1, t2).

Зауважимо, що функцiя t 7→ Vq(yi(t)) визначена на iнтервалi (τi, τ
′
i),

оскiльки yi(t) ∈ Inv(q̄(i)) при t ∈ (τi, τ
′
i).

Змiст елементiв кортежiв (ᾱ, (Vq)q∈Q, (νq)q∈Q) ∈ HL(GHA, y∗) такий:
функцiї (Vq)q∈Q грають роль функцiй Ляпунова, визначених окремо для
кожного дискретного стану автомата GHA i адаптованих для встановлен-
ня стiйкостi стацiонарного стану y∗ з рiвнем ᾱ; функцiя νq знаходить лiнiю
рiвня функцiї Vq, яка мiститься у кулi заданого радiусу (з центром в точцi
y∗).

Введемо такi позначення для всiх q1, q2 ∈ Q,u ∈ (0, 1]:

J(q1, q2, u) = {(y1, y2) ∈ Y × Y | ∃x ∈ Xu : (q2, y2) ∈ Jump(q1, y1, x)};
E = {(q1, q2) ∈ Q×Q | ∃x ∈ X+∃(y1, y2) ∈ Y ×Y : (q2, y2) ∈ Jump(q1, y1, x)}.
Означення 2. Орiєнтованим графом, який лежить в основi GHA назива-
ється пара (Q,E) i позначається як Gr(GHA).

Означення 3. Множиною часткових дискретних фазових орбiт GHA на-
зивається множина PDPO(GHA) = {(q̄(0), q̄(1), ..., q̄(k)) | ∃k ≥ 1,∃τ, q̄, ȳ, x :
(τ, q̄, ȳ, x) ∈ Orb ∧ k ≤ 〈τ〉}.

Змiстовно, це є множина непорожних скiнченних послiдовностей дискре-
тних станiв, якi може проходити автомат на деякiй фазовiй орбiтi.

Означення 4. Нечiтким гiбридним автоматом з нечiтким перемиканням
(НГАНП) називається кортеж HA = (Q,Y, PS, g, w, h, Inv, Init, Jump), в
якому:

Q — скiнченна множина дискретних станiв;
Y = Rd — множина неперервних станiв;
PS = (X, 2X , P ) — простiр можливостей з нормованою мiрою мо-
жливостi;
w : R × X+ → Rl — процес нечiткого блукання (ПНБ) [12],[13] на
просторi PS;
g : Q× Rd → Rd, h : Q× Rd → Rd×l — частково визначенi функцiї,
за допомогою яких задається неперервна поведiнка автомату пiд
час перебування в дискретному станi; будемо позначати gq = y 7→
g(q, y) i hq = y 7→ h(q, y);
Inv : Q → Y \{∅} — вiдображення, яке задає множину незмiнностi
дискретного стану;
Init ⊆ Q× Y — множина початкових станiв;
Jump : Q× Y ×X → 2Q×Y — вiдображення, яке задає умову пере-
ходу мiж дискретними станами;

i виконується умова Inv(q) ⊆ Domgq ∩Domhq для всiх q ∈ Q.

Означення 5. Фазовою орбiтою яка допускається НГАНП HA називає-
ться кортеж χ = (τ, q̄, ȳ, x), в якому x ∈ X+, τ = (Ii)N

i=0 ∈ HT, q̄ : 〈τ〉 → Q —
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вiдображення i ȳ = (yi)i∈〈τ〉 — iндексована сiм’я неперервних вiдображень
yi : Ii → Y , таких, що:

1) yi(t) ∈ Inv(q̄(i)) для всiх t ∈ [τi, τ
′
i), якщо i ∈ 〈τ〉 i крiм того, yi(τ ′i) ∈

Inv(q̄(i)), якщо i = N(τ) i τ ′i ∈ U(τ);
2) (q̄(i + 1), yi+1(τi+1)) ∈ Jump(q̄(i), yi(τ ′i), x) для всiх i ∈ 〈τ〉 \{N(τ)};
3) функцiя yi локально абсолютно неперервна на Ii i задовольняє дифе-

ренцiальне рiвняння за процесом нечiткого блукання [12],[13]

ẏi(t) = g(q̄(i), yi(t)) + h(q̄(i), yi(t))ẇ(t, x)

для майже всiх t ∈ Ii;
4) (q(0), y0(0)) ∈ Init.

Зауважимо, що в пунктi 3, функцiї t′ 7→ gq̄(i)(yi(t′)) i t′ 7→ hq̄(i)(yi(t′)) є
визначеними на Ii\{τ ′i}, оскiльки yi(t) ∈ Inv(q̄(i)) для всiх t ∈ [τi, τ

′
i) за

пунктом 1.
Позначимо: Orb(HA) — множина фазових орбiт автомату HA, ϕw —

функцiя розподiлу процесу нечiткого блукання w, а Ξ — його коварiацiйна
матриця [12],[13], тобто додатно-визначена матриця, така, що перехiдна
можливiсть ПНБ має вигляд P{w(t) = y |w(t0) = y0} = ϕ( ||Ξ

−1/2(y−y0)||2
(t−t0)2

).
Нехай λm — найменше власне число матрицi Ξ−1/2.

Поставимо у вiдповiднiсть автомату HA автомат УНГАНП

GHA = (Q, Y, PS, Inv, Jump, Orb(HA)),

де Y — простiр (Rd, ρ) з метрикою ρ(x, y) = ‖x− y‖. Зауважимо, що мно-
жина Orb(HA) задовольняє умови означення множини фазових орбiт УН-
ГАНП в силу умов означення фазової орбiти НГАНП, тому GHA дiйсно є
УНГАНП.

Автомат GHA є абстракцiєю автомату HA, тому визначенi для нього
поняття стацiонарного стану i стiйкостi з рiвнем можна перенести на HA.

Означення 6. Стацiонарним станом НГАНП HA називається стацiонар-
ний стан вiдповiдного УНГАНП GHA.

Будемо позначати St(HA) — множина стацiонарних станiв HA.

Означення 7. Стацiонарний стан y∗ ∈ St(HA) називається стiйким з рiв-
нем ᾱ, де ᾱ : (0,+∞) → [0, 1) — функцiя, визначена в околi нуля, якщо y∗
є стiйким з рiвнем ᾱ стацiонарним станом GHA.

Означення 8. Орiєнтованим графом, що лежить в основi HA (позначає-
ться Gr(HA)) називається орiєнтований граф, який лежить в основi GHA.

Розглянемо фiксований НГАНП HA = (Q,Y, PS, g, w, h, Inv, Init, Jump)
i вiдповiдний йому УНГАПН GHA.

Позначимо DF (Rd) — клас усiх частково визначених неперервних фун-
кцiй f : Rd → R+, якi є неперервно диференцiйовними на внутрiшностi
своєї областi визначеностi.

Визначимо HLo(HA, y∗) (конкретизацiя HL(GHA, y∗) для НГАНП) як
множину кортежiв (ᾱ, (Vq)q∈Q, (νq)q∈Q), в яких:
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ᾱ : (0,+∞) → [0, 1) — функцiя, визначена в околi нуля;
(Vq)q∈Q — iндексована сiм’я функцiй класу DF (Rd);
(νq)q∈Q — iндексована сiм’я визначених функцiй vq : R+ → R+,
визначених в околi нуля (включаючи нуль), i виконуються умови,
в яких ψ = Infinv(ᾱ):

Lo1) {y∗}∪Oq ⊆ DomVq для всiх q ∈ Q, де Oq — деяка вiдкрита на
множенi Inv(q), i якщо (q2, y2) ∈ Jump(q1, y1, x) для деяких q1, q2 ∈
Q, y1, y2 ∈ Y i x ∈ X+, то y1 ∈ DomVq1 i y2 ∈ DomVq2 ;

Lo2) vq(0) = 0 i vq(w) > 0 для всiх w ∈ Domvq\{0};
Lo3) Vq(y∗) = 0 для всiх q ∈ Q;
Lo4) якщо Vq(y) ≤ νq(w) для деяких y ∈ DomVq i w ∈ Domvq, то

‖y∗ − y‖ ≤ w;
Lo5) для всiх елементiв q ∈ Q, x ∈ X+ i y ∈ Inv(q) таких, що

P{x} ∈ Domψ i Vq(y1) > νq(ψ(P{x})) визначена, виконується

∇gqVq(y) ≤ − 1
λm

√
ϕ−1

w (P{x}) ∥∥∇hqVq(y)
∥∥ .

Змiст кортежiв (ᾱ, (Vq)q∈Q, (νq)q∈Q) ∈ HLo(HA, y∗) аналогiчний змiсту кор-
тежiв з множини HL(GHA, y∗): функцiї (Vq)q∈Q грають роль функцiй Ля-
пунова, визначених окремо для кожного дискретного стану HA i адаптова-
них для встановлення стiйкостi стацiонарного стану y∗ з рiвнем ᾱ. Функцiя
νq задає лiнiю рiвня функцiї Vq, яка мiститься у кулi заданого радiусу.

Зауважимо, що значення∇gqVq(y),∇hqVq(y) визначенi для всiх y ∈ Inv(q),
оскiльки виконується умова Lo1 i Inv(q) ⊆ Domgq ∩Domhq.

Лема 1. Для кожного x ∈ X+ нерiвнiсть ‖ẇ(t, x)‖ ≤ 1
λm

√
ϕ−1

w (P{x})
виконується для майже всiх t ∈ R+.

Доведення. Для всiх t1 6= t2 i C > 0 виконується

P{||w(t1, x)− w(t2, x)|| ≥ C|t1 − t2|} =

= sup{P{w(t1, x)− w(t2, x) = a} | ||a|| ≥ C|t1 − t2|} =

= sup

{
ϕw

(
||Ξ

−1/2a||2
(t1 − t2)2

)}
≤ ϕw

(
λ2

mC2(t1 − t2)2

(t1 − t2)2

)
= ϕw(λ2

mC2).

Внаслiдок довiльностi C > 0, для кожного x ∈ X+ маємо

||w(t1, x)− w(t2, x)|| ≤ 1
λm

√
ϕ−1

w (P{x})|t1 − t2|.

За результатом [18, Лема 3], для кожного x ∈ X+, траєкторiя t 7→ w(t, x) є
майже скрiзь диференцiйовною. Звiдси для майже всiх t ∈ R+ виконується

‖ẇ(t, x)‖ ≤ 1
λm

√
ϕ−1

w (P{x}).
¤

Далi будемо використовувати термiнологiю теорiї формальних мов. Вве-
демо такi позначення:
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– A∗ — множина слiв в алфавiтi A (тобто скiнченних послiдовностей
елементiв множини A), або замикання Клiнi формальної мови A;

– A+ — множина непорожнiх слiв в алфавiтi A, або обмежене зами-
кання Клiнi формальної мови A;

– |p| — довжина слова p;
– p1p2 або p1.p2 — конкатенацiя слiв p1 i p2;
– p1 / p2 — p1 є (можливо, порожнiм) пiдсловом p2;
– beg(p) — перша лiтера слова p, якщо слово p не порожнє;
– end(p) — остання лiтера p, якщо слово p не порожнє;
– beg(L) = {beg(p)|p ∈ L}, де L ⊆ A+;
– end(L) = {end(p)|p ∈ L}, де L ⊆ A+;
– pref(p) — множина (непорожнiх) префiксiв слова p;
– SwL(L) = {p | ∃u ∈ L : p /u} — множина пiдслiв усiх слiв множини

L ⊆ A+;
– SwLk(L) = {p | |p| = k∧∃u ∈ L : p /u} — множина пiдслiв довжини

k усiх слiв L ⊆ A+;
– PCl(L) =

⋃
p∈L

% (p) — префiксне замикання множини L ⊆ A+ (без

порожнього слова);
– PrL(L) = {L1 ∈ ∆ = ∆\{∅} | L1 = PCl(L)} — множина непорожнiх

префiкно-замкнених пiдмножин множини L ⊆ A∗.
Для дослiдження стiйкостi стацiонарних станiв з рiвнем ᾱ будемо вико-

ристовувати такий результат.

Теорема 1. [17] (Про стiйкiсть стацiонарних станiв УНГАНП).
Припустимо, що для УНГАНП GHA i стацiонарного стану y∗ iснує

кортеж HL = (ᾱ, (Vq)q∈Q, (νq)q∈Q) ∈ HL(GHA, y∗). Нехай ψ = Infinv(ᾱ).
Нехай vmax > 0 — число i

((SD, ·,≤SD,ΘD,≤Θ, •,≺SD),W, λ) = aes′(GHA, HL, vmax),

де aes′(GHA,HL, vmax) — асоцiйована розширена s′-структура [17].
Нехай W∗ ∈ PrL(W ) — множина, така, що PDPO(GHA) ⊆ W∗, де

PDPO(GHA) — множина часткових дискретних фазових орбiт GHA.
Припустимо, що Ai, Bi, Ci, i = 1, 2, ..,m — скiнченнi пiдмножини Q∗,

такi, що W∗ ⊆
⋃m

i=1 AiB
∗
i Ci; E0 = SwL2 (

⋃m
i=1 (AiCi ∪AiBiCi)) та вико-

нуються умови:
для кожної пари елементiв q1, q2 ∈ Q, таких, що q1q2 ∈ E0 iснує
число δq1q2 > 0 i вiдображення ϑq1q2 : [0, δq1q2 ] → R+ таке, що
ϑq1q2(0+) = ϑq1q2(0) = 0 i для всiх елементiв u ∈ D i пар (y1, y2) ∈
J(q1, q2, u) виконуються нерiвностi
(a) Vq2(y2) ≤ vq2(ψ(u)), якщо Vq1(y1) ≤ vq1(ψ(u)),
(b) Vq2(y2) ≤ ϑq1q2(Vq1(y1)), якщо Vq1(y1) ∈ [0, δq1q2 ] i

Vq1(y1) > vq1(ψ(u));
λ(p.beg(p)) ≤SD λ(beg(p)) для всiх p ∈ ⋃m

i=1 Bi, таких, що
p.beg(p) ∈ W .

Тодi стацiонарний стан y∗ стiйкий з рiвнем ᾱ.
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Доведемо ряд допомiжних лем.

Лема 2. Нехай D ⊆ Rd — вiдкрита множина, (t1, t2), де t1 < t2 — (скiн-
ченний) iнтервал R. Нехай V : D → R — неперервно диференцiйовна фун-
кцiя i ȳ : (t1, t2) → D — локально абсолютно неперервна функцiя. Тодi
функцiя t 7→ V (ȳ(t)) локально абсолютно неперервна на (t1, t2).

Доведення. Оберемо довiльне t0 ∈ (t1, t2). Оскiльки функцiя ȳ локально
абсолютно неперервна, то iснує число γ1 > 0, таке, що для кожного числа
ε > 0 iснує число δ0(ε) > 0, таке, що для кожної iндексованої сiм’ї iнтервалiв(
(t(i)1 , t

(i)
2 )

)
i∈N

в R, такої, що
∑

i≥1 t
(i)
2 − t

(i)
1 < δ0(ε) i

⋃

i≥1

(t(i)1 , t
(i)
2 ) ⊆ (t0 − γ1, t0 + γ1),

виконується нерiвнiсть
∑

i≥1

∥∥∥ȳ(t(i)2 )− ȳ(t(i)1 )
∥∥∥ ≤ ε.

Нехай Ō — замкнена куля Rd з центром в точцi ȳ(t0), така, що Ō ⊆ D.
Покладемо γ ∈ (0, γ1) — число, таке, що ȳ(t) ∈ Ō для всiх t ∈ (t0−γ, t0 +γ)
(яке iснує в силу неперервностi функцiї ȳ). Покладемо M — число, таке,
що

M > max
y∈Ō

∥∥∥∥
dV (y)

dy

∥∥∥∥ .

Цей максимум визначений, оскiльки функцiя V неперервно диференцi-
йовна.

Оберемо довiльне число ε > 0 i покладемо δ = δ0(ε/M) > 0 (де δ0(ε)
вказано вище). Нехай

(
(t(i)1 , t

(i)
2 )

)
i∈N

— iндексована сiм’я iнтервалiв в R,

така, що
∑

i≥1 t
(i)
2 − t

(i)
1 < δ i крiм того,

⋃

i≥1

(t(i)1 , t
(i)
2 ) ⊆ (t0 − γ, t0 + γ).

Тодi для кожного i ≥ 1 вiдрiзок [ȳ(t(i)1 ), ȳ(t(i)2 )] в Rd включається в Ō,
тому

∣∣∣V (ȳ(t(i)2 ))− V (ȳ(t(i)1 ))
∣∣∣ ≤

∥∥∥ȳ(t(i)2 )− ȳ(t(i)1 )
∥∥∥ max

y∈[ȳ(t
(i)
1 ),ȳ(t

(i)
2 )]

∥∥∥∥
dV (y)

dy

∥∥∥∥ <

< M
∥∥∥ȳ(t(i)2 )− ȳ(t(i)1 )

∥∥∥ .

Тодi
∑

i≥1

∣∣∣V (ȳ(t(i)2 ))− V (ȳ(t(i)1 ))
∣∣∣ < M

∑

i≥1

∥∥∥ȳ(t(i)2 )− ȳ(t(i)1 )
∥∥∥ ≤ ε.

В силу довiльностi вибору t0 ∈ (t1, t2) i числа ε > 0, функцiя t 7→ V (ȳ(t))
є локально абсолютно неперервною на (t1, t2).

Лему доведено. ¤
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Лема 3. HLo(HA, y∗) ⊆ HL(GHA, y∗) для кожної точки y∗ ∈ St(HA).

Доведення. Нехай HL = (ᾱ, (Vq)q∈Q, (νq)q∈Q) ∈ HLo(HA, y∗). Оскiльки для
HL виконуються умови Lo1 - Lo4, то для HL виконуються умови L1 - L4 i
достатньо перевiрити виконання умови L5.

Нехай q ∈ Q, x ∈ X+, P{x} ∈ Domψ, χ = (τ, q̄, ȳ, x) ∈ Orb, i ∈ 〈τ〉,
q̄(i) = q i для деякого непорожнього, скiнченного iнтервалу (t1, t2) ⊂ [τi, τ

′
i)

виконується нерiвнiсть Vq(yi(t)) > νq(ψ(P{x})) при t ∈ (t1, t2). Позначимо
f : (t1, t2) → R+ — функцiя, визначена рiвнiстю f(t) = Vq(yi(t)). Зауважи-
мо, що оскiльки yi(t) ∈ Inv(q) для всiх t ∈ (t1, t2), то функцiя f визначена
на (t1, t2). Застосовуючи лему 2 до функцiї Vq на внутрiшностi своєї обла-
стi визначення (яка включає Inv(q)) i функцiї yi на (t1, t2), отримуємо, що
функцiя f є локально абсолютно неперервною на (t1, t2).

Оскiльки yi(t) ∈ Inv(q) для всiх t ∈ (t1, t2), то за умовою Lo5, для всiх
t ∈ (t1, t2) виконується нерiвнiсть

∇gqVq(yi(t)) ≤ − 1
λm

√
ϕ−1

w (P{x}) ∥∥∇hqVq(yi(t))
∥∥ .

За лемою 1, для майже всiх t ∈ (t1, t2) виконується нерiвнiсть

‖ẇ(t, x)‖ ≤ 1
λm

√
ϕ−1

w (P{x}).

Оскiльки для майже всiх t ∈ (t1, t2) виконується

ẏi(t) = gq(yi(t)) + hq(yi(t))ẇ(t, x),
тодi

df(t)
dt

=
dVq(yi(t))

dy

(
gq(yi(t)) + hq(yi(t))ẇ(t, x)

) ≤

≤ dVq(yi(t))
dy

gq(yi(t)) +
1

λm

√
ϕ−1

w (P{x})
∥∥∥∥
dVq(yi(t))

dy
hq(yi(t))

∥∥∥∥ =

= ∇gqVq(yi(t)) +
1

λm

√
ϕ−1

w (P{x})∥∥∇hqVq(yi(t))
∥∥ ≤ 0

для майже всiх t ∈ (t1, t2).
Враховуючи, що функцiя f є локально абсолютно неперервною на (t1, t2),

приходимо до висновку, що функцiя f незростає на iнтервалi (t1, t2), тобто
функцiя t 7→ Vq(yi(t)) не зростає на (t1, t2).

Таким чином, умова L5 виконується, а отже HL ∈ HL(GHA, y∗). Тодi
отримуємо включення HLo(HA, y∗) ⊆ HL(GHA, y∗).

Лему доведено. ¤
Для довiльного орiєнтованого графу G = (Q,E) позначимо

W (G) = Q ∪ {p ∈ Q+\Q | p = q1q2...qn ∧ qi ∈ Q ∧ ∀i ∈ 2, n (qi−1, qi) ∈ E}.
тобто це є множина слiв в алфавiтi Q, якi зображають маршрути в орiєн-
тованому графi G як послiдовностi вузлiв.

Нехай
Winit(HA) = W (Gr(HA)) ∩ Init.Q∗,
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тобто це є множина слiв в алфавiтi Q, якi зображають маршрути в графi,
якi починаються в станi з множини Init.

Зауважимо, що
Winit(HA) ∈ PrL(W (Gr(HA))) i PDPO(GHA) ⊆ Winit(HA).

Теорема 2. Припустимо, що для автомату HA i стацiонарного стану
y∗ ∈ St(HA) iснує кортеж HL = (ᾱ, (Vq)q∈Q, (νq)q∈Q) ∈ HLo(HA, y∗).
Нехай ψ = Infinv(ᾱ). Нехай Ai, Bi, i = 1, 2, ..., m — скiнченнi пiдмножини
Q∗, такi, що Winit(HA) ⊆ ⋃m

i=1 AiB
∗
i . Нехай E0 = SwL2 (

⋃m
i=1 (Ai ∪AiBi)).

Нехай vmax > 0 — деяке число i

((SD, ·,≤SD, ΘD,≤Θ, •,≺SD),W, λ) = aes′(GHA, HL, vmax).

Припустимо, що виконуються умови:
1) для кожної пари елементiв q1, q2 ∈ Q, таких, що q1q2 ∈ E0 iснує

число δq1q2 > 0 i вiдображення ϑq1q2 : [0, δq1q2 ] → R+ таке, що ϑq1q2(0+) =
= ϑq1q2(0) = 0 i для всiх елементiв u ∈ D i пар (y1, y2) ∈ J(q1, q2, u) вико-
нуються нерiвностi

Vq2(y2) ≤ vq2(ψ(u)), якщо Vq1(y1) ≤ vq1(ψ(u)),
Vq2(y2) ≤ ϑq1q2(Vq1(y1)), якщо Vq1(y1) ∈ [0, δq1q2 ] i Vq1(y1) > vq1(ψ(u));

2) λ(p.beg(p)) ≤SD λ(beg(p)) для всiх p ∈ ⋃m
i=1 Bi, таких, що p.beg(p) ∈

W ;
Тодi стацiонарний стан y∗ автомату HA стiйкий з рiвнем ᾱ.

Доведення. За лемою 3, HL ∈ HL(GHA, y∗). Крiм того, PDPO(GHA) ⊆
⊆ Winit(HA) i Winit(HA) ∈ PrL(W (Gr(HA))). Тому для доведення теоре-
ми достатньо використати теорему 1, поклавши Ci = {ε} для i = 1, 2, .., m,
де ε — порожнє слово i W∗ = Winit(HA).

Теорему доведено. ¤
Теорема 3. Припустимо, що для НГАНП HA i стацiонарного стану y∗ ∈
St(HA) iснує кортеж HL = (ᾱ, (Vq)q∈Q, (νq)q∈Q) ∈ HLo(HA, y∗), такий,
що Vq ∈ DF∞

0 (Rd, y∗) для всiх q ∈ Q. Нехай ψ = Infinv(ᾱ), i Ai, Bi —
скiнченнi пiдмножини Q∗ для i = 1, 2, .., m, такi, що

Winit(HA) ⊆ ⋃m
i=1 AiB

∗
i .

Нехай E0 = SwL2 (
⋃m

i=1 (Ai ∪AiBi)), vmax > 0 — деяке число i
((SD, ·,≤SD,ΘD,≤Θ, •,≺SD),W, λ) = aes′(GHA, HL, vmax).

Припустимо, що виконуються умови:
1) для кожної пари елементiв q1, q2 ∈ Q, такої, що q1q2 ∈ E0 i всiх

u ∈ D i (y1, y2) ∈ J(q1, q2, u), таких, що Vq1(y1) ≤ vq1(ψ(u)), виконується
Vq2(y2) ≤ vq2(ψ(u));

2) λ(p.beg(p)) ≤SD λ(beg(p)) для всiх p ∈ ⋃m
i=1 Bi, таких, що p.beg(p) ∈

W .
Тодi стацiонарний стан y∗ автомату HA стiйкий з рiвнем ᾱ.

Доведення. Застосуємо теорему 2, для чого достатньо довести виконання
другої нерiвностi умови 1 з її формулювання, тобто, що для кожної пари
елементiв q1, q2 ∈ Q, таких, що q1q2 ∈ E0 iснує число δq1q2 > 0 i вiдобра-
ження ϑq1q2 : [0, δq1q2 ] → R+ таке, що ϑq1q2(0+) = ϑq1q2(0) = 0 i для всiх
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елементiв u ∈ D i пар (y1, y2) ∈ J(q1, q2, u), таких, що Vq1(y1) ∈ [0, δq1q2 ] i
Vq1(y1) > vq1(ψ(u)), виконується нерiвнiсть Vq2(y2) ≤ ϑq1q2(Vq1(y1)).

Зафiксуємо пару q1, q2 ∈ Q, таку, що q1q2 ∈ E0 i покладемо δq1q2 =
= νq1(1) > 0. Визначимо вiдображення ϑq1q2 : [0, δq1q2 ] → R+ рiвнiстю

ϑq1q2(v) = sup{Vq2(y)|y ∈ DomVq1 ∩DomVq2 ∧ Vq1(y) ≤ v}.
Зауважимо, що це значення визначено, бо y∗ ∈ DomVq1 ∩DomVq2 i скiн-

ченне, оскiльки при Vq(y) ≤ νq(1)(1) виконується ‖y∗ − y‖ ≤ 1, а функцiя
Vq2(y) локально обмежена. Оскiльки Vq1(y) > 0 при y 6= y∗, то ϑq1q2(0) = 0.
Оскiльки ϑq1q2 монотонна, то значення ϑq1q2(0+) визначено. Перевiримо,
що ϑq1q2(0+) = 0. Дiйсно, inf

ε>0
ϑq1q2(νq1(ε)) = 0, оскiльки функцiя Vq1неперер-

вна на своїй областi визначення i Vq1(y∗) = 0. Але якщо ϑq1q2(0+) 6= 0, то
ϑq1q2(0+) > 0 i тодi inf

ε>0
ϑq1q2(νq1(ε)) > 0, бо νq1(ε) > 0 при ε > 0. Отже,

ϑq1q2(0+) = 0. Якщо (y1, y2) ∈ J(q1, q2, u) для деякого u ∈ D, то y1 = y2, бо
автомат неiмпульсний, i y1 ∈ DomVq1 ∩DomVq2 . Тому Vq2(y2) ≤
≤ ϑq1q2(Vq1(y1)) за визначенням ϑq1q2 .

Отже за теоремою 2, стацiонарний стан y∗ стiйкий з рiвнем ᾱ.
Теорему доведено. ¤

Висновки

Автором пропонуються достатнi умови стiйкостi нечiткого гiбридного ав-
томату iз нечiтким перемиканням. Перемикання станiв вiдбувається при
досягненнi фазовою траекторiєю поверхнi перемикань. В локальних ста-
нах динамiка складної невизначеної системи описується нечiтким анало-
гом стохастичного рiвняння Iто. Це дозволяє вирiшити проблему вiдсутно-
стi статистичних данних та дослiджувати саме нечiтку траекторiю, а не
ставлення до неї експертiв. Дослiдження проводиться за допомогою муль-
тикомпонентних функцiй Ляпунова.

Роботу виконано при пiдтримiцi ДФФД проект № № Ф28.1/033.
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