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М-ФУНКЦIЙ НА ТРИВИМIРНОМУ ДИСКУ

О. Н. Вятчанiнова, О. O. Пришляк, К. О. Пришляк

Резюме. Використовуючи розклади на m-ручки, дається кри-
терiй гомотопiчної еквiвалентностi функцiй на тривимiрних тi-
лах. Для трививимiрного диску доводиться, що двi m-функцiї без
внутрiшнiх критичних точок можна з’єднати шляхом у просторi
m-функцiй, якщо вони мають однаковi числа критичних точок
кожного iндексу.

Вступ

При дослiдженнi простору функцiй на многовидi часто видiляють пiд-
множини, якi складаються з функцiй загального положення (страти коро-
змiрностi 0). Це функцiї, якi при малому ворушiннi зберiгають свої топо-
логiчнi властивостi. На замкнутих многовидах такими функцiями є простi
функцiї Морса. Шлях в просторi функцiй Морса це неперервна сiм’я фун-
кцiй Морса. Будемо такий шлях називати гомотопiєю. В. Шарком [1] та
С. Максименком [2] було доведено, що двi функцiї Морса можна з’єднати
шляхом у просторi функцiй Морса на замкненому двовимiрному многовидi
тодi та тiльки тодi, коли функцiї мають однакове число критичних точок
кожного iндексу.

Для многовидiв з краєм аналогом функцiй Морса є m-функцiї. Це такi
функцiї, у яких всi критичнi точки є невиродженими та не лежать на краю,
а також такi, що обмеження функцiї на край є функцiєю Морса. Топологi-
чнi властивостi m-функцiй дослiджувалися у роботах [3–8]. С. Максименко
для топологiчної класифiкацiї m-функцiй використовував графи з iнволю-
цiєю [8]. В роботi [9] описанi всi простi орiєнтованi атоми на поверхнях з
краєм, а також дана повна пошарова класифiкацiя простих m-функцiй на
компактних орiєнтованих поверхнях з краєм.

Мета даної роботи — використовуючи m-ручки, дати критерiй iснува-
ння шляху мiж двома m-функцiями на тривимiрному тiлi без внутрiшнiх
критичних точок, а також гомотопiчна класифiкацiя таких функцiй на три-
вимiрному диску.

Нехай M — гладкий компактний n-вимiрний многовид з краєм.
Означення 1. Функцiя f : M → R називається m-функцiєю, якщо:
а) усi її критичнi точки — невиродженi i не лежать на краю ∂M ;
б) обмеження f∂ функцiї f на ∂M є функцiя Морса.
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Критичнi значення m-функцiї складаються з критичних значень фун-
кцiй f i f∂ . m-функцiї це узагальнення функцiй Морса для многовидiв на
многовиди з краєм.
Означення 2. Нехай x ∈ ∂M — критична точка f∂ . Iндексом ind x

цiєї критичної точки називається пара (λ, ε), де λ — звичайний iндекс, а
ε = +1, якщо вектор grad fx спрямований назовнi i ε = −1, якщо grad fx

спрямований усередину многовиду M . Якщо x /∈ ∂M — критична точка f ,
то iндекс визначається звичайним чином.

1. m-ручки

Для диска, напiвдиска, сфери i пiвсфери введемо такi позначення:
Dλ={x=(x 1, x 2, . . . , xλ‘)∈Rλ |

∑λ
i=1 x2

i ≤ 1}, Dλ
+={x∈ Dλ |xλ≥0},

Sλ−1=∂Dλ, Sλ−1
+ ={x∈ Sλ−1|xλ≥0}.

Простi ручки
Означення 3. Будемо говорити, що многовид W отримано з многови-

да М за допомогою приклейки ручки hλ = Dλ × Dn−λ iндексу λ, якщо
W = M

⋃
ϕ Dλ ×Dn−λ, де ϕ : ∂Dλ ×Dn−λ → Int∂+M — гладке вкладення.

Отриманий многовид W будемо розглядати як многовид з кутами
(W, ∂W, V−∪V+). Тут ∂W=∂−M ∪∂0M ∪∂+W i ∂+W — многовид з кра-
єм, отриманий в результатi перебудови Морса многовида ∂+M ; ∂−M , ∂0M ,
V− i V+ — початковi пiдмноговиди.
Означення 4. Диски Dλ×{0} i {0}×Dn−λ називаються середнiм i косе-

реднiм дисками, а їх границi Sλ−1×{0} i {0}×Sn−λ−1 — середньою i косе-
редньою сферами.
m-ручки iндексу (λ,−1)
Означення 5. Множина W отримана з многовиду М за допомогою

приклейки тонкої m-ручки hλ−
T = Dλ ×Dn−λ−1 iндексу (λ, −1), якщо

W = M ∪ϕ Dλ ×Dn−λ−1
,

де ϕ : ∂Dλ ×Dn−λ−1 → V+ — гладке вкладення.
m-ручки iндексу (λ,−1) є стовщенням тонкої m-ручки iндексу λ. Бiльш

точно: многовид W отримано з многовиду М за допомогою приклейки
m-ручки hλ− = Dλ × Dn−λ

+ iндексу (λ,−1) якщо W = M ∪ϕ Dλ ×Dn−λ
+ ,

де ϕ : ∂Dλ × Dn−λ
+ → ∂+M — гладке вкладення таке, що

ϕ(∂Dλ ×Dn−λ
+ )

⋂
V+ = ϕ(∂Dλ ×Dn−λ−1) i Dn−λ−1 = ∂Dn−λ

+ \IntSn−λ−1
+ .

При цьому ∂0W виходить з ∂0 M приклейкою ручки iндексу λ: ∂0W=∂0M
∪Dλ×Dn−λ−1, де ψ = ϕ|Sλ−1×Dn−λ−1 , а ∂+W дифеоморфно ∂+ M iз прикле-
єною ручкою iндексу λ: ∂+W=(∂+M \ϕ(∂Dλ×Sn−λ

+ )) ∪φDλ × Sn−λ−1
+ , де

φ = ϕ|Sλ−1×Sn−λ−1
+

. Кут V + замiняється (у результатi перебудови

Морса) на пiдмноговид V+\(ϕ(∂Dλ × Dn−λ−1))∪γ (Dλ × ∂Dn−λ−1 ), де
γ = ϕ|Sλ−1×Sn−λ−2 . Пiдмноговид ∂−M i V − при приклейцi m-ручки iндексу
(λ, −1) не змiнюються.
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Означення 6. Диски Dλ×{0} i {0}×Dn−λ
+ називаються середнiм диском

i косереднiм напiвдиском, а їх границi Sλ−1× 0 i 0× Sn−λ−1 — середньою i
косередньою сферами m-ручки.

За побудовою, приклейка m-ручки iндексу (λ,−1) рiвносильна (резуль-
тати дифеоморфнi) приклейцi комiру (∂+M

⋃
ϕ Dλ ×Dn−λ−1)× [0, 1] пiсля

приклейки тонкої m-ручки.
m-ручки iндексу (λ,+1)
Означення 7. Кажуть, що многовид W отриманий з многовиду М за

допомогою приклейки m-ручки hλ+ = Dλ+1
+ ×Dn−λ−1 iндексу (λ,+1), якщо

W = M ∪ ϕDλ+1
+ ×Dn−λ−1,

де ϕ : Dλ ×Dn−λ−1 → ∂+M — гладке вкладення таке, що

ϕ(Dλ ×Dn−λ−1)
⋂

∂+V = ϕ(∂Dλ ×Dn−λ−1).

Тут Dλ = ∂Dλ+1
+ \IntSλ

+. При цьому ∂0W виходить iз ∂0M приклейкою
ручки iндексу λ: ∂0W = ∂0M ∪ψ Dλ ×Dn−λ−1, де ψ = ϕ|Sλ−1×Dn−λ−1 , а
∂+ M дифеоморфно ∂+W iз приклеєною ручкою iндексу n− λ− 2:

∂+W=(∂+M \Intϕ(Dλ×Dn−λ−1 )) ∪φDλ+1
+ × Sn−λ−2 ,

де φ = ϕ|Dλ×Sn−λ−2 . Кут V + замiняється (у результатi перебудови Морса)
на пiдмноговид V+\(ϕ(∂Dλ × Dn−λ−1 ))∪γ (Dλ × ∂Dn−λ−1 ), де
γ = ϕ|Sλ−1×Sn−λ−2 . Пiдмноговиди ∂−M i V − при приклейцi m-ручки iн-
дексу (λ,+1) не змiнюються.
Зауваження. Многовиди W i M є дифеоморфними при приклеюваннi

ручки iндексу (λ,+1). Змiнюється лише розбиття їх країв на двi частини i
кут. Крiм того, якщо пiсля приклеювання ручки iндексу (λ,+1) приклеїти
комiр (це не змiнює многовиду i розбиття його краю), то це те ж саме, що
приклеїти комiр до ∂+M\ϕ(Dλ ×Dn−λ−1) , не приклеюючи ручки. Отже,
при приклеюваннi ручки iндексу (λ,+1) з ∂+ M видаляється тонка λ-ручка.
Означення 8. Диски Dλ+1

+ ×{0} i {0}×Dn−λ−1 називаються середнiм
напiвдиском i косереднiм диском, а їх границi Sλ×{0} i {0}×Sn−λ−2 —
середньою i косередньою сферами.

2. m-розклади на ручки

Означення 9. m-розкладом на ручки називається послiдовнiсть вкла-
день M0 ⊂ M1 ⊂ M2 ⊂ ... ⊂ MN = M таких, що M0 = ∂−M × [0, 1], Mi+1

отримано з Mi за допомогою приклейки звичайної чи m-ручки.
Означення 10. m-розкладом на ручки з комiрами називається послi-

довнiсть вкладень M ′
0 ⊂ M1 ⊂ M ′

1 ⊂ M2 ⊂ ... ⊂ M ′
N = M таких, що

M ′
0 = ∂−M×[0,1], Mi виходить з M ′

i−1 за допомогою приклейки звичайних
чи m-ручок, а M ′

i виходить з Mi за допомогою приклейки комiра Ni× [0, 1],
де Ni = ∂+Mi. На кожнiм комiрi задана проекцiя π : Ni × [0, 1] → [0, 1].
Означення 11. m-розклади на ручки з комiрами називаються iзомор-

фними, якщо iснує гомеоморфiзм мiж многовидами, що переводить ручки
в ручки, комiри в комiри, зберiгаючи розбивку комiрiв на шари.
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За кожною m-функцiєю f : M → R1 iз критичними значеннями {1,2,...,
N} задамо m-розклад на ручки з комiрами так, що при цьому внутрiшностi
комiрiв Ni×[0, 1] будуть пошарово гомеоморфними компонентам зв’язностi
множини M \f−1({1, 2, ..., N}). Це можна зробити так само, як i для фун-
кцiй Морса, якщо взяти в якостi ручок регулярнi околи критичних точок,
а внутрiшностi комiрiв — доповнення до цих околiв i критичних рiвнiв.

Розпишемо цю конструкцiю детальнiше для випадку тривимiрного тiла i
функцiї без внутрiшнiх критичних точок. Почнемо з ручок iндексу (λ,+1).
Для вiдповiдної критичної точки спочатку побудуємо ручку на межi ∂M
для функцiї f∂ . Середнiми дисками ручки для критичної точки x буде пре-
ретин стiйкого многовиду поля grad f∂ з множиною f−1(f (x)−δ, f (x)+δ),
а сама ручка це ε-окiл середнього диску в преретинi з цiєю множиною. M-
ручка буде об’єднанням частин траекторiй поля grad f , для точок яких
значення функцiї не менше f (x) − δ. М-ручка iндексу (λ,−1) може бути
побудована як ручка iндексу (n − λ,+1) для функцiї −f . Вирiжемо так
побудованi m-ручки i розрiжемо многовид за критичними рiвнями. Компо-
ненти зв’язностi отриманої множини будуть комiрами.

Для отримання розкладу на m-ручки розглянемо на кожному комiрi
градiєнтно-подiбне векторне поле, яке дотикається бокової поверхнi кожно-
го комiру (iснування такого поля доведено в [5]). Параметризувавши кожну
траєкторiю параметром з [0,1] пропорцiйно довжинi дуги, отримаємо стру-
ктуру прямого добутку на комiрi. Стиснемо дугу кожної траєкторiї мiж
верхньою i нижньою основами комiра в точку. Фактично ми позбудемось
комiрiв, а вiдповiдне приклеювання ручок буде задаватися структурами
прямих добуткiв на комiрах.

3. Гомотопiчна еквiвалентнiсть m-функцiй

Теорема 1. (Еквiвалентнiсть функцiй на комiрах). Якщо функцiї ма-
ють однаковi градiєнтно-подiбнi векторнi поля з локальними координата-
ми {0,0,1} на F × [0, 1], де F – поверхня, а функцiї сталi i мають однаковi
значення на основах цилiндра F ×{0} (мiнiмальне) i F ×{1} (максималь-
не), то iсную деформацiя однiєї функцiї в iншу, стала на основах.

Доведення. Нехай x, y — координати на M , а z — координата на [0,1].
Для функцiй f i g шукана деформацiя задається формулою

ft = (1− t) f + tg.

При цьому f0=f , f1=g, ft (x, y, 0)= (1−t) f (x, y, 0)+tg (x, y, 0)=f (x, y, 0) ,
ft (x, y, 1) = (1− t) f (x, y, 1) + tg (x, y, 1) = f (x, y, 1). За умовою теореми
∂f
∂z > 0 i ∂f

∂z > 0. Тодi ∂ft

∂z = (1− t) ∂f
∂z + t∂g

∂z > min
(

∂f
∂z , ∂g

∂z

)
> 0. Отже, поле

{0,0,1} є градiєнтно подiбним для ft при кожному t.
Наслiдок. Теорема залишиться справедливою, якщо в умовi однаковi

поля замiнити на iзотопнi.
Доведення. Якщо ht : M → M — iзотопiя, то ft = f(ht) — шукана

деформацiя функцiї.
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Оскiльки iзотопiя ручок задає структуру прямого добутку на комiрi, то
вона може бути реалiзована, як деформацiя функцiй.

Теорема 2. (Перестановка ручок або критичних точок). Якщо в розкладi
на ручки вони не перетинаються, то їх можна приклеювати в довiльному
порядку (зробити значення однiєї критичної точки бiльшим за iншi).

Доведення аналогiчне доведенню для звичайних функцiй [1].
Цi теореми дозволяють довiльний розклад на руки звести до такого, що

ручки приклеюються в такому порядку: спочатку ручки iндексу (0, –1),
далi ручки iндексу (0,+1), (1, –1), (1,+1), (2, –1) i останнiми ручки iндексу
(2,+1). При цьому ручки iндексу (1,±1) не перетинаються мiж собою. Ру-
чки iндексу (1, –1) будемо також називати зовнiшнiми 1-ручками, а iндексу
(1,+1) — внутрiшнiми 1-ручками.

Додавання ручок — це операцiя, при якiй одна (1,±1)-ручка ковзає по
iншiй (1,±1)-ручцi. При цьому, якщо внутрiшня (1,+1)-ручка ковзає по зов-
нiшнiй одним кiнцем середнього диску, то щоб позбутися перетину мiж ни-
ми треба також здiйснити ковзання по цiй самiй зовнiшнiй ручцi iншого
кiнця, або того самого кiнця в зворотньому напрямку.

Двi ручки називаються доповняльними, якщо середнiй диск однiєї пере-
тинає косереднiй диск iншої в однiй точцi i вони мають сусiднi iндекси та
однаковi знаки. Доповняльними можуть бути такi пари ручок: 1) (0, –1) i
(1, –1); 2) (0,+1) i (1,+1); 3) (1, –1) i (2, –1); 4) (1,+1) i (2,+1). Отже, однiєю
з доповняльних ручок є 1-ручка.

Скорочення ручок — це операцiя, яка знищує пару доповняльних ручок.
Це означає, що в розкладi на ручки будуть вiдсутнi цi двi ручки. При цьо-
му геометрично збiльшується на об’єднання пари доповняльних ручок та
(0,±1)- або (2,±1)-ручка, до якої належить iнший кiнець середнього або ко-
середнього диску (1,±1)-ручки, вiдповiдно. Обернена операцiя — уведення
пари доповняльних ручок.

Теорема 3. Двi функцiї на тривимiрному тiлi є гомотопiчно еквiвален-
тними тодi та тiльки тодi, коли вони мають однаковi числа ручок для
кожного iндексу i з розкладу на m-ручки однiєї можна отримати роз-
клад iншої за допомогою iзотопiй, перестановок, додавань, скорочень та
уведень пар доповняльних ручок.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай функцiї гомотопiчно еквiвалентнi. Ос-
кiльки невиродженiсть критичної точки забезпечує їй структурну стiй-
кiсть, то при гомотопiї зберiгаються критичнi точки i їх iндекси. Вектор
градiєнта не може дотикатися краю в критичних точках, а отже, при гомо-
топiї зберiгається також знак критичної точки. Якщо зафiксувати рiманову
метрику, то при гомотопiї з розкладами на ручки будуть вiдбуватися iзо-
топiї ручок, а також перестановка ручок (коли значення функцiї в однiй
критичнiй точцi збiльшується, або в iншiй зменшується) та додавання, коли
стiйкi та нестiйкi многовиди 1-ручок проходять положення, в якому вони
нетрансверсальнi.
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Достатнiсть. Iзотопiї, перестановки та додавання ручок можуть бути
реалiзованi за допомогою гомотопiї згiдно теорем 1 та 2. Пара доповняль-
них ручок гомеоморфна двовимiрному диску приклеєному по дузi свого
краю. Вона може бути зроблена як завгодно малою i перемiщена iзотопiєю
в будь-яке мiсце. Число доповняльних ручок, що скоротилися або були уве-
денi, задається рiзницею чисел ручок iндексу (0,±1) та (2,±1) початкового
i кiнцевого розкладiв на ручки. Це забезпечує рiвнiсть пар доповняльних
ручок. А отже, iснує iзотопiя набору пар доповняльних ручок першого роз-
кладу в такий набiр пар iншого розкладу. Ця iзотопiя, як i ранiше, реалi-
зується гомотопiєю функцiй.

4. Функцiї на тривимiрному диску.

Наша подальша мета — побудувати розклад з мiнiмальним числом ручок
кожного iндексу.

Оскiльки межа многовиду зв’язна, то для кожної, крiм першої,
(0, ±1)-ручки знайдеться доповняльна (1, ±1)-ручка. Якщо вони однако-
вого знаку, то ця пара ручок може бути скорочена. Двi (0, –1)-ручки не мо-
жуть бути з’єднанi (1,+1)-ручкою. Проте (0,+1)-ручка може бути з’єднана
(1, –1)-ручкою з iншими ручками. В цьому випадку ця пара ручок рiвно-
сильна однiй простiй 1-ручцi на 3-многовидi. Аналогiчно, (2, ±1)-ручки,
крiм однiєї (2,+1)-ручки, з’єднуються (1, ±1)-ручками. Пари однакового
знаку скорочуються, а пара (1,+1)-ручки з (2, –1)-ручкою рiвносильна про-
стiй 2-ручцi. Якщо пара (0,+1) та (1, –1)-ручок утворюють просту 1-ручку,
то незаклеєна частина краю (0,+1)-ручки буде дугою на краю поверхнi.
Тодi будь-яка (1,+1)-ручка, що приклеюється хоча б одним кiнцем до цi-
єї компоненти краю, може бути зроблена доповняльною до (0,+1)-ручки.
Аналогiчно, для простої 2-ручки.

Розклад на ручки, що не мiстить пар доповняльних ручок чи пар, що
можуть бути зробленi доповняльними пiсля iзотопiї, будемо називати мiнi-
мальним.

Теорема 4. Двi m-функцiї без внутрiшнiх критичних точок на триви-
мiрному диску можна з’єднати шляхом в просторi m-функцiй без вну-
трiшнiх критичних точок, якщо вони мають однаковi числа критичних
точок кожного iндекса.

Доведенння. Необхiднiсть випливає з теореми 3.
Достатнiсть. Нехай функцiї мають однаковi числа критичних точок

кожного iндекса. Це означає, що в розкладi на m-ручки у них однакове
число ручок кожного iндекса. Скоротимо всi пари доповняльних ручок.
Якщо пара (0,+1)- та (1, –1)-ручок утворюють просту 1-ручку, то її при-
клейка додасть твiрну до фундаментальної групи многовида. Оскiльки ця
група тривiальна, то знайдеться 2-ручка (утворена парою (1,+1)-ручки з
(2, –1)-ручкою) доповняльна до цiєї 1-ручки. Тодi (1,+1)-ручка вiд 2-ручки
буде доповняльною до (0,+1)-ручки з 1-ручки. Отже, поскорочуються всi
(0,±1)-ручки, крiм однiєї (0, –1)-ручки.

92



ГОМОТОПIЧНА КЛАСИФIКАЦIЯ НЕКРИТИЧНИХ М-ФУНКЦIЙ ...

Так само поскорочуються всi (2,±1)-ручки, крiм однiєї (2, +1)-ручки.
Тодi число (1,±1)-ручок буде визначати рiд поверхнi краю. Оскiльки для
тривимiрного диску цей рiд дорiвнює 0, то (1,±1)-ручок не буде. Отже, роз-
клад на ручки звiвся до двох ручок iндексу (0, –1) та (2, +1). Два будь-яких
таких розклади будуть iзотопнi оскiльки на двовимiрнiй сферi iзотопнi гра-
ницi (0, –1)-ручок. Використання теореми 3 завершує доведення.

Висновок.
Доведено критерiй гомотопiчної еквiвалентностi (теорема 3) без внутрi-

шнiх критичних точок на тривимiрних тiлах. На його основi отримана
гомотопiчна класифiкацiя таких m-функцiй на тривимiрному диску. Цей
критерiй важливий для отримання гомотопiчної класифiкацiї на довiльно-
му тривимiрному тiлi. Фактично вiн зводить задачу гомотопiчної класи-
фiкацiї до задачi побудови канонiчного розкладу на m-ручки та проблеми
iзотопiї таких розкладiв.
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