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В. Ю. Гончаренко

Резюме. У роботi доведена можливiсть представлення матри-
цi оберненої до розрiдженої, у виглядi добутку розрiджених ма-
триць. Отримана точна оцiнка довжини факторизацiї. Показа-
но зв’язок факторизацiї матриць з побудовою прикладного про-
грамного забезпечення розподiлених обчислювальних систем з
локальною взаємодiєю.

Вступ

Розглянемо просторово одновимiрне рiвняння тепломасопереносу зi слаб-
кою нелiнiйнiстю

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
+ f(u, x), x ∈ [0; 1], t ∈ [0;∞)

з початковими умовами

u(x, 0) = u0(x), u(0, t) = u1(t), u(1, t) = u2(t).

Припустимо, що u1(t), u2(t), та f(u, x) задовольняють всiм необхiдним
умовам.

Для дискретизацiї задачi скористаємось методом скiнченних рiзниць ([1],
с. 565).

Оберемо рiвномiрну сiтку ωh з кроком h, що має n внутрiшнiх вузлiв по
просторовiй змiннiй, та рiвномiрну сiтку ωτ з кроком τ по часовiй змiннiй.
Використовуючи неявну схему, запишемо систему рiвнянь вiдносно значень
сiткової функцiї на (k + 1)-му часовому шарi.
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k

Рис. 1. Шаблон явної схеми.
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yk
0 = u1((k + 1)τ),

yk+1
i −yk

i
τ = 1

h2 (yk
i+1 − 2yk

i + yk
i−1) + f(yk

i ), i = 1, n,

yk
n+1 = u2((k + 1)τ),

де yk
i — значення сiткової функцiї в просторовiй точцi (i, k). Пiсля елемен-

тарних перетворень значення сiткової функцiї в i -й точцi на (k+1)-му шарi
можна знайти за формулою

yk+1
i =

τ

h2
(yk

i+1 − (2− h2

τ
)yk

i + yk
i−1) + f(yk

i )τ. (1)

Отже, для переходу вiд часового шару з номером k до наступного ча-
сового шару з номером (k + 1) у i-й просторовiй точцi достатньо знати
значення сiткової функцiї у точках (i− 1, k), (i, k), (i + 1, k), тобто у самiй
точцi (i, k) та двох сусiднiх (i − 1, k), (i + 1, k). В операторному виглядi
перехiд на наступний шар реалiзується, як дiя вiдображення

F (ȳ) = Cȳ + f̄k, (2)

де С — трьохдiагональна матриця Якобi.
Це спостереження за часiв появи мiкропроцесорiв наштовхнуло голланд-

ського iнженера Я.Пакера (Y.Paker) на iдею створити спецiалiзований об-
числювач для розв’язання задач математичної фiзики явними методами,
яку вiн запатентував у 1977 роцi [2].

1                  2                  3                                n-2               n-1                n

Рис. 2. Структура обчислювальної системи.

На рисунку 2 наведена структура такої обчислювальної системи. Ква-
дратами позначаються процесори, стрiлками — дуплекснi канали зв’язку.
Для переходу на (k + 1)-й шар i-й процесор системи повинен по каналах
зв’язку обмiнятися iнформацiєю про значення сiткової функцiї з сусiднiми
процесорами та обчислити значення сiткової функцiї yk+1

i за формулою (1).
Отже, обчислювальна система може знаходитися в двох станах.
A. ”Обмiн” — коли i-та машина отримує iнформацiю про значення сiтко-

вої функцiї в машинах, що безпосередньо з нею зв’язанi.
Б. ”Обчислення” — обчислення значення сiткової функцiї в наступному

часовому шарi.
За один цикл ”обмiн”-”обчислення” на обчислювальнiй системi, що зобра-

жена на рисунку 2, можна реалiзувати дiю вiдображення вигляду
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F (x̄) =





f1(x1; x2),
· · ·,
fi(xi−1; xi; xi+1),
· · ·,
fn(xn−1;xn),

(3)

Робота такої обчислювальної системи може бути зображена у виглядi
суперпозицiї вiдображень вигляду (3)

ȳ = Fk(. . . (F3(F2(F1(x̄)))))
або

ȳ = Fk ◦ Fk−1 ◦ . . . ◦ F1(x̄).
Для обчислювальної системи, зображеної на рисунку 2 побудуємо орiєн-

тований граф мiжмашинних зв’язкiв G. Якщо двi машини зв’язанi дупле-
ксним каналом зв’язку, то їх сполучають двома рiзнонапрямленими дугами
(вiд однiєї до iншої i навпаки).

Машини мають локальну пам’ять. На графi це вiдображається наявнi-
стю петлi в кожнiй вершинi (рис. 3).

.   .   .

Рис. 3. Граф мiжмишинних зв’язкiв.

Матриця сумiжностi графа, зображеного на рисунку 3, має вигляд



1 1 0 0 · · · 0
1 1 1 0 · · · 0
0 1 1 1 · · · 0
0 0 1 1 · · · 0
. . . . . . .
0 · · · 1 1 1
0 · · · 0 1 1




.

Зауважимо, що матриця С у вiдображеннi (2) має нулi на тих самих
мiсцях, що i матриця сумiжностi графа мiжмашинних зв’язкiв в G. Стов-
пчики матрицi сумiжностi вказують, вiд яких машин може отримати данi
i-та машина, а отже, вiд яких змiнних можуть бути обчисленi координатнi
функцiї вiдображення (3).

Стiйкiсть явних схем накладає обмеження на вiдношення τ
h2 ([1], с. 674).

Вiдношення τ
h2 повинно бути достатньо малим. Зростання точностi апро-

ксимацiї по просторовiй змiннiй приводить до квадратного збiльшення ча-
сових шарiв.
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Тому застосуємо до вихiдного рiвняння неявну рiзницеву схему з шабло-
ном, що наведений на рисунку 4

i           i+1i-1

k+1

k

Рис. 4. Шаблон неявної схеми.
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0 = u1((k + 1)τ),
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i −yk
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h2 (yk+1
i+1 − 2yk+1

i + yk+1
i−1 ) + f(yk

i ), i = 1, n,

yk+1
n+1 = u2((k + 1)τ),

Пiсля елементарних перетворень отримаємо систему рiвнянь

−yk+1
i−1 + (2 +

h2

τ
)yk+1

i − yk+1
i+1 = h2f(yk

i ) +
1
τ
yk

i , i = 1, n.

Або в операторнiй формi

C1ȳ
k+1 = f̄k.

Трьохдiагональна матриця C1 є матрицею з дiагональною перевагою,
тому вона оборотна [4] (с. 52–53) i розв’язок системи можна представити у
виглядi

ȳk+1 = C−1
1 f̄k.

Але матриця C−1
1 , обернена до трьохдiагональної, буде заповненою. Вона

не є вiдображенням вигляду (3), отже, виникає питання чи можна матрицю
C−1

1 взагалi реалiзувати у виглядi послiдовностi вiдображень (3).
Iншими словами, чи можна матрицю C−1

1 представити у виглядi добутку
скiнченної кiлькостi трьохдiагональних матриць.

Узагальнена постановка задачi про факторизацiю

Розглянемо багатопроцесорну обчислювальну систему MIMD структури
з локальною взаємодiєю (за класифiкацiєю Флiна [3]). Iнтерпретуємо її як
орiєнтований граф G. Вершинами графа є унiверсальнi машини, а дугами
— однонапрямленi канали зв’язку. Якщо i-та машина може передати по-
вiдомлення машинi з j-тим номером, то граф має дугу, яка починається в
вершинi з номером i та закiнчується в вершинi з номером j. Якщо машина
має локальну пам’ять, то вiдповiдна вершина має петлю. Назвемо граф G
графом мiжмашинних зв’язкiв обчислювальної системи.
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Позначимо символом Θi множину номерiв тих вершин графа, з яких в
i-ту вершину веде дуга. Iншими словами, Θi — це множина номерiв вершин
зiркового графа заходу до вершини з номером i [5].

Нехай Xi — множина станiв i-ї машини, xi ∈ Xi, тодi вектор
x̄ = {x1;x2; ...; xn} описує стан системи. Позначимо символом D множи-
ну можливих станiв обчислювальної системи (D ⊆ ⊗n

i=1Xi). Розглянемо в
функцiонуваннi системи моменти змiни станiв. Природньо припустити, що
наступний стан машини з номером i є функцiєю вiд власного попередньо-
го стану та стану машин, безпосередньо зв’язаних з нею, тобто машин з
номерами з Θi. Тодi наступний стан системи буде вектором вигляду

ȳ = F (x̄) = {f1(x̄), ..., fi(x̄), ..., fn(x̄)}, (4)

де вiдображення F переводить множину D в себе, а його координатнi фун-
кцiї fi(x̄) залежать лише вiд тих координат вектора станiв, номери яких
належать Θi.
Означення. Вiдображення вигляду (4) називається погодженим зi стру-

ктурою графа G.
Функцiонування системи можна представити як послiдовнiсть станiв

x̄(j) = Fj(Fj−1(Fj−2(. . . F1(x̄(0))) . . .)), j ∈ N, (5)

де всi Fi — вiдображення, погодженi зi структурою графа, x̄(i),. . . ,x̄(j) —
вектори початкового та наступного за ним стану системи. Вiдображення
Φ = Fj ◦ Fj−1 ◦ . . . ◦ F0, що переводить x̄(i) в x̄(j), необов’язково є пого-
дженим зi структурою графа. Представлення вiдображення Φ у виглядi
композицiй вiдображень, що погодженi зi структурою графа, називається
факторизацiєю. Доведення можливостi факторизацiї вiдображення є пре-
дметом теорiї розпаралелювання алгоритмiв. Кiлькiсть вiдображень в фа-
кторизацiйному ланцюзi називається його довжиною. Iснує багато способiв
факторизацiї вiдображення. Найбiльш ефективний той, що приводить до
ланцюга найменшої довжини.
Визначення. Найменшою довжиною факторизацiї вiдображення Φ :

D → D вiдображеннями, погодженими зi структурою графа, називається
найменша можлива довжина факторизацiйного ланцюга

min
σ(F )

{j|F = Fj ◦ Fj−1 ◦ . . . ◦ F0}, (6)

де F — погоджене зi структурою графа вiдображення, σ(F ) — множина
всiх можливих способiв факторизацiї вiдображення Φ.

Найменша довжина факторизацiї конкретного вiдображення

Φ характеризує найвищу продуктивнiсть, якої може досягти обчислюваль-
на система при реалiзацiї дiї ȳ = Φx̄. Розвинути обчислення погоджених
зi структурою графа вiдображень можна надаючи D ⊆ ⊗n

i=1Xi власти-
востi конкретних математичних структур. Далi розглядається важливий
для чисельного аналiзу випадок, коли множина станiв для кожної машини
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є множиною дiйсних чисел, а множина станiв обчислювальної системи —
арифметичниим векторним простором Rn.

Нехай G — деякий орiєнтований граф, що мiстить n вершин, з петлею в
кожнiй вершинi (дуги та петлi однократнi), BG — його матриця сумiжностi.
Вкажемо вигляд матриць лiнiйних операторiв, що дiють на Rn i погодже-
нi зi структурою графа G. Для цього в множинi квадратних матриць MN

введемо вiдношення порядку. Назвемо матрицю A = {ai,j | = 1, n} переду-
ючою матрицi B = {bi,j | = 1, n}, якщо з того, що bi,j = 0 випливає, що
ai,j = 0 (позначається A ≺ B). Це означає, що на тих мiсцях, де у бiльшої
матрицi В стоять нулi, у меншої матрицi А також повиннi бути нулi. Iншi
елементи меншої матрицi можуть бути будь-якими.

Лiнiйний оператор С є узгодженим зi структурою графа G тодi i тiльки
тодi, коли його матриця C ≺ BT

G, де BT
G — транспонована матриця сумi-

жностi графа G.
Критерiй факторизацiї було вказано в роботi [6].
Теорема (критерiй факторизацiї). Будь-який невироджений лiнiйний

оператор в Rnможе бути представлений у виглядi композицiї операто-
рiв, погоджених зi структурою графа G, тодi i тiльки тодi, коли граф G
сильно зв’язний з петлею в кожнiй вершинi.

Довжина факторизацiї оцiнювалась числом 2dn(n − 1) + 1, де d ≥ 1 —
дiаметр графа.
Теорема. Для будь-якої невиродженої матрицi A ∈ Mn з ненульовими

елементами на головнiй дiагоналi iснує такий факторизацiйний ланцюг
для її оберненої матрицi A−1 =!m × Cm−1 × · · · × C1, що всi Ck ≺ A та її
довжина менша n.

Доведення.Нехай A — квадратна матриця розмiру n × n. Розглянемо її
характеристичний многочлен

Pn(λ) = det(λE −A) = λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + . . . + +an−1λ + an.

Якщо A — невироджена матриця, то вiльний член характеристичного
многочлена an = Pn(0) = det(−A) 6= 0 вiдмiнний вiд нуля. По теоремi
Гамiльтона-Келлi характеристичний многочлен Pn(λ) є тим, що анулює
матрицю A, тобто

An + a1A
n−1 + a2A

n−2 + ... + an−1A + anE = 0.

Представимо останнiй доданок цiєї матричної рiвностi у виглядi
anE = anA−1A, тодi

An + a1A
n−1 + a2A

n−2 + ... + an−1A = −anA−1A.

Домножимо справа на A−1 i роздiлимо на −an, отримаємо

A−1 = − 1
an

(An−1 + a1A
n−2 + ... + an−1E).
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Таким чином, пiдстановка матрицi A в многочлен

Bn−1(λ) :=
1
λ

(Pn(λ)− an)

дає з точнiстю до знаку матрицю, приєднану (взаємну) по вiдношенню до
A. Доведення випливає з того, що A + λE ≺ A, та можливостi розкладу
Bn−1(λ) на множники.

Результат є точним у тому сенсi, що iснують такi матрицi A ∈ Mn, для
яких довжина факторизацiйного ланцюга дорiвнює n− 1 (наприклад, ма-
триця C1).

Висновок
Нехай G — граф мiжмашинних зв’язкiв обчислювальної системи. Матри-

ця А — оборотна. Тодi на такiй обчислювальнiй системi можливий розв’я-
зок СЛАР Ax̄ = b̄ за не бiльш нiж (n− 1) циклiв ”обмiн-обчислення”.
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