
Журнал обчислювальної та 2013, №1(111)
прикладної математики

Journal of Computational
& Applied Mathematics

УДК 519.6

IТЕРАЦIЙНI МЕТОДИ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ
НЕЛIНIЙНИХ ЗАДАЧ НАЙМЕНШИХ КВАДРАТIВ

С. М. Шахно

Резюме. Запропоновано новi рiзницевi i параметричнi iтерацiйнi
методи для розв’язування нелiнiйних задач найменших квадра-
тiв. Обгрунтовано локальну збiжнiсть методiв i знайдено область
єдиностi розв’язку. Побудовано модифiкацiї методу Гаусса-Ньюто-
на з послiдовною та паралельною апроксимацiями оберненого
оператора та вивчено їхню збiжнiсть.

Вступ

Нелiнiйнi задачi найменших квадратiв часто потрiбно розв’язувати в
наукових та iнженерних задачах. Зокрема, вони виникають при розв’язу-
ваннi перевизначених систем рiвнянь, при оцiнюваннi параметрiв фiзичних
процесiв за результатами вимiрювань, при побудовi нелiнiйних регресiйних
моделей, при оцiнюваннi параметрiв i перевiрцi гiпотез в математичнiй ста-
тистицi, в керуваннi рiзними об’єктами, процесами тощо.

Для їх розв’язування можна використовувати добре вiдомi методи Гаусса-
Ньютона та Левенберга-Марквардта, якi мають квадратичну збiжнiсть у
спецiальному випадку нульового вiдхилу [1, 2, 3, 4, 5]. Цi методи викори-
стовують похiднi вiд функцiй. Однак на практицi значення функцiй часто
отримують з експериментiв або як результат обчислення на комп’ютерi,
тодi аналiтичних похiдних не iснуватиме. Якщо похiдна функцiї задається
складною формулою, її обчислення може бути обтяжливим. Тому актуаль-
ними є розробка i використання методiв, що використовують у своїх iтера-
цiйних формулах тiльки значення функцiй, i разом з тим володiють висо-
кою швидкiстю збiжностi. Найпростiшим методом такого типу є метод [6],
який збiгається з надлiнiйною швидкiстю збiжностi — з порядком 1,618...
у випадку нульового вiдхилу. Проте в даному випадку виникає проблема
вибору кроку скiнченних рiзниць. У цiй статтi запропоновано i дослiджено
за єдиною методикою, розробленою нами, методи з порядками збiжностi
1,618. . . , 1,839..., 2 та 1 +

√
2, якi використовують апроксимацiю якобiана

подiленими рiзницями. Також розроблено параметричнi модифiкацiї ме-
тодiв Гаусса-Ньютона та Левенберга-Маркварта i методи з апроксимацiєю
оберненого оператора для розв’язування нелiнiйної задачi про найменшi
квадрати.

Головнi результати цiєї працi детально викладенi в статтях [7, 8, 9, 10,
11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23].
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У статтях [11, 18] для розв’язування нелiнiйної задачi про найменшi
квадрати пропонуються новi iтерацiйнi методи без похiдних зi швидкiстю
збiжностi 1,618, 1,839. . . та 2. Розроблена схема доведення, за якою з єди-
ної точки зору проведено дослiдження класу iтерацiйно-рiзницевих методiв
з рiзними порядками збiжностi. За результатами проведеного чисельного
експерименту новий метод порiвнюється з вiдомими рiзницевими методами
та класичним методом Гаусса-Ньютона.

У статтях [17, 19] проведено дослiдження однокрокової модифiкацiї ме-
тоду Гаусса-Ньютона з використанням апроксимацiї похiдної подiленими
рiзницями. Вивчено локальну збiжнiсть методу у випадку, коли подiленi
рiзницi задовольняють узагальнену умову Лiпшиця. Встановлено умови та
швидкiсть збiжностi цього методу, знайдено область єдиностi розв’язку за-
дачi. Проведено аналогiчнi дослiдження за узагальнених умов Гьольдера.

У статтi [15] дослiджено iтерацiйно-рiзницевий метод з надквадратичною
збiжнiстю розв’язування нелiнiйної задачi про найменшi квадрати, який не
потребує обчислення матрицi похiдних. Доведено теорему, яка обгрунтовує
збiжнiсть, та визначено швидкiсть збiжностi розглянутого методу. Наве-
дено результати числового експерименту. У статтi [14] вивчено локальну
збiжнiсть цього методу у випадку, коли подiленi рiзницi задовольняють
узагальнену умову Лiпшиця. Знайдено область єдиностi розв’язку задачi.

У статтях [7, 20] запропоновано та дослiджено збiжнiсть однопарамет-
ричної модифiкацiї методу Гаусса-Ньютона та Левенберга-Маркварта i на-
ведено результати чисельних розрахункiв.

У статтi [8] застосовано метод з порядком збiжностi 1 +
√

2 до нелiнiй-
них задач найменших квадратiв та проведено чисельний експеримент, у
[12] запропоновано та вивчено швидкiсть збiжностi методiв з послiдовною
i паралельною апроксимацiями оберненого оператора,

Стаття [21] присвячена практичнiй реалiзацiї методiв розв’язування не-
лiнiйних задач найменших квадратiв, у [22, 23] побудовано алгоритм для
розв’язування нелiнiйних задач найменших квадратiв з обмеженнями типу
рiвностей i нерiвностей.

Опишемо коротко структуру статтi. У першому пунктi наведенi означе-
ння подiлених рiзниць та умов Лiпшиця для подiлених рiзниць, сформу-
льовано рiзницевi методи розв’язування нелiнiйних задач найменших ква-
дратiв. Другий пункт присвячений обгрунтуванню локальної збiжностi рi-
зницевих методiв. У третьому пунктi вивчено збiжнiсть методу типу хорд
за узагальнених умов Лiпшиця та Гьольдера для подiлених рiзниць першо-
го порядку. У четвертому пунктi вивчено збiжнiсть рiзницевого методу з
надквадратичною збiжнiстю за звичайних та узагальнених умов Лiпшиця,
встановлено область єдиностi розв’язку задачi. Всi теореми сформульованi
в термiнах подiлених рiзниць. У п’ятому пунктi розглянуто параметричнi
методи розв’язування нелiнiйних задач найменших квадратiв, якi викори-
стовують похiднi. Шостий пункт присвячений методам з апроксимацiєю
оберненого оператора. У сьомому пунктi зроблено короткi висновки.
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1. Постановка задачi. Подiленi рiзницi та рiзницевi iтерацiйнi
процеси

Розглянемо нелiнiйну задачу про найменшi квадрати:
Знайти

min
x∈IRn

1
2
F (x)T F (x), (1)

де F : IRn → IRm (m ≥ n) — нелiнiйна по x функцiя.
У цiй статтi ми з єдиної точки зору дослiдимо iтерацiйнi методи вигляду

xn+1 = xn − [AT
nAn]−1AT

nF (xn), n = 0, 1, ... , (2)

де An — лiнiйний оператор, який є подiленою рiзницею або лiнiйною ком-
бiнацiєю подiлених рiзниць першого порядку вiд функцiї F (x).

Зазначимо, що при An = F ′(xn) отримуємо добре вiдомий метод Гаусса-
Ньютона [1]. Локальна збiжнiсть цього методу дослiджена в [1, 24], а на-
пiвлокальна збiжнiсть вивчена у статтях [2, 5].

Для опису iтерацiйно-рiзницевих методiв попередньо введемо деякi озна-
чення.

Нехай X, Y — два банаховi простори, D — пiдмножина простору X, а x,
y та z — три точки з D. Лiнiйний оператор з X в Y , позначуваний F (x, y),
називається подiленою рiзницею першого порядку вiд F за точками x i y,
якщо вiн задовольняє умову [25, 26]

F (x, y)(x− y) = F (x)− F (y). (3)

Подiленою рiзницею другого порядку вiд функцiї F за точками x, y та z
називатимемо оператор F (x, y, z), який задовольняє умову

F (x, y, z)(y − z) = F (x, y)− F (x, z). (4)

Позначимо B(x0, r) = {x : ‖x − x0‖ < r} — кулю радiуса r з центром в
точцi x0.

Умову на оператор подiленої рiзницi F (x, y)

‖F (x, y)− F (u, v‖ ≤ L(‖x− y‖+ ‖u− v‖), ∀x, y, u, v ∈ D (5)

називаємо умовою Лiпшиця зi сталою L.
Якщо виконується умова∥∥F (x, y)− F ′(x0)

∥∥ ≤ L(‖x− x0‖+ ‖y − y0‖), ∀x, y ∈ B(x0, r), (6)

то її називаємо центральною умовою Лiпшиця в кулi B(x0, r) зi сталою L.
Вважатимемо, що для F (x, y) i F (x, y, z) виконуються умови типу Лi-

пшиця в такiй формi:

‖F (x, y)− F (x, z)‖ ≤ p ‖y − z‖ , x, y, z ∈ D, (7)

‖F (y, x)− F (z, x)‖ ≤ p̄ ‖y − z‖ , x, y, z ∈ D, (8)
‖F (x, y, z)− F (u, y, z)‖ ≤ q ‖x− u‖ , u, x, y, z ∈ D. (9)

Якщо подiлена рiзниця F (x, y) вiд F задовольняє (7) або (8), тодi F дифе-
ренцiйовний за Фреше на D i F ′(x) = F (x, x). Бiльше того, якщо (7) i (8)
виконуються, тодi похiдна Фреше неперервна за Лiпшицем на D зi сталою
Лiпшиця k = p + p̄ [27].
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У працi [28] при дослiдженнi методу Ньютона запропоновано узагальненi
умови Лiпшиця для оператора похiдної, в яких замiсть сталої L використа-
но деяку додатну iнтегровну функцiю.

У статтi [29] ми вводимо аналогiчнi узагальненi умови Лiпшиця для опе-
ратора подiленої рiзницi першого порядку i за цих умов обгрунтовуємо збi-
жнiсть методу хорд. У цьому випадку (5) i (6) будуть замiненi вiдповiдно
на

‖F (x, y)− F (u, v)‖ ≤
∫ ‖x−u‖+‖y−v‖

0
L(u)du, ∀x, y, u, v ∈ D (10)

та

‖F (x, y)− F ′(x0)‖ ≤
∫ ‖x−x0‖+‖y−x0‖

0
L(u)du, ∀x, y ∈ B(x0, r). (11)

Умови (10) i (11) називатимемо узагальненими умовами Лiпшиця або та-
кими, що мiстять L у середньому.

2. Локальна збiжнiсть рiзницевих методiв для нелiнiйних
задач найменших квадратiв

Розглянемо iтерацiйнi процеси вигляду (2). Вивчимо випадки:
(а) An = F (xn, xn−1), (b) An = F (xn, xn−1) + F (xn−2, xn) − F (xn−2, xn−1),
(c) An = F (2xn − xn−1, xn−1), де F (u, v) — подiлена рiзниця першого по-
рядку функцiї F (x), причому F (u, u) = F

′
(u). Представимо результати

теоретичних дослiджень умов i порядку збiжностi iтерацiйного процесу
(2) для рiзних варiантiв An. Зокрема, для An = F (xn, xn−1) встановле-
но локальну збiжнiсть процесу (2) зi швидкiстю (1 +

√
5)/2 = 1.618..., для

An = F (xn, xn−1)+ F (xn−2, xn)−F (xn−2, xn−1) — з порядком 1.839 . . . i для
An = F (2xn−xn−1, xn−1) — з квадратичним порядком у випадку нелiнiйної
задачi найменших квадратiв з нульовим вiдхилом.

Випадок (а) An = F (xn, xn−1).

Теорема 1. 1) Нехай функцiя F : IRn → IRm неперервно диференцi-
йовна в областi D ⊆ IRn. Припустимо, що задача (1) має розв’язок x∗

в областi D i iснує обернена операцiя (AT∗A∗)−1 = [F ′(x∗)T F ′(x∗)]−1 та
‖(AT∗A∗)−1‖ ≤ B;

2) в областi Ω = Ω(x∗, r∗) = {x : ‖x− x∗‖ ≤ r∗} ⊂ D, де

r∗ =
−5BMα +

√
(5BMα)2 + 24BM2 − 48B2M3η

12BM2
,

функцiя F має подiленi рiзницi першого порядку, i

‖F (x, y)− F (u, v)‖ ≤ M(‖x− u‖+ ‖y − v‖);
3) ‖F (x∗)‖ ≤ η, ‖F ′(x∗)‖ ≤ α;
4) BMr∗(α + 2Mr∗) + 2MBη < 1.
Тодi для x−1, x0 ∈ Ω iтерацiйний процес (2) коректно визначений i ге-

нерує послiдовнiсть {xn}, n = 0, 1, . . . , яка належить вiдкритiй областi
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Ω; вона збiгається до розв’язку x∗ зi швидкiстю, яка характеризується
нерiвнiстю

‖xn+1 − x∗‖ ≤ C1‖xn−1 − x∗‖+ C2‖xn − x∗‖ ‖xn−1 − x∗‖, (12)

де C1, C2 — невiд’ємнi обмеженi сталi.

Зауважимо, що нерiвнiсть (12) дає можливiсть зробити висновок про
збiжнiсть iтерацiйного процесу з вибором An = F (xn, xn−1) зi швидкiстю
(1 +

√
5)/2 ≈ 1, 618 (у випадку нульового вiдхилу, коли F (x∗) = 0, тодi

η = 0 i стала C1 = 0). У випадку малого вiдхилу ( η є мале) збiжнiсть
буде лише лiнiйна, i у випадку великого вiдхилу iтерацiйний процес (2) з
An = F (xn, xn−1) може взагалi розбiгатися.

Випадок (b) An = F (xn, xn−1) + F (xn−2, xn)− F (xn−2, xn−1).

Теорема 2. Нехай функцiя F : IRn → IRm — двiчi неперервно диферен-
цiйовна в областi D ⊆ IRn. Припустимо, що: 1) задача (1) має розв’язок
x∗ в областi D; 2) обернена операцiя (AT∗A∗)−1 = [F ′(x∗)T F ′(x∗)]−1 iснує
та ‖(AT∗A∗)−1‖ ≤ B; 3) в областi Ω = Ω(x∗, r∗) = {x : ‖x− x∗‖ < r∗} ⊂ D
функцiя F має подiленi рiзницi першого i другого порядкiв, i

‖F (x, y)− F (u, v)‖ ≤ M(‖x− u‖+ ‖y − v‖);
‖F (u, x, y)− F (v, x, y)‖ ≤ N‖u− v‖;
‖F (x∗)‖ ≤ η, ‖F ′(x∗)‖ ≤ α.

Тодi для x−2, x−1, x0 ∈ Ω, достатньо близьких до розв’язку x∗ задачi (1),
iтерацiйний процес (2) збiгається до розв’язку зi швидкiстю, яка хара-
ктеризується нерiвнiстю

‖xn+1 − x∗‖ ≤ C1‖xn − x∗‖+ C2‖xn − x∗‖‖xn−1 − x∗‖ ‖xn−2 − x∗‖, (13)

де C1, C2 — деякi обмеженi невiд’ємнi сталi.

Наслiдок 1. Порядок збiжностi iтерацiйної процедури (2)-(b) у випадку
нульового вiдхилу дорiвнює 1.839....

Випадок (c) An = F (2xn − xn−1, xn−1).

Теорема 3. Нехай виконуються умови 1)–3) теореми 2 в областi
Ω(x∗, 3r∗) = {x : ‖x − x∗‖ < 3r∗} ⊂ D , де r∗ єдиний додатний нуль
функцiї

q(r) = B(α + 4Nr2 + 2Mr) + B(4Nr + 2M)η+
+B(2α + 2Mr + 4Nr2)(2Mr + 4Nr2)− 1.

Тодi для x−1, x0 ∈ Ω(x∗, r∗) iтерацiйна послiдовнiсть {xn}, визначена за
(2), належить Ω(x∗, r∗) для всiх n ≥ 0 i збiгається до розв’язку x∗ та
справджується оцiнка похибки для всiх n ≥ 0

‖xn+1 − x∗‖ ≤ C1‖xn − x∗‖+ C2‖xn − xn−1‖2+
+C3‖xn − x∗‖2 + C4‖xn − x∗‖‖xn − xn−1‖2,

(14)

де C1, C2, C3, C4 — деякi обмеженi невiд’ємнi сталi.
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Наслiдок 2. Збiжнiсть дослiджуваного iтерацiйного процесу квадрати-
чна у випадку нульового вiдхилу (η = 0).

Зауважимо, що результати цього пункту отримали розвиток в статтях
iнших авторiв [30, 31].

3. Про один метод типу хорд для нелiнiйних задач найменших
квадратiв

Розглянемо нелiнiйну задачу найменших квадратiв (1). Для знаходже-
ння розв’язку цiєї задачi пропонуємо iтерацiйний метод типу хорд

xn+1 = xn − (AT
nAn)−1AT

nF (xn), n = 0, 1, ..., (15)

де An = F (xn, xn + αn(xn−1 − xn)), F (x, y) — подiлена рiзниця першого
порядку функцiї F (x) за точками x та y, αn ∈ [0, 1], x−1, x0 — заданi.

Зауважимо, що при αn = 1 з (15) ми отримаємо метод хорд [18], а при
αn = 0 — класичний метод Гаусса-Ньютона [1].

У цьому пунктi дослiджено збiжнiсть методу типу хорд (15) при уза-
гальнених умовах Лiпшиця для подiлених рiзниць першого порядку для
нелiнiйних задач найменших квадратiв. Вiдзначимо, що умова Лiпшиця
зi сталою Лiпшиця є частковим випадком узагальненої умови Лiпшиця.
Отримано радiус збiжностi методу. Проведено аналогiчнi дослiдження при
узагальненiй умовi Гьольдера.

Теорема 4. Нехай F : IRn → IRm — неперервна в областi D ⊆ IRn. При-
пустимо, що:

1) задача (1) має розв’язок x∗ в областi Ω(x∗, r) = {x ∈ D : ‖x−x∗‖ < r}
та iснує похiдна за Фреше F

′
(x∗) i вона має повний стовпцевий ранг;

2) в областi Ω(x∗, r) функцiя F (x) має подiлену рiзницю першого поряд-
ку F (x, y), яка має повний стовпцевий ранг i задовольняє умову Лiпшиця
з усередненим L:

‖F (x, y)− F (u, v)‖ ≤
∫ ‖x−u‖+‖y−v‖

0
L(u)du, (16)

де x, y, u, v ∈ Ω(x∗, r) i L — неспадна;
3) r > 0 задовольняє нерiвнiсть

β
∫ r
0 L(u)du

1− β
∫ 2r
0 L(u)du

+

√
2αβ2

∫ 2r
0 L(u)du

r(1− β
∫ 2r
0 L(u)du)

≤ 1. (17)

Тодi метод (15) збiгається для всiх x−1, x0 ∈ Ω таких, що
ρ(x−1) ≤ ρ(x0) i

‖xn+1 − x∗‖ ≤ q1

ρ(x0)
‖xn−1 − x∗‖‖xn − x∗‖+ q0‖xn−1 − x∗‖, (18)

де

ρ(x) = ‖x− x∗‖; α = ‖F (x∗)‖; β = ‖[F ′(x∗)T F ′(x∗)]−1F ′(x∗)T ‖ (19)
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i величини

q0 =

√
2αβ2

∫ (2−α0)ρ(x0)+α0ρ(x−1)
0 L(u)du

ρ(x−1)(1− β
∫ (2−α0)ρ(x0)+α0ρ(x−1)
0 L(u)du)

;

q1 =
β

∫ (1−α0)ρ(x0)+α0ρ(x−1)
0 L(u)du

1− β
∫ (2−α0)ρ(x0)+α0ρ(x−1)
0 L(u)du

(20)

меншi за одиницю.

Наслiдок 3. Порядок збiжностi iтерацiйного процесу (15) у випадку ну-

льового вiдхилу дорiвнює
1 +

√
5

2
.

Область єдиностi розв’язку задачi (1) встановлює

Теорема 5. Нехай x∗ задовольняє (1), F (x) неперервна в Ω(x∗, r). Крiм
того, F

′
(x∗) = F (x∗, x∗) = A∗ має повний стовпцевий ранг, F (x) має

подiлену рiзницю першого порядку, яка задовольняє узагальнену умову Лi-
пшиця

‖F (x, y)− F (x∗, x∗)‖ ≤
∫ ρ(x)+ρ(y)

0
L(u)du, (21)

де x, y ∈ Ω(x∗, r), ρ(x) = ‖x − x∗‖ i L — неспадна. Нехай r задовольняє
нерiвнiсть

β

∫ r

0
L(u)du +

αβ0

r

∫ 2r

0
L(u)du ≤ 1, (22)

де α i β визначенi в (19),

β0 = ‖[AT
∗A∗]−1‖. (23)

Тодi задача (1) має єдиний розв’язок x∗ в Ω(x∗, r).

Ми дослiджували локальну збiжнiсть методу (15) за узагальнених умов
Лiпшиця. Також доведено, що послiдовнiсть {xn}, генерована методом (15),
збiгається до розв’язку x∗ задачi (1) надлiнiйно. Далi проведемо дослiдже-
ння збiжностi методу (15) з використанням узагальненої умови Гьольдера
у випадку, коли αn = O(‖xn − x∗‖).
Теорема 6. Нехай F : IRn → IRm — неперервна в областi D ⊆ IRn. При-
пустимо, що:

1) задача (1) має розв’язок x∗ в областi D та iснує похiдна за Фреше
F
′
(x∗) i вона має повний стовпцевий ранг;
2) в областi Ω(x∗, r) = {x ∈ D : ‖x − x∗‖ < r} функцiя F (x) має подi-

лену рiзницю першого порядку F (x, y), яка має повний стовпцевий ранг i
задовольняє умову Гьольдера з 0 < p ≤ 1

‖F (x, y)− F (u, v)‖ ≤
∫ ‖x−u‖p+‖y−v‖p

0
L(u)du, (24)

де x, y, u, v ∈ Ω(x∗, r) i L — неспадна;
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3) r > 0 задовольняє нерiвнiсть

β
∫ rp

0 L(u)du

1− β
∫ 2rp

0 L(u)du
+

√
2αβ2

∫ 2rp

0 L(u)du

1− β
∫ 2rp

0 L(u)du
≤ 1. (25)

Тодi метод (15) збiгається для всiх x−1, x0 ∈ Ω таких, що
ρ(x−1) ≤ ρ(x0) i

‖xn+1 − x∗‖ ≤ q1
(1− αn + O(1)ρ(xn−1))p

γp
0

‖xn − x∗‖p+1+

+q0
1 + (1− αn + O(1)ρ(xn−1))p

ρ(x0)p + γp
0

‖xn − x∗‖p,

(26)

де α i β визначенi в (19) i величини

q0 =

√
2αβ2

∫ ρ(x0)p+γp
0

0 L(u)du

1− β
∫ ρ(x0)p+γp

0
0 L(u)du

; q1 =
β

∫ γp
0

0 L(u)du

1− β
∫ ρ(x0)p+γp

0
0 L(u)du

(27)

меншi за 1.

4. Рiзницевий метод з надквадратичною збiжнiстю
Для знаходження розв’язку задачi (1) розглянемо рiзницеву модифiка-

цiю двокрокового методу Гаусса-Ньютона
xn+1 = xn − (AT

nAn)−1AT
nF (xn);

yn+1 = xn+1 − (AT
nAn)−1AT

nF (xn+1), n = 0, 1, ...
(28)

де An = F (xn, yn) — подiлена рiзниця першого порядку функцiї F (x) в
точках xn, yn; x0, y0 — заданi початковi наближення. Цей метод дослiджу-
вався в [32]. Однак обгрунтування збiжностi, наведене нижче, базується
на iншому пiдходi i за слабших умов, зокрема не вимагається iснування i
обмеженiсть подiлених рiзниць другого порядку.

Достатнi умови i швидкiсть збiжностi iтерацiйного процесу (28) визна-
ченi в такiй теоремi.

Теорема 7. Нехай F : IRn → IRm — неперервно диференцiйовна в областi
D ⊆ IRn. Припустимо, що задача (1) має розв’язок x∗ в деякiй областi
Ω = Ω(x∗, r0) = {x : ||x − x∗|| < r0} ⊂ D, iснує обернений оператор
(AT∗A∗)−1 = [F

′
(x∗)T F

′
(x∗)]−1 i ||(AT∗A∗)−1|| ≤ B. В областi Ω функцiя

F має подiлену рiзницю першого порядку i

||F (x, y)− F (u, v)|| ≤ M(||x− u||+ ||y − v||),
||F (x∗)|| ≤ η, ||F ′

(x∗)|| ≤ α, 3BMr0(α + 2Mr0) + 2MBη < 1,

q = max{C1r0 + 2C2; C1(C1r
2
0 + 2C2r0 + 2r0)(C1r0 + 2C2) + 2C2} < 1,

де
r0 = max{||x0 − x∗||, ||y0 − x∗||},

C1 = BM(α + 2Mr0)/[1− 4BMr0(α + Mr0)],
C2 = 2BMη/[1− 4BMr0(α + Mr0)].
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Тодi для x0, y0 ∈ Ω iтерацiйний процес (28) є коректно визначеним i ге-
нерованi ним послiдовностi {xn}, {yn}, n = 0, 1, ..., мiстяться у вiдкритiй
областi Ω i збiгаються до розв’язку x∗, причому справедливi оцiнки:

||xn+1 − x∗|| ≤ C1||xn − x∗||||yn − x∗||+ C2(||xn − x∗||+ ||yn − x∗||); (29)

||yn+1 − x∗|| ≤ C1(||xn+1 − xn||+ ||yn − x∗||)||xn+1 − x∗||+
+C2(||xn − x∗||+ ||yn − x∗||); (30)

rn+1 = max{||xn+1 − x∗||, ||yn+1 − x∗||} ≤ qrn ≤ ... ≤ qn+1r0. (31)

Як бачимо з оцiнок (29) i (30), збiжнiсть iтерацiйного процесу суттє-
во залежить вiд доданку, який мiстить величини η i M . Якщо η = 0, то
ми маємо нелiнiйну задачу найменших квадратiв з нульовим вiдхилом у
розв’язку. У разi M = 0 функцiї вiдхилу лiнiйнi. Для задач з малим вiд-
хилом у розв’язку (η — ”мале”) або слабо нелiнiйних задач (M — ”мале”)
збiжнiсть iтерацiйного процесу лiнiйна. При великих вiдхилах (η — вели-
ке) або для сильно нелiнiйних задач (M — велике) iтерацiйний процес (28)
може взагалi не збiгатися.

Для задач з нульовим вiдхилом у розв’язку, тобто таких, що F (x∗) = 0,
можна отримати кращi оцiнки швидкостi збiжностi iтерацiйного процесу
(28).

Розглянемо збiжнiсть двокрокової iтерацiйно-рiзницевої модифiкацiї ме-
тоду Гаусса-Ньютона [8, 15] на базi методу з порядком 1 +

√
2 за узагаль-

нених умов Лiпшиця для нелiнiйних задач найменших квадратiв. Отже,
дослiдимо збiжнiсть методу (28) до розв’язку задачi (1).

Теорема 8. Нехай F : IRn → IRm — неперервна в областi D ⊆ IRn. При-
пустимо, що:

1) задача (1) має розв’язок x∗ в областi D та iснує похiдна за Фреше
F
′
(x∗) i вона має повний стовпцевий ранг;
2) в областi Ω(x∗, r) = {x ∈ D : ‖x − x∗‖ < r} функцiя F (x) має подi-

лену рiзницю першого порядку F (x, y), яка має повний стовпцевий ранг i
задовольняє узагальнену умову Лiпшиця

‖F (x, y)− F (u, v)‖ ≤
∫ ‖x−u‖+‖y−v‖

0
L(z)dz, (32)

де x, y, u, v ∈ Ω(x∗, r) i L — неспадна функцiя;
3) r > 0 задовольняє нерiвнiсть

β
∫ 3r
0 L(z)dz

1− β
∫ 2r
0 L(z)dz

+

√
2αβ2

∫ 2r
0 L(z)dz

r(1− β
∫ 2r
0 L(z)dz)

≤ 1. (33)

Тодi метод (28) збiгається для всiх x0, y0 ∈ Ω(x∗, r) таких, що
ρ(y0) ≥ ρ(x0) i

‖xn+1 − x∗‖ ≤ q1

ρ(y0)
‖xn − x∗‖‖yn − x∗‖+ q0‖xn − x∗‖, (34)

‖yn+1 − x∗‖ ≤ q2

ρ(x1)
‖xn+1 − x∗‖‖xn − x∗‖+ q0‖xn − x∗‖, (35)
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де

ρ(x) = ‖x− x∗‖, α = ‖F (x∗)‖, β = ‖[F ′(x∗)T F ′(x∗)]−1F ′(x∗)T ‖ (36)

i величини

q0 =

√
2αβ2

∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz

ρ(x0)(1− β
∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz)

, q1 =
β

∫ ρ(y0)
0 L(z)dz

1− β
∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz

,

q2 =
β

∫ ρ(x1)+ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz

1− β
∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz

(37)
меншi за 1.

Наслiдок 4. Порядок збiжностi iтерацiйного процесу (28) у випадку за-
дачi з нульовим вiдхилом дорiвнює 1 +

√
2.

5. Параметричнi методи розв’язування нелiнiйної задачi
найменших квадратiв

У цьому пунктi для розв’язування нелiнiйної задачi найменших ква-
дратiв (1) пропонуємо метод

xk+1 = xk − [F
′
( x̄k)T F

′
( x̄k)]−1F

′
( x̄k)T F ( xk),

x̄k = (1− µ)xk + µϕ(xk), 0 ≤ µ ≤ 1, k = 0, 1, . . . ,
(38)

де ϕ : IRn → IRn — деякий допомiжний оператор, для якого

x∗ = ϕ(x∗). (39)

Легко бачити, що при µ = 0 ми отримуємо з (38) вiдомий метод Гаусса-
Ньютона [1]. За допомогою параметра µ можна вибрати метод з найбiль-
шою швидкiстю збiжностi серед методiв класу (38).

Розглянемо деякi варiанти вибору оператора ϕ(x).

1. Випадок з нульовим вiдхилом: F (x∗) = x∗ − ϕ(x∗) = 0.
Умови i швидкiсть збiжностi iтерацiй (38) встановлюються у такiй тео-

ремi.

Теорема 9. Нехай F : IRn → IRm(m ≥ n) i функцiя f(x) =
1
2
F (x)T F ( x)

двiчi неперервно диференцiйовна на вiдкритiй опуклiй множинi D ⊂ IRn.
Припустимо, що

‖F ′′
(x)− F

′′
(y)‖ ≤ N‖x− y‖,

‖ϕ′(x)‖ ≤ α , ‖ϕ′′(x)‖ ≤ L, ∀x, y ∈ D, а також що iснують x∗ ∈ D

i α ≥ 0, такi, що F
′
(x∗)T F ( x∗) = 0, α — найменше власне число для

F
′
(x∗)T F

′
( x∗).

Тодi iснує r0 таке, що для x0 ∈ Ω∗ = {x : ‖x− x∗‖ ≤ r0} послiдовнiсть,
породжена (38), коректно визначена, збiгається до x∗ i задовольняє не-
рiвностi

rk = ‖xk − x∗‖ ≤ (h0 r 0)(2
k−1)r0, (40)
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де

h 0 =
1 + α

2λ

(N

3
r 0 µ2(1 + α2) + L(|2µ− 1|+ 2µ)

)
<

1
r 0

,

r0 = ‖x0 − x∗‖, k = 0, 1, . . . .

Дослiдимо вплив параметра µ на швидкiсть збiжностi iтерацiйного про-
цесу (38). Швидкiсть збiжностi можна пiдвищувати двома шляхами: збiль-
шенням порядку збiжностi i зменшенням знаменника збiжностi h0r0. У зна-
менник h0r0 входить величина χ(µ) = |2µ− 1| + 2µα, найменше значення
якої досягається при µ = 0, 5 у випадку α < 1 i при µ = 0 у протилежному
випадку. Тодi iтерацiйний процес матиме найбiльшу швидкiсть збiжностi
i найменш жорсткi умови на вибiр початкового наближення x0 (ширша
область збiжностi). Як бачимо iз (40), при достатньо малих значеннях r0

процес (38) iз значенням µ = 0, 5 i α < 1 має вищу швидкiсть збiжностi,
нiж метод Гаусса-Ньютона.

2. Випадок F (x∗) 6= 0. Умовi (39) задовольняє оператор

ϕ(x) = x− βF
′
( x)T F ( x), β > 0,

який вiдповiдає градiєнтному методу мiнiмiзацiї функцiоналу

f(x) =
1
2
F (x)T F (x).

Теорема 10. Нехай виконуються умови теореми 9 i ‖F ′
(x)‖ ≤ α,

‖(F ′
(x)− F

′
(x∗))T F (x∗)‖ ≤ σ ‖x− x∗‖ (41)

для всiх x0 ∈ D, причому λ > σ(1 + δ) ≥ 0, δ = µβ(α2 + σ).
Тодi для довiльного C ∈ (1, λ(1 + δ)σ) iснує ε > 0 таке, що для всiх

x0 ∈ Ω(x∗, ε) послiдовнiсть (38) коректно визначена, збiгається до x∗ i
задовольняє нерiвностi

‖xk+1 − xk‖ ≤ Cσ(1 + δ)
λ

‖xk − x∗‖+

+
Cα

2λ

[
N

3
‖xk − x∗‖δ2 + L (1 + 2δ)

]
‖xk − x∗‖2;

(42)

‖xk+1 − xk‖ ≤ Cσ(1 + δ) + λ

2λ
‖xk − x∗‖ < ‖xk − x∗‖. (43)

Наслiдок 5. Нехай виконанi умови теореми 10. Якщо F (x∗) = 0, то
iснує ε > 0 таке, що для всiх x0 ∈ Ω(x∗, ε) послiдовнiсть {xk}, породжена
методом (38), коректно визначена i збiгається квадратично до x∗.

Iз (41) бачимо, що параметр σ є абсолютною мiрою нелiнiйностi i величи-

ни вiдхилу в розв’язку задачi, а з (42) — що
σ(1 + δ)

λ
можна розглядати як

вiдносну мiру нелiнiйностi i величини вiдхилу в розв’язку задачi. З теореми
10 випливає, що швидкiсть збiжностi методу (38) зменшується зi зростан-
ням вiдносної нелiнiйностi чи вiдносного вiдхилу в розв’язку задачi. Якщо
одна iз цих двох величин надто велика, то метод може взагалi розбiгатися.

164



С. М. ШАХНО

Недолiк методу (38) полягає в тому, що вiн не є коректно визначеним,
якщо матриця [F ′(xk)T F ′(xk)]−1 невизначена. Цей недолiк усунутий в ме-
тодi

xk+1 = xk −
[
F ′(xk)T F ′(xk) + γkE

]−1
F ′(xk)T F ′(xk), (44)

xk = (1− µ)xk + µϕ(xk), γk > 0, k = 0, 1, . . . ,
частковим випадком якого при µ = 0 є метод Левенберга-Марквардта [1].
Властивостi локальної збiжностi методу (44) аналогiчнi властивостям ме-
тоду (38) i наведенi в [7].

Вiдзначимо, що неточний метод Гаусса-Ньютона за узагальнених умов
Лiпшиця вивчався у [4].

6. Застосування методiв з послiдовною та паралельною
апроксимацiями оберненого оператора до нелiнiйних задач

найменших квадратiв

На кожнiй iтерацiї методу Гаусса-Ньютона, Левенберга-Маркварта [1]
та його модифiкацiй [7, 33] для розв’язування нелiнiйної задачi наймен-
ших квадратiв (1) потрiбно розв’язувати систему лiнiйних рiвнянь, що не
завжди легко здiйснити. Тому ми використаємо iдею послiдовної та па-
ралельної апроксимацiй оберненого оператора [9, 34] для побудови нових
методiв для розв’язування задачi (1), якi не потребують розв’язування си-
стем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

Розглянемо метод з послiдовною апроксимацiєю, побудований на базi
методу Гаусса-Ньютона [1]

xk+1 = xk −AkJ(xk)T F (xk), (45)

Ak+1 = Ak[2E − J(xk+1)T J(xk+1)Ak], k = 0, 1, . . . . (46)
Тут E — тотожний оператор (одинична матриця), J(x) = F ′(x), x0, A0 —
вiдповiдно початковi наближення до точного розв’язку x∗ задачi (1) i до
оберненого оператора A∗ = [J(x∗)T J(x∗)]−1. Процес (45)–(46) складається
з двох гiлок, якi виконуються почергово.

Умови збiжностi iтерацiйного процесу (45)–(46) до розв’язку задачi (1)
для випадку нульового вiдхилу F (x∗) = 0 дає

Теорема 11. Нехай виконуються умови:
1) задача (1) має розв’язок x∗, F (x∗) = 0 i iснує A∗ = [J(x∗)T J(x∗)]−1,

причому ‖ A∗ ‖≤ B;
2) в околi Ω∗ = {x :‖ x − x∗ ‖≤ r0} справедливi оцiнки ‖ F ′′(x) ‖≤ L,

‖ J(x)T − J(x∗)T ‖≤ L ‖ x− x∗ ‖;
3) max{‖J(x∗)‖, ‖J(x∗)T ‖} ≤ C;

4) h0 = max{K0, C
2 + (B + r0)2LK0(2C + Lr0)} <

1
r0

,

де
r0 = max{‖x0 − x∗‖, ‖A0 −A∗‖},

K0 = C2 + (B + r0)[C(2 +
1
2
L) + L(1 +

1
2
L)r0].
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Тодi послiдовностi {xk} i {Ak} збiгаються вiдповiдно до x∗ i A∗, причому
справедливi оцiнки

rk = max{‖xk − xs‖, ‖Ak −A∗‖} ≤ (h0r0)2
k−1r0, k = 0, 1, . . . . (47)

Для розв’язування задачi (1) на паралельних обчислювальних процесо-
рах, якi працюють зi спiльною пам’яттю, розглянемо такий iтерацiйний
процес

xk+1 = xk −AkJ(xk)T F (xk), (48)

Ak+1 = Ak

[
2E − J(xk)T J(xk)Ak

]
, k = 0, 1, . . . , (49)

де також x0, A0 — вiдповiдно початковi наближення до точного розв’яз-
ку x∗ задачi (1) i до оберненого оператора A∗ = [J(x∗)T J(x∗)]−1. Метод
(48)–(49), як i метод (45)–(46), складається з двох гiлок, однак тут оби-
двi гiлки виконуються паралельно. Крiм того, обчислення в кожнiй гiлцi
можна розпаралелити, використовуючи методи лiнiйної алгебри.

Достатнi умови збiжностi методу(48)–(49) встановлює

Теорема 12. Нехай виконуються умови:
1) задача (1) має розв’язок x∗ ∈ D, F (x∗) = 0 i iснує A∗ = [J(x∗)T J(x∗)],

причому ‖A∗‖ ≤ B;
2) в околi Ω∗ = {x :‖ x− x∗ ‖≤ r0} ⊂ D справедливi оцiнки

‖F ′′(x)‖ ≤ L, ‖J(x)T − J(x∗)T ‖ ≤ L‖x− x∗‖;
3) max{‖J(x∗)‖, ‖J(x∗)T ‖} ≤ C;
4) h0 = max{K0r0, G} < 1,

де
r0 = max{‖x0 − x∗‖, ‖A0 −A∗‖},

K0 = C2 + (B + r0)
[
C(2 +

1
2
L) + L(1 +

1
2
L)r0

]
,

G = C2r0 + L(2C + Lr0)(B + r0)2.
Тодi послiдовностi {xk} i {Ak}, k = 0, 1, . . ., збiгаються вiдповiдно до x∗

i A∗, причому знайдуться такi сталi γ1 i γ2, при яких справедливi оцiнки

‖xk − x∗‖ ≤ hckr0, ‖Ak −A∗‖ ≤ hgkr0, (50)

де
ck = γ1t

k
1 + γ2t

k
2 − 2, gk = ck−1 + 1, c−1 = −1,

t1 =
1 +

√
5

2
≈ 1, 618, t2 =

1−√5
2

≈ −0, 618.

При наявних перевагах методу (48)–(49) у нього є i недолiки: швидкiсть
його збiжностi знизилась до 1, 618 . . . < 2. Крiм того, через рiзну кiль-
кiсть обчислень у формулах (48) та (49) один iз процесорiв буде заван-
тажений неповнiстю i може простоювати. Хоча за рахунок використання
паралельних обчислювальних пристроїв досягається скорочення загально-
го часу розв’язання задач, однак обчислювальнi ресурси використовуються
неефективно. Щоб усунути згаданi недолiки, можна здiйснити реалiзацiю

166



С. М. ШАХНО

обчислювального процесу, яка не передбачає синхронiзацiї обчислень у рi-
зних процесорах [35]. Такий пiдхiд приводить до асинхронного варiанту
методу (48)–(49):

xm+1
k+1 = xm

k+1 −AkJ(xmk−1
k )T F (xm

k+1), m = 0, 1, . . . , mk+1 − 1, (51)

Ak+1 = Akb2E − J(xmk−1
k )T J(xmk−1

k )Akc, k = 0, 1, . . . , (52)

де xmk
k — останнє наближення до точного розв’язку x∗ задачi (1), при ви-

значеннi якого застосовували апроксимацiю оберненого оператора Ak−1;
xmk

k = xk = x0
k+1; x0, A0 — початковi наближення до x∗ , [J(x∗)T J(x∗)]−1.

Метод (51)–(52) використовує асинхронну апроксимацiю оберненого опе-
ратора. Перевага методу (51)–(52) перед методом з синхронною апрокси-
мацiєю оберненого оператора (48)–(49) полягає в тому, що при реалiзацiї
методу (51)–(52) на двох паралельних процесорах останнi не будуть просто-
ювати. Крiм того, порядок збiжностi процесу (51)–(52) бiльший (2 проти
1,618. . . ). Достатнi умови квадратичної збiжностi iтерацiй (51)–(52) до то-
чного розв’язку x∗, A∗ встановлюються за схемою працi [35].

Аналогiчно можна побудувати модифiкацiї з послiдовною та паралель-
ною апроксимацiями на базi iнших методiв ньютонiвського типу для розв’я-
зування нелiнiйної задачi найменших квадратiв.

7. Висновки

У цiй статтi запропоновано новi iтерацiйно-рiзницевi методи та параме-
тричнi модифiкацiї методу Гаусса-Ньютона i Левенберга-Маркварта. Роз-
глянуто новi однокроковi та двокроковi рiзницевi iтерацiйнi процеси. Мето-
ди вивчались при класичних умовах Лiпшиця, при умовах Гьольдера, при
узагальнених умовах Лiпшиця, якi накладались на подiленi рiзницi пер-
шого або другого порядку. Також запропоновано та обгрунтовано варiан-
ти методу Гаусса-Ньютона з послiдовною та паралельною апроксимацiями
оберненого оператора.
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