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Резюме. В оглядi висвiтленi основнi етапи i результати науко-
вої дiяльностi видатного українського вченого академiка Нацiо-
нальної академiї наук України Iвана Iвановича Ляшка. Стисло
викладенi основнi досягнення I.I.Ляшка в галузi обчислювальної
та прикладної математики, зокрема, чисельно-аналiтичних мето-
дiв теорiї фiльтрацiї, чисельних методiв розв’язання класичних
i некласичних задач математичної фiзики, математичного забез-
печення складних обчислювальних експериментiв i оптимального
керування системами з розподiленими параметрами.

9 вересня 2012 року наукова спiльнота вiдзначає 90 рокiв з дня наро-
дження засновника факультету кiбернетики Київського нацiонального унi-
верситету iменi Тараса Шевченка, голови загальновiдомої наукової школи
академiка НАН України Iвана Iвановича Ляшка.

В серединi ХХ-го сторiччя, коли застосування ЕОМ ще не набуло широ-
кого розвитку, дуже актуальним був пошук економних i стiйких до нако-
пичення похибок обчислювальних методiв. Це привело до появи чисельно-
аналiтичних методiв розв’язання задач математичної фiзики, в яких розв’я-
зок виражався у виглядi аналiтичних формул iз невiдомими параметрами,
якi, у свою чергу, знаходилися за допомогою чисельних методiв. Першi на-
уковi роботи I. I. Ляшка були присвяченi дослiдженням в галузi чисельно-
аналiтичних методiв розв’язування задач теорiї фiльтрацiї. В цих статтях
був встановлений ряд аналiтичних залежностей, якi дозволяли визначити
основнi фiльтрацiйнi характеристики потокiв ґрунтових вод пiд гiдроспо-
рудою. Зокрема, в кандидатськiй дисертацiї ”Розв’язання задачi фiльтра-
цiї вiд багатошпунтовою греблею при довiльному криволiнiйному водоу-
порi” [1] I. I. Ляшку вдалося побудувати залежностi вихiдних швидкостей
фiльтрацiї вiд форми пiдземного водоупору, отримати формули для розра-
хунку витрат рiдини, розподiлу протитиску на флютбетi, визначити точнi
верхнi та нижнi оцiнки основних фiльтрацiйних характеристик.

Протягом 1960–1968 рр. I. I. Ляшко удосконалив метод сумарних зобра-
жень, запропонований проф. Г. М. Положiєм для розв’язання багатови-
мiрних задач математичної фiзики, пов’язаних iз лiнiйними рiвняннями з
частинними похiдними, i розповсюдив його на теорiю фiльтрацiї.

Метод сумарних зображень є дискретним аналогом метода iнтегральних
зображень для розв’язання крайових задач математичної фiзики, сформу-
льованих у дискретному виглядi. Особливiстю цього методу є можливiсть
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подання розв’язкiв у виглядi формул, що мiстять вiдносно невелику кiль-
кiсть невiдомих параметрiв, якi знаходяться шляхом розв’язування систем
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Така властивiсть є дуже важливою з об-
числювальної точки зору, оскiльки бiльшiсть невiдомих, що входять до
скiнченно-рiзницевої задачi, не впливають на процес розрахунку. Це до-
зволяє зменшити обсяг обчислювальної роботи i запобiгти накопиченню
обчислювальної похибки. Завдяки цьому метод сумарних зображень став
широко використовуватися для розв’язання фiльтрацiйних задач. I. I. Ля-
шко узагальнив формули методу сумарних зображень для смуги i напiв-
смуги, а також установив формули сумарних зображень для крайових за-
дач, що описують фiльтрацiйний потiк в областi, яка складається з двох
середовищ, роздiлених горизонтальною або вертикальною лiнiєю роздiлу.
На основi цих формул I. I. Ляшко розв’язав задачi напiрної фiльтрацiї
пiд флютбетами, зокрема, розглянув випадки багатошпунтових незагли-
блених i заглиблених, дренованих i розрiзних флютбетiв, випадок кiлькох
флютбетiв iз шпунтами, фiльтрацiю iз багатоступiнчастими перепадами i
флютбетами на рiзних позначках дна вернього i нижнього б’єфiв, а також
приток води до котлованiв в одно- та двохшаровому середовищi. Крiм того,
I. I. Ляшко вдалося побудувати залежностi вихiдних швидкостей фiльтра-
цiї вiд форми пiдземного водоупору, отримати формули для розрахунку
витрат рiдини, розподiлу протитиску на флютбетi, визначити точнi верх-
нi та нижнi оцiнки основних фiльтрацiйних характеристик. В класичнiй
постановцi стацiонарна задача фiльтрацiї ґрунтових вод в однорiдному се-
редовищi зводиться до крайової задачi

Lu = 0 в областi фiльтрацiї

та
lu = α на межi цiєї областi.

Тут L — оператор Лапласа, а l — оператор граничних умов. Складнiсть за-
дачi полягає в тому, що область, в якiй шукається розв’язок задачi (область
фiльтрацiї), як правило, має надзвичайно складну форму, а крайовi умови
на частинi її межi лише позначаються своїм типом, наприклад лiнiї рiвних
потенцiалiв чи лiнiї току, але числовi значення цих потенцiалiв невiдомi i
пiдлягають подальшому визначенню. Крiм того, на однiй частинi межi мо-
же бути задано функцiю току, а на iншiй — потенцiальну функцiю. Зв’язок
мiж цими функцiями вiдомий, але реалiзувати його чисельно складно.

Для побудови розв’язку такого типу задач I. I. Ляшко використав за-
гальну формулу сумарних зображень

~U(i) = P{µi ~A + νi ~B − h2
m∑

k=1

G(i, k)P ∗ρ~f(k)}

де P — фундаментальна матриця для трьохдiагональної матрицi, що вiд-
повiдає системi рiзницевих рiвнянь з оператором Лапласа, P ∗ — транспо-
нована до неї, вектори ~A та ~B визначаються iз вiдомих крайових умов
задачi, µi, νi та G(i, k) — дiагональнi матрицi, цiлком визначенi умовою
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задачi та методом. В цiй формулi вiн поклав, що права частина рiвняння є
вiдмiнною вiд нуля лише в точках, де крайовi умови явно не визначенi. От-
же, вiдповiднi значення правої частини теж пiдлягають визначенню. Для
знаходження вiдповiдних значень вектор-функцiї ~f були використанi зако-
ни збереження, зокрема збереження витрат рiдини через заданий перерiз
потоку мiж двома лiнiями току. Такий пiдхiд виявився ефективним. Побу-
дована система алгебраїчних рiвнянь мала невисокий порядок, її матриця
була добре обумовлена. Пiсля визначення невiдомих параметрiв, значення
шуканого розв’язку задачi можна було обчислити у довiльнiй точцi областi,
не обчислюючи в iнших. Паралельно з цим I. I. Ляшко одержав ряд резуль-
татiв пов’язаних з удосконаленням та розвитком методу сумарних зобра-
жень. Були одержанi формули для необмежених областей: пiвсмуги, смуги,
пiвплощини тощо. Результати цих робiт стали основою для докторської ди-
сертацiї i монографiї ”Решение фильтрационных задач методом суммарных
представлений” [2].

Перiод з 1969 по 1975 рр. характеризується подальшим розвитком чи-
сельно-аналiтичних методiв та розширенням спектру задач математичної
фiзики, що цiкавили I. I. Ляшка. Роботи, написанi у цей перiод, мiстять
фундаментальнi теоретичнi результати з розв’язування багатовимiрних за-
дач математичної фiзики у дискретнiй постановцi. Крiм того, цi результати
отримують широке застосування при розрахунку Днiпровських намивних
гребель, при розрахунку фiльтрацiйних характеристик гребель Київської
та Канiвської ГЕС i багатьох iнших гiдротехнiчних об’єктiв.

Використовуючи метод мажорантних областей, I. I. Ляшко iз спiвавтора-
ми одержали розрахунковi алгоритми з мажорантною оцiнкою для низки
фiльтрацiйних задач з суттєво непрямолiнiйними межами, коли область
фiльтрацiї обмежена потенцiальними лiнiями або лiнiями току, або їх ком-
бiнацiями, а також для випадку криволiнiйного водоупору. Цi результати
викладенi у монографiях ”Численно-аналитическое решение задач теории
фильтрации” [3] i ”Метод мажорантных областей в теории фильтрации” [4].

У 1975 роцi цикл робiт з чисельно-аналiтичних методiв розв’язування
крайових задач математичної фiзики був вiдзначений премiю iм. М. М. Кри-
лова АН УРСР. Перiод з 1976 по 1991 рр. став етапом подальшого розвитку
теоретичних дослiджень в галузi теорiї фiльтрацiї, автоматизацiї чисель-
них розрахункiв та математичного забезпечення складного експерименту.
Результати розробок наукового колективу, очолюваного I. I. Ляшком, були
викладенi у монографiях ”Вопросы автоматизации решения задач филь-
трации на ЭВМ” [5], ”Расчет фильтрации в зоне гидросооружений” [6] i
”Алгоритмизация и численный расчет фильтрационных схем” [7]. У 1981
роцi за цикл робiт з методiв розв’язування крайових задач математичної
фiзики та їх застосування в теорiї фiльтрацiї колектив вчених пiд керiвни-
цтвом I. I. Ляшка був удостоєний Державної премiї УРСР.

В той же час I. I. Ляшко отримав значнi результати областi дослiдження
динамiчних систем. У циклi робiт, написаних у спiвавторствi iз професором
В. П. Дiденком, зокрема у монографiях ”Динамические системы с разрыв-
ными коэффициентами” [8] i ”Фильтрация шумов” [9] автори розробили
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новi стiйкi методи i алгоритми розв’язування задач фiльтрацiї випадкових
процесiв за допомогою регуляризацiї та оснащених гiльбертових просторiв.

Iдеї I. I. Ляшка та В. П. Дiденка були розвиненi в подальшому в моно-
графiї ”Математическое обеспечение сложного експеримента” [10–14]. У цiй
монографiї розглянутi питання розробки та обгрунтування стiйких алгори-
тмiв оцiнювання адекватностi математичних моделей, розвиненi математи-
чнi моделi, що використовуються в радiотехнiцi i вивченi питання вiднов-
лення апрiорних характеристик динамiчних систем в задачах оцiнювання.

Зокрема, у першому томi цiєї фундаментальної монографiї формулю-
ються й обговорюються основнi математичнi проблеми, що виникають у
зв’язку з розвитком вимiрювально-обчислювальних комплексiв, що знахо-
дять застосування в рiзних областях науки i технiки; розглядаються питан-
ня розробки i математичного обґрунтування стiйких алгоритмiв оцiнюван-
ня (фiльтрацiї) i адекватностi математичних моделей реальним об’єктам. У
другому томi розглядаються математичнi моделi, що описують функцiону-
вання складного вимiрювально-обчислювального комплексу i деякi методи
визначення параметрiв руху об’єкта, що летить, за траєкторними вимiра-
ми. Цi моделi призначенi як для математичного вiдображення основних
процесiв у радiотехнiчних пристроях, використовуваних у вимiрювально-
обчислювальнихо комплексах так i для прогнозування руху лiтальних об’є-
ктiв при рiзних режимах зовнiшнього впливу на нього. У третьому томi роз-
глядаються деякi напрямки теорiї математичного моделювання складних
систем, заснованi на використаннi обчислювального експерименту. Мето-
ди, що викладаються, призначенi для застосування при проектуваннi, до-
слiдженнi i використаннi радiотехнiчних систем i вимiрювально-обчислю-
вальних комплексiв. Розглядаються загальнi питання методологiї матема-
тичних моделей i роботи з ними, розв’язання задачi автоматизацiї побудови
моделюючих комплексiв програм. Описуються методи побудови матема-
тичних моделей зовнiшнього середовища, керування структурою вимiрю-
вально-обчислювальних комплексiв i прогнозу стану динамiчних систем в
умовах невизначеностi, а також елементи теорiї векторної оптимiзацiї в
нескiнченно-вимiрних просторах i її застосування. У четвертому томi освi-
тленi питання, пов’язанi з дискретизацiєю задач, що ставляться при до-
слiдженнi складних систем. Викладено чисельнi методи розв’язання iнте-
гральних i звичайних диференцiальних рiвнянь, методи вiдновлення функ-
цiй-сигналiв по кiнцевiй множинi даних, розглянутi питання, пов’язанi з
математичною декомпозицiєю задач. У п’ятому томi обговорюються про-
блеми, що виникають у зв’язку з розвитком вимiрювально-обчислювальних
комплексiв, що знаходять застосування в рiзних областях науки i технiки.
Розглядаються питання розробки й обґрунтування методiв аналiзу даних i
алгоритмiв, що входять до складу спецiального математичного забезпечен-
ня вимiрювально-обчислювального комплексу, а також ергономiчний ана-
лiз дiяльностi оператора автоматизованих систем. Приводиться комплекс
програм статистичної обробки результатiв якiсних вимiрiв.

У 1991 роцi I. I. Ляшко пiдсумував результати дослiджень з теорiї фiль-
трацiї у монографiї ”Численное решение задач тепло- и массопереноса в
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пористых средах” [15]. Починаючи з 1992 року, I. I. Ляшко розпочав розроб-
ку чисельних методiв узагальненого оптимального керування системами з
розподiленими параметрами. До таких систем зводяться, зокрема, деякi
задачi теорiї фiльтрацiї, такi як вологоперенос на фонi горизонтального
дренажу або зрошення iз точкових та лiнiйних джерел у трiщинуватому
грунтi [16–18]. У цьому напрямку I. I. Ляшко та його учнi досягли значних
успiхiв. Зокрема, була побудована теорiя чисельних методiв iмпульсного
i точкового керування некласичними системами iз розподiленими параме-
трами — псевдопараболiчними та псевдогiперболiчними.

Напрямки, визначенi I. I. Ляшком, стали орiєнтирами для роботи його
численних послiдовникiв. Пiд керiвництвом I. I. Ляшка захистили канди-
датськi та докторськi дисертацiї бiльше 40 його учнiв. Список його ро-
бiт мiстить понад 400 публiкацiй [19]. Традицiї школи I. I. Ляшка продов-
жують його учнi i сьогоднi, дослiджуючи такi фундаментальнi проблеми,
як розробка теорiї iснування i єдиностi узагальнених розв’язкiв класичних
та некласичних крайових задач з гладкими та розривними коефiцiєнтами
i сингулярними правими частинами; теорiя розв’язностi задач неопуклої
оптимiзацiї дослiджуваних систем з функцiоналами якостi та керування-
ми загального вигляду; дослiдження необхiдних i достатнiх умов точної
та асимптотичної керованостi розподiлених систем; дослiдження необхi-
дних умов оптимальностi керування розподiленими системами; розробка
i дослiдження чисельних методiв розв’язання задач неопуклої оптимiза-
цiї некласичних розподiлених систем; розробка i дослiдження ефективних
чисельних методiв розв’язання крайових задач математичної фiзики.
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