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Резюме. Работа посвящена точному аналитическому методу ре-
шения плоской задачи теории установившейся фильтрации
П. Я. Полубариновой-Кочиной.

К числу точных аналитических методов решения плоской задачи тео-
рии установившейся фильтрации [1–7] относится метод, который основан
на применении аналитической теории линейных дифференциальных урав-
нений [8]. Последний был разработан и применен к решению весьма сло-
жных задач фильтрации П. Я. Полубариновой-Кочиной [9–27], которая
тем самым блестяще реализовала оригинальную идею, предложенную в
свое время Н. Е. Кочиным. Серьезное теоретическое обоснование, просто-
та и наглядность метода предупредили широкое его признание, обычно под
названием метода П. Я. Полубариновой-Кочиной [1, 3, 4].

Упомянутый метод состоит в следующем.
Обозначим через ω(ζ) и z(ζ) функции, дающие конформное отображение

областей комплексного потенциала ω и фильтрации z на верхнюю полупло-
скость ζ, и введем функции

Ω =
dω

dζ
, Z =

dz

dζ
. (1)

При отыскании зависимости комплексного потенциала течения ω от ком-
плексной координаты z точек области движения дело, как известно, сво-
дится к конформному отображению на верхнюю полуплоскость кругового
многоугольника. Пусть односвязный круговой многоугольник плоскости w
имеет границу, состоящую из конечного числа n — круговых дуг и прямоли-
нейных отрезков. Предположим, что вершины многоугольника с внутрен-
ними углами πνk (k = 1, 2, . . . , n) переходят в точки ak вещественной оси
плоскости ζ. Пусть угол при вершине, приходящей в бесконечно удаленную
точку ∞, будет π(ν′n − ν ′′n).

Тогда комплексная скорость w = dω/dz = Ω/Z может быть представ-
лена в виде отношения линейных комбинаций двух решений следующего
линейного дифференциального уравнения второго порядка класса Фукса с
n регулярными особыми точками [8, 28]:

y′′ +
n−1∑

k=1

1− νk

ζ − ak
y′ +

ν ′nν ′′nζn−3 +
n−4∑
i=0

λiζ
i

4
n−1∏
k=1

(ζ − ak)
y = 0, (2)
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где λi — некоторые вещественные постоянные. Эти n —3 величины в урав-
нении (2) представляют так называемые дополнительные (акцессорные)
параметры, которые, наряду с точками ak, заранее неизвестны.

Если найти два линейных независимых интеграла уравнения (2) y1(ζ) и
y2(ζ), то искомые величины могут быть записаны в виде

Ω = G(ζ)(C1y1 + C2y2),
Z = G(ζ)(C1y1 + C2y2),

где постоянные Ci определяются по координатам вершин рассматриваемо-
го многоугольника. Что касается функции G(ζ), то она имеет лишь регу-
лярные особенности в точках ak и может быть представлена в виде

G(ζ) =
n−1∏

k=1

(ζ − ak)ρk ,

причем характеристические показатели ρk, согласно методу П. Я. Полуба-
риновой-Кочиной, определяются из рассмотрения граничных условий на
прилегающих к соответствующим вершинам участках контура и приня-
той схемы течения вблизи этих вершин [2, 9–11, 20, 21]. Геометрический
способ нахождения показателей ρk разработан Б. К. Ризенкампфом [29] и
С. Н. Нумеровым [30]. Наряду с этим предложен также способ получения
показателей в тригонометрической форме [31, 32].

Таким образом, задача определения неизвестных функций Ω и Z тесно
связана с конформным отображением соответствующего кругового мно-
гоугольника области комплексной скорости и сводится, по сути дела, к
исследованию уравнения (2) и построению его интегралов y1 и y2. Если по-
следние определены, то, интегрируя выражения (1), найдем решение рас-
сматриваемой фильтрационной задачи в параметрическом виде.

Наиболее простым и в то же время весьма важным является случай, ко-
гда число особых точек, содержащихся в уравнении (2), меньше четырех:
тогда акцессорные параметры λi не входят в уравнение. Например, в слу-
чае трех особых точек получается хорошо изученное гипергеометрическое
уравнение Гаусса [33], коэффициенты которого и интегралы вполне опре-
деляются величинами ak и характеристическими показателями ρk [8].

Использование разработанного математического аппарата для такого
уравнения позволило П. Я. Полубариновой-Кочиной получить эффектив-
ные решения для целого ряда задач, интересных в теоретическом отноше-
нии и важных для гидротехники и мелиорации. Они нашли широкое при-
менение при исследовании следующих практических важных задач: в зем-
ляной перемычке с низовым клином и земляной плотине, расположенных
на горизонтальном водоупоре и снабженных горизонтальным фильтром; в
земляной плотине треугольного профиля при сухом нижнем бьефе, распо-
ложенной на горизонтальном водоупоре; в бесконечно высокой земляной
плотине трапецеидального профиля, расположенной на наклонном или го-
ризонтальном водоупоре.
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Наиболее значительные результаты получены П. Я. Полубариновой-Ко-
чиной при решении задачи фильтрации через прямоугольную перемычку
[2, 7, 18, 20]. С помощью оригинальных и изящных приемов решение до-
водится до простых результатов, позволяющих проводить обширные чи-
словые расчеты. Несмотря на то, что ранее этот случай был рассмотрен
методом комплексной скорости Б. Б. Девисоном [34] и Г. Гамелем [35], чи-
словые расчеты по этому решению оказались громоздкими, в связи с чем
было просчитано лишь ограниченное число примеров [36, 37].

Дальнейший важный шаг сделан П. Я. Полубариновой-Кочиной при рас-
смотрении некоторых случаев фильтрации в неоднородной среде [12, 16, 17,
19]: в основании плоского флютбета и вокруг водонепроницаемого шпунта
в предположении, что водопроницаемое основание сложено из двух гори-
зонтальных слоев (одинаковой мощности с любым коэффициентом филь-
трации), подстилаемых водоупором с горизонтальной кровлей; в основа-
нии плоского симметричного разрезного флютбета, а также вокруг двух
точечных шпунтов при условии, что водопроницаемое основание имеет ко-
нечную мощность и состоит из двух слоев с вертикальной линией раздела,
расположенной посредине между частями флютбета или шпунтами. По-
лученные решения затем преобразуются к весьма упрощенным зависимо-
стям, содержащим элементарные функции. Таким образом, и здесь свои
фундаментальные результаты П. Я. Полубаринова-Кочина сумела связать
с потребностями инженерной практики. Дальнейшие исследования некото-
рых задач в двуслойной среде, связанные с применением обратного приема,
который в свое время был предложен Н.К. Калининым [38], содержатся в
работе [39].

Под влиянием работ П. Я. Полубариновой-Кочиной в дальнейшем по-
явился ряд исследований, посвященных разнообразным случаям фильтра-
ции, в которых число особых точек сводится к трем 1: Б. К. Ризенкампф
[29], С. В. Фалькович [21, 40], Г. К. Михайлов [41–43], В. А. Васильев [44],
В. А. Васильев и Д. Ф. Шульгин [45], В. А. Васильев и И. С. Теплицкий
[46], В. А. Барон [47], В. Н. Эмих [48–50], Ю. И. Капранов [51], А. Р. Цицки-
швили [52], Э. Н. Береславский и Л. А. Панасенко [53], Э. Н. Береславский
[54–57].

До сих пор рассматривались задачи, для решения которых можно исполь-
зовать уравнения гипергеометрического типа. Однако в практике все боль-
шее прикладное значение приобретают исследования, связанные с поста-
новкой и решением значительно более сложных задач — как по причине
осложненных условий фильтрации, так и вследствие геометрических очер-
таний областей фильтрации. Именно такими являются задачи с четырьмя,
пятью и т. д. особыми точками.

1Здесь и ниже рассматриваются только те работы, в которых используется ме-
тод П. Я. Полубариновой-Кочиной, и вопрос о целесообразности его применения
не затрагивается.
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Как оказалось, при большем числе особых точек n > 3 применение мето-
да П. Я. Полубариновой-Кочиной сопряжено с трудностями принципиаль-
ного характера. Дело в том, что помимо традиционной трудности, которая
возникает в случае прямолинейных многоугольников при применении фор-
мулы Кристоффеля–Шварца и связана с нахождением неизвестных посто-
янных ak, для круговых многоугольников задача еще более усложняется.
В коэффициентах уравнения (2) начинают появляться акцессорные пара-
метры λi, причем с прибавлением каждой новой стороны многоугольника
число неизвестных параметров увеличивается сразу на два. Дифференци-
альное уравнение (2) в таких случаях не только не удается решить в общем
виде, но и интегрирование его для каждого конкретного многоугольника
оказывается весьма трудной задачей.

Положение осложняется еще и тем обстоятельством, что связь параме-
тров с геометрическими характеристиками заданного многоугольника та-
кже заранее неизвестна. В этом направлении наиболее значительные ре-
зультаты получены также П. Я. Полубариновой-Кочиной [11, 20]. Ею впер-
вые установлен вид уравнений, связывающих неизвестные постоянные с
коэффициентами вспомогательных подстановок для интегралов уравнения
(2) в случае произвольных кругового четырехугольника и пятиугольника,
один из углов которого равен 2π. Для вершин таких разрезов построены
алгебраические уравнения, связывающие между собой неизвестные пара-
метры. Однако, несмотря на полученные общие результаты удобного мето-
да нахождения неизвестных констант конформного отображения не суще-
ствует до сих пор.

В силу указанных причин эффективных решений для задач фильтрации
с числом неустранимых особых точек, большем трех, получено немного.
Условно эти задачи можно разделить на две группы.

К первой группе задач относится случай фильтрации через трапецеи-
дальную перемычку с наклонными откосами, расположенную на водоупо-
ре [52, 58]. Он рассмотрен с помощью метода, предложенного А. Р. Цицки-
швили, и опирается на теорию сопряжения для нескольких неизвестных
функций и теорию И. А. Лаппо–Данилевского [59–71]. Следует признать,
что метод, которым пользуется А. Р. Цицкишвили, дает общие результа-
ты и в теоретическом плане удалось в определенной степени преодолеть
трудности, возникающие при интегрировании уравнения (2).

К подобным результатам приводят также и исследования Л. И. Чибрико-
вой [72–75]. Ею предложен оригинальный подход, основанный на примене-
нии интегралов по кривым на римановых поверхностях и решении задачи
Римана, что позволило получить ряд интересных результатов в разработке
опять же теоретических методов решения фуксовых уравнений.

Работы А. Р. Цицкишвили и Л. И. Чибриковой, ориентированные глав-
ным образом на исследования общего характера, являются важным вкла-
дом, как в теорию конформных отображений круговых многоугольников,
так и в методы интегрирования уравнений класса Фукса. Во всяком слу-
чае, они наглядно демонстрируют новые возможности теории линейного
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сопряжения. Представляя несомненный интерес для теоретических иссле-
дований, эти возможности, к сожалению, оказываются до сих пор нереали-
зованными для количественного анализа изучаемых явлений. Упомянутое
выше решение задачи о фильтрации через земляную трапецеидальную пе-
ремычку — это пока единственное решение подобного рода. Других алго-
ритмов числовых расчетов для тех случаев, когда n ≥ 4, еще нет вообще.

К другой группе задач относятся случаи, для которых оказывается во-
зможным применить некоторые искусственные приемы, связанные либо с
подходящей заменой переменных в уравнении (2), либо с удачным выбором
вспомогательной области изменения параметрической переменной. Таким
способом П. Я. Полубариновой-Кочиной [22], С. В. Фальковичу [21, 40],
Н. К. Калинину [76], В. А. Васильеву [77], А. Я. Чилапу [78], В. Н. Эмиху
[24, 48], Ю. И. Капранову [51, 79] удалось получить решения задач в за-
мкнутом виде. Разумеется, что выгоды в выборе соответствующих замен
переменных и вспомогательных областей, которыми пользуются авторы,
целиком связаны с частными особенностями задач.

При всей значимости перечисленных выше работ, ориентированных ли-
бо на исследования общего характера, либо на использование различных
искусственных приемов, изыскания в указанном направлении пока разоб-
щены и не в полной мере отражают специфику фильтрационных течений
со свободными границами. Учет одновременно влияния различных физи-
ческих факторов, существенно влияющих на фильтрационные процессы, а
также характерных особенностей последних пока еще не стал широким до-
стоянием точных аналитических решений. По-прежнему актуальной оста-
ется разработка методов, приспособленных к тем или иным классам задач,
которые бы учитывали их специфику и были бы, кроме того, простыми и
удобными для приложений.

Дело в том, что фильтрационные течения со свободными границами
относятся к движениям со сложной кинематической структурой, характе-
ризующимися наличием граничных критических точек, в которых напор
или расход принимают экстремальные значения, а скорость обращается в
нуль, т. е. состоят из нескольких составляющих их потоков. Кроме того,
в любой гидродинамической задаче, в которой приходиться иметь дело со
свободными границами (депрессионной кривой или линией раздела между
пресными и солеными водами) наличествуют точки перегиба на этих гра-
ницах. Наконец, при постановке задачи должна быть отражена и в опреде-
ленной степени учтена при исследовании и особенность потока, сопутству-
ющая возможным инфильтрации или испарению со свободной поверхности.

Эти и ряд других обстоятельств и приводят к тому, что весьма рас-
пространенным и типичным для областей комплексной скорости подобных
фильтрационных задач является обилие прямых углов и разрезов. Как ка-
залось, несмотря на различную конфигурацию и структуру эти области
принадлежат одному и тому же классу — круговым многоугольникам в
полярных сетках [28]. Последние, как известно, составляются дугами кон-
центрических окружностей с центром в начале координат и проходящими
через него отрезками прямых. Подобные многоугольники, несмотря на их

16



Э. Н. БЕРЕСЛАВСКИЙ

частный вид, имеют весьма широкое распространение и достаточно общий
характер в задачах фильтрации [27, 80, 81]. В частности, анализ показал,
что все те области, которые имеют место в задачах второй группы, о кото-
рых говорилось выше, принадлежат именно классу круговых многоуголь-
ников в полярных сетках. Поэтому разработка специальных методов кон-
формного отображения применительно к подобного рода областям имеет
большое практическое значение.

В отличие от традиционного подхода [28], основанного на сведении за-
дачи с помощью логарифмической функции к прямолинейным прямоу-
гольникам, при котором увеличивается число неизвестных параметров в
формуле Кристоффеля–Шварца, оказывается более выгодным воспользо-
ваться общей теорией построения отображающих функций на основе ре-
шения соответствующих уравнений класса Фукса. Разработанная методика
[82–87] опирается на идею нахождения частных решений уравнений фуксо-
вого типа в виде линейных комбинаций с неопределенными коэффициен-
тами из известных частных решений некоторых более простых гипергео-
метрических уравнений с тремя особыми точками. При этом неизвестные
параметры конформного отображения определяются в ходе построения ча-
стных решений, поэтому в дальнейшем проблемы акцессорных параметров
не возникает. Учет характерных особенностей рассматриваемых областей
позволил представить решения непосредственно в замкнутой форме через
специальные, а в ряде случаев — элементарные функции, что делает их
использование наиболее простым и удобным при последующих практиче-
ских целях.

На этом пути с помощью разработанной методики метод П. Я. Полу-
бариновой-Кочиной был использован при исследовании фильтрационных
течений пресных вод над покоящимися солеными в образованиях типа линз
[88, 89] и кайм [90, 91], в зоне действия кротовых оросителей [92] и водое-
мов [93], при обтекании шпунта Жуковского [94–97], а также в различных
случаях фильтрации из каналов в почвогрунтах, подстилаемых сильнопро-
ницаемым напорным водоносным горизонтом высокой проницаемости или
водоупором [98–102].

В развитие этого подхода отметим возможность получения решений за-
дач фильтрации, при исследовании которых возникают неоднолистные или
двусвязные области комплексной скорости [93, 91, 98].
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