
Журнал обчислювальної та 2013, №1(111)
прикладної математики

Journal of Computational
& Applied Mathematics

УДК 517.958

IНТЕГРАЛЬНI ЗОБРАЖЕННЯ xkyl-АНАЛIТИЧНИХ
ФУНКЦIЙ ТА ЇХ ФОРМУЛИ ОБЕРНЕННЯ

I. М. Александрович, М. В. Сидоров

Резюме. У статтi виведенi формули обернення iнтегрального зо-
браження p-аналiтичних функцiй з характеристикою p = xkyl

(k, l — const > 0). P -аналiтичнi функцiї з такою характеристи-
кою тiсно пов’язанi з бiосесиметричним рiвнянням потенцiалу
та з узагальненим бiосесиметричним рiвнянням потенцiалу, що
принципово використано при отриманнi iнтегрального зображе-
ння xkyl-аналiтичних функцiй через довiльнi аналiтичнi функцiї
та їх формул обернення. Вивченi умови, при яких iнтегральне
зображення xkyl-аналiтичних функцiй є iнтегральним рiвнянням
Вольтерра 1-го роду або iнтегральним рiвнянням типу згортки.
Наявнiсть прямої та оберненої формул iнтегрального зображен-
ня xkyl-аналiтичної функцiї дають можливiсть розглядати їх як
iнтегральнi рiвняння та їх розв’язки, а тим самим створити ма-
тематичнi моделi крайових задач для рiвнянь i систем з частин-
ними похiдними. Отриманi результати використовуватимуться
для розв’язання крайових задач математичної фiзики, зокрема
для розв’язання задач плоскої контактної теорiї пружностi, тео-
рiї повзучостi, електродинамiки тощо.

P -аналiтичнi функцiї з такими характеристиками тiсно пов’язанi з бiо-
сесиметричним рiвнянням потенцiалу та з узагальненим бiосесиметричним
рiвнянням потенцiалу, iнтегральним зображенням розв’язкiв яких присвя-
чено роботу [2].

Наявнiсть прямої та оберненої формул iнтегрального зображення xkyl-
аналiтичної функцiї дають можливiсть розглядати їх як iнтегральнi рiвня-
ння та їх розв’язки, а тим самим створити математичнi моделi крайових
задач в цьому класi функцiй.

1◦.

Нехай G — область в першiй чвертi площини z = x + iy, обмежена вiд-
рiзками l1 i l2 дiйсної i вiдповiдно уявної осi та деякими кривими, монотон-
ними по x та y. Прямолiнiйнi вiдрiзки, проведенi з будь-якої точки областi
ортогонально осям x та y, належать областi G. Зокрема, область G може
спiвпадати з першою чвертю площини або пiвсмугою.

Теорема 1. Якщо ϕ̃(z) = ϕ̃1(x, y) + iϕ̃2(x, y) — xk-аналiтична функцiя [3]
в областi G i така, що

ϕ̃2(x, y)|l1 = 0,
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то функцiя

f̃(z) = ũ(x, y) + iṽ(x, y) =

=
y∫
0

(
y1−lϕ̃1(x, τ) + iτ ϕ̃2(x, τ)

) (
y2 − τ2

) l
2
−1

dτ
(1)

буде xkyl-аналiтичною функцiєю в областi G, неперервною аж до вiдрiзка
l1 i

ṽ(x, y)|l1 = 0, k, l − const > 0.

Доведення. Твердження теореми встановлюється безпосередньою перевiр-
кою xkyl-аналiтичностi функцiї f̃(z), а також виконанням умови
ṽ(x, 0) = 0. ¤

Теорема 2. Нехай f̃(z) = ũ(x, y) + iṽ(x, y) — xkyl-аналiтична функцiя в
областi G i нехай виконується умова

ṽ(x, y)|l1 = 0.

Тодi ϕ̃(z) = ϕ̃1(x, y) + iϕ̃2(x, y) є xk-аналiтичною функцiєю, яка визначає-
ться рiвнiстю

ϕ̃(z) = ϕ̃1(x, y) + iϕ̃2(x, y) =

=





2
Γ( l

2)Γ(m− l
2
+1)

{
d
dy

y∫
0

dm(τ l−1ũ(x,τ))
(dτ2)m

τdτ

(y2−τ2)
l
2−m

+

+i 1
y

d
dy

y∫
0

dmṽ(x,τ)
(dτ2)m

τdτ

(y2−τ2)
l
2−m

}
, l 6= 2n, m =

[
l
2

]
,

2
(n−1)!

{
y dn

(dy2)n

(
yl−1ũ(x, y)

)
+ idnṽ(x,y)

(dy2)n

}
, l = 2n

(2)
i задовольняє умовi

ϕ̃2(x, y)|l1 = 0.

Доведення. Теорема доводиться безпосередньо, встановивши, що
ϕ̃(z) = ϕ̃1(x, y) + iϕ̃2(x, y) є xk-аналiтичною функцiєю. Покажемо, що
ϕ̃2(x, 0) = 0.

1. l = 2n.

dn−1(yl−1ũ(x,y))
(dy2)n−1 = dn−1

(dy2)n−1

[
yl−1 · y1−l

y∫
0

ϕ̃1(x, τ)(y2 − τ2)n−1dτ

]
=

= (n− 1)!
y∫
0

ϕ̃1(x, τ)dτ,

ϕ̃2(x, y) = 2
(n−1)!

dn−1

(dy2)n−1

[
1
2y

∂ṽ(x,y)
∂y

]
=

= 1
(n−1)!

dn−1

(dy2)n−1

[
xkyl−1 ∂ũ(x,y)

∂x

]
.

Враховуючи на основi встановленої вище формули, що

dn−1

(dy2)n−1

[
yl−1 ∂ũ(x, y)

∂x

]
= (n− 1)!

y∫

0

∂ϕ̃1(x, τ)
∂x

dτ,
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маємо

ϕ̃2(x, y) = xk

y∫

0

∂ϕ̃1(x, τ)
∂x

dτ.

Звiдси
ϕ̃2(x, 0) = 0.

2. l 6= 2n. У цьому випадку, з урахуванням того, що

dm−1

(dy2)m−1

(
yl−1ũ1(x, y)

)
=

=
(

l
2 − 1

) (
l
2 − 2

)
...

(
l
2 −m + 1

) y∫
0

ϕ̃1(x, τ)
(
y2 − τ2

) l
2
−m

dτ,

функцiю ϕ̃2(x, y) можемо перетворити до вигляду

ϕ̃2(x, y) =
xk( l

2
−1)( l

2
−2)...( l

2
−m+1)

Γ( l
2)Γ(m− l

2
+1)

1
y

d
dy

y∫
0

τ
(
y2 − τ2

)m− l
2 dτ⊗

⊗
τ∫
0

∂ϕ̃1(x,ξ)
∂ξ

(
τ2 − ξ2

) l
2
−m

dξ.

Покладаючи ξ = ytη, τ = yt, матимемо

ϕ̃2(x, y) =
3xk( l

2
−1)( l

2
−2)...( l

2
−m+1)

Γ( l
2)Γ(m− l

2
+1) y

1∫
0

(
1− t2

)m− l
2 tl−2m+2dt⊗

⊗
1∫
0

∂ϕ̃1(x,ytη)
∂x

(
1− η2

) l
2
−m

dη + ( l
2
−1)( l

2
−2)...( l

2
−m+1)

Γ( l
2)Γ(m− l

2
+1) ⊗

⊗y2
1∫
0

(
1− t2

)m− l
2 tl−2m+3dt

1∫
0

∂ϕ̃1(x,ytη)
∂x

(
1− η2

) l
2
−m

dη+

+( l
2
−1)( l

2
−2)...( l

2
−m+1)

Γ( l
2)Γ(m− l

2
+1) y2

1∫
0

(
1− t2

)m− l
2 tl−2m+3dt⊗

⊗
1∫
0

d
dy

∂ϕ̃2(x,ytη)
∂(ytη)

(
1− η2

) l
2
−m

ηdη.

Звiдси одержуємо ϕ̃2(x, y)|l1 = 0.

¤

Аналогiчно теоремам 1 та 2 мають мiсце твердження для областей з
нескiнченно вiддаленою точкою.

Зауваження 1. Рiвнiсть (1) можемо розглядати як iнтегральнi рiвняння, а
рiвнiсть (2) — як розв’язки цих iнтегральних рiвнянь.

2◦.

Теорема 3. Якщо функцiя f(z) = u(x, y)+iv(x, y) — аналiтична в областi
G i задовольняє умову

v(x, y)|li = 0, i = 1, 2,
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то функцiя

f̃(z) = ũ(x, y) + iṽ(x, y) =

=
y∫
0

(
y2 − η2

) l
2
−1

dη
x∫
0

(
x1−ky1−lu(ξ, η) + iv(ξ, η)ξη

) (
x2 − ξ2

) k
2
−1

dξ
(3)

є xkyl-аналiтичною в областi G, а на l1 i l2 має неперервнi похiднi по x
та y вiдповiдно i задовольняє умову

ṽ|l1 = 0, ṽ|l2 = 0.

Доведення. У справедливостi теореми переконуємось, скориставшись озна-
ченням аналiтичної функцiї та xkyl-аналiтичної функцiї. ¤

Iнтегральним зображенням (3) встановлюється взаємно-однозначна вiд-
повiднiсть мiж xkyl-аналiтичними функцiями i аналiтичними функцiями в
областi G, уявнi частини яких на li дорiвнюють нулевi.

Щоб отримати формули обернення xkyl-аналiтичних функцiй, розгляне-
мо iнтегральне рiвняння

x∫

a

y∫

b

ϕ(ξ, η)[ω(x)− ω(ξ)]α[γ(y)− γ(η)]βdξdη = ψ(x, y), (4)

де a, b ∈ R; x, y — незалежнi змiннi; α, β — сталi > −1; ω(x), η(y) — заданi
функцiї з властивостями:
при

a < x, ω(x) > ω(ξ), ξ ∈ (a, x),
a > x, ω(x) < ω(ξ), ξ ∈ (x, a),
b < y, γ(y) > γ(η), η ∈ (b, y),
b > y, γ(y) < γ(η), η ∈ (y, b),

ψ(x, y) — задана достатнє число раз неперервно диференцiйована функцiя,
ϕ(x, y) — шукана функцiя.

Лема 1. Розв’язок iнтегрального рiвняння (4) можна записати у виглядi:
1) якщо α, β — цiлi (α ≡ m, β ≡ n),то

ϕ(x, y) =
ω′(x)γ′(y)

m!n!
∂m+n+2ψ(x, y)

(∂ω(x))m+1 (∂γ(y))n+1 ; (5)

2) якщо α ≡ m, β — не цiле, то, ввiвши позначення l ≡ [β + 1],
одержимо

ϕ(x, y)= ω′(x)
m!Γ(1+β)Γ(l−β)⊗

⊗ ∂
∂y

y∫
b

∂m+n+1ψ(x,τ)

(∂ω(x))m+1(∂γ(τ))n
γ′(τ)dτ

(γ(y)−γ(τ))β+1−l ;
(6)

3) якщо α — не цiле, β ≡ n, то, ввiвши позначення k ≡ [α+1], маємо

ϕ(x, y) = γ′(y)
n!Γ(1+α)Γ(k−α)⊗

⊗ ∂
∂x

x∫
a

∂k+n+1ψ(t,y)

(∂ω(t))k(∂γ(y))n+1
ω′(t)dt

(ω(x)−ω(t))α+1−k ;
(7)
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4) якщо α, β — не цiлi, то, взявши k ≡ [α + 1], l ≡ [β + 1], матимемо

ϕ(x, y) = 1
Γ(1+α)Γ(1+β)Γ(k−α)Γ(l−β)

∂2

∂x∂y

x∫
a

y∫
b

∂k+lψ(t,τ)

(∂ω(t))k(∂γ(τ))l⊗

⊗ ω′(t)γ′(τ)dtdτ

(ω(x)−ω(t))α+1−k(γ(y)−γ(τ))β+1−l .
(8)

Доведення. 1) При α ≡ m, β ≡ n рiвнiсть (5) очевидна. 4) У випадку, коли
α, β — не цiлi, вiзьмемо k ≡ [α + 1], l ≡ [β + 1], µ = k − α, ν = l − β. Тут
0 < µ < 1, 0 < ν < 1. Диференцiюймо обидвi частини рiвняння (4) k разiв
по ω(x) i l разiв по γ(y). Одержимо

∂k+lψ(x,y)

(∂ω(x))k(∂γ(y))l = Γ(α+1)Γ(β+1)
Γ(α−k+1)Γ(β−l+1)

x∫
a

y∫
b

ϕ(ξ,η)dξdη
(ω(x)−ω(ξ))µ(γ(y)−γ(η))ν .

Замiнимо в останнiй рiвностi x на t, y на τ, домножимо обидвi сторони на
ω′(t)γ′(τ)dtdτ

(ω(x)−ω(t))1−µ(γ(y)−γ(τ))1−ν та проiнтегруємо по t÷ a, x i по τ ÷ b, y. Маємо

x∫
a

y∫
b

{
t∫

a

τ∫
b

ϕ(ξ,η)dξdη
(ω(x)−ω(ξ))µ(γ(y)−γ(η))ν

}
ω′(t)γ′(τ)dτdt

(ω(x)−ω(t))1−µ(γ(y)−γ(τ))1−ν =

= Γ(α−k+1)Γ(β−l+1)
Γ(α+1)Γ(β+1)

x∫
a

y∫
b

∂k+lψ(t,τ)

(∂ω(t))k(∂γ(τ))l
ω′(t)γ′(τ)dtdτ

(ω(x)−ω(t))1−µ(γ(y)−γ(τ))1−ν .

Перетворимо лiву сторону рiвностi
x∫
a

y∫
b

ϕ(ξ, η)dξdη
x∫
ξ

ω′(t)dt

(ω(t)−ω(ξ))µ(ω(x)−ω(t))1−µ

y∫
η

γ′(τ)dτ

(γ(τ)−γ(η))ν(γ(y)−γ(τ))1−ν =

=
∣∣∣r = ω(t)−ω(ξ)

ω(x)−ω(ξ) , s = γ(τ)−γ(η)
γ(y)−γ(η)

∣∣∣ =
x∫
a

y∫
b

ϕ(ξ, η)dξdη
1∫
0

dr
rµ(1−r)1−µ

1∫
0

ds
sν(1−s)1−ν =

= Γ(1 + α− k)Γ(k − α)Γ(1 + β − l)Γ(l − β)
x∫
a

y∫
b

ϕ(ξ, η)dξdη.

Отже, отримуємо формулу (8). Формули (6) i (7) встановлюються як поєд-
нання випадку 1) та 4). ¤

Теорема 4. Iнтегральне зображення (4) xkyl-аналiтичної функцiї ста-
новить iнтегральнi рiвняння типу згортки, розв’язок яких має вигляд:

1) k
2 − 1 ≡ m, l

2 − 1 ≡ n

u(x, y) + iv(x, y) = 4xy
m!n!

∂m+n+2(xk−1yl−1ũ(x,y))
(∂(x2))m+1(∂(y2))n+1 +

+i 4
m!n!

∂m+n+2ṽ(x,y)

(∂x2)m+1(∂y2)n+1 ;
(9)

2) k
2 − 1 ≡ m, l

2 − 1 — не цiле
([

l
2

] ≡ n
)

u(x, y) + iv(x, y) = 2
m!Γ( l

2)Γ(n+1− l
2)
⊗

⊗
{

2x ∂
∂y

y∫
0

∂m+n+1(xk−1ηl−1ũ(x,η))
(∂x2)m+1(∂η2)n

ηdη

(y2−η2)
l
2−n

+

+i 2
y

∂
∂y

y∫
0

∂m+n+1ṽ(x,η)

(∂x2)m+1(∂η2)n
ηdη

(y2−η2)
l
2−n

}
;

(10)
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3) k
2 − 1 — не цiле

([
k
2

] ≡ m
)
, l

2 − 1 ≡ n

u(x, y) + iv(x, y) = 2
n!Γ( k

2 )Γ(m+1− k
2 )
⊗

⊗
{

2y ∂
∂x

x∫
0

∂m+n+1(ξk−1yl−1ũ(ξ,y))
(∂ξ2)m(∂y2)n+1

ξdξ

(x2−ξ2)
k
2−m

+

+i 2
x

∂
∂x

x∫
0

∂m+n+1ṽ(ξ,y)

(∂ξ2)m(∂y2)n+1
ξdξ

(x2−ξ2)
k
2−m

}
;

(11)

4) k
2 − 1 6= m, l

2 − 1 6= n
([

k
2

] ≡ m,
[

l
2

] ≡ n
)

u(x, y) + iv(x, y) = 4
Γ( k

2 )Γ( l
2)Γ(m+1− k

2 )Γ(n+1− l
2)
⊗

⊗
{

∂2

∂x∂y

x∫
0

y∫
0

∂m+n(ξk−1ηl−1ũ(ξ,η))
(∂ξ2)m(∂η2)n

ξηdξdη

(x2−ξ2)
k
2−m(y2−η2)

l
2−n

+

+ i
xy

∂2

∂x∂y

x∫
0

y∫
0

∂m+nṽ(ξ,η)
(∂ξ2)m(∂η2)n

ξηdξdη

(x2−ξ2)
k
2−m(y2−η2)

l
2−n

}
.

(12)

Доведення. Справедливiсть формул (9)–(12) встановлюється за лемою. ¤

За теоремами про єдинiсть аналiтичних та p-аналiтичних функцiй [3] мiж
iнтегральним зображенням (3) та формулами (10)–(12), якi свiдчать про
однозначну розв’язуванiсть рiвняння (3), встановлюється взаємно одно-
значна вiдповiднiсть мiж xkyl-аналiтичними функцiями та аналiтичними
функцiями в областi G.

Нехай G1 — область в першiй чвертi площини z = x + iy, обмежена
вiдрiзком l2 уявної осi i деякою кривою Γ2, монотонною по x. Нескiнченно
вiддалена точка належить l2 i Γ2. Будь-якi прямолiнiйнi вiдрiзки з будь-якої
точки областi G1 в нескiнченнiсть перпендикулярно OY i OX, належать
областi G1.

Теорема 5. Якщо функцiя f(z) = u(x, y) + iv(x, y) аналiтична в областi
G1 i задовольняє умовам

v|l2 = 0, f(z) = o
(
|z|−l−ε

)
, z →∞ (ε = const > 0),

то функцiя

f̃(z) = ũ(x, y) + iṽ(x, y) =
y∫
∞

x∫
0

{
x1−ky1−lRe

[
f(ζ)e−iπ( l

2
−1)

]
+

+iξηIm
[
f(ζ)e−iπ( l

2
−1)

]} (
x2 − ξ2

) k
2
−1 (

η2 − y2
) l

2
−1

dξdη(ζ = ξ + iη)
(13)

xkyl-аналiтична в областi G1, а на l2 має неперервну частинну похiдну
по y i задовольняє умову ṽ|l2 = 0.

Доведення. Твердження теореми встановлюється безпосередньою перевiр-
кою. ¤

Теорема 6. Iнтегральне рiвняння (13) становить iнтегральне рiвняння
типу згортки, розв’язок якого у вiдповiдних випадках має вигляд:
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1) k
2 − 1 ≡ m, l

2 − 1 ≡ n

u(x, y) + iv(x, y) = 4xy
m!n!

∂m+n+2(xk−1yl−1ũ(x,y))
(∂x2)m+1(∂y2)n+1 +

+i 4
m!n!

∂m+n+2ṽ(x,y)

(∂x2)m+1(∂y2)n+1 ;
(14)

2) k
2 − 1 ≡ m, l

2 − 1 — не цiле
([

l
2

] ≡ n
)

Re
[
f(z)e−iπ( l

2
−1)

]
+ iIm

[
f(z)e−iπ( l

2
−1)

]
=

= (−1)n2x

m!Γ( l
2)Γ(n− l

2
+1)

∂
∂y

y∫
∞

∂m+n+1(xk−1ηl−1ũ(x,η))
(∂x2)m+1(∂η2)n

2ηdη

(η2−y2)
l
2−n

+

+i (−1)n

m!Γ( l
2)Γ(n− l

2
+1)

2
y

∂
∂y

y∫
∞

∂m+n+1ṽ(x,η)

(∂x2)m+1(∂η2)n
2ηdη

(η2−y2)
l
2−n

;

(15)

3) k
2 − 1 — не цiле

([
k
2

] ≡ m
)
, l

2 − 1 ≡ n

u(x, y) + iv(x, y) = 2
n!Γ( k

2 )Γ(m+1− k
2 )
⊗

⊗
{

2y ∂
∂x

x∫
0

∂m+n+1(ξk−1yl−1ũ(ξ,y))
(∂ξ2)m(∂y2)n+1

ξdξ

(x2−ξ2)
k
2−m

+

+i 2
x

∂
∂x

x∫
0

∂m+n+1ṽ(ξ,y)

(∂ξ2)m(∂y2)n+1
ξdξ

(x2−ξ2)
k
2−m

}
;

(16)

4) k
2 − 1 не цiле

([
k
2

] ≡ m
)
, l

2 − 1 6= n не цiле
([

l
2

] ≡ n
)

Re
[
f(z)e−iπ( l

2
−1)

]
+ iIm

[
f(z)e−iπ( l

2
−1)

]
=

= (−1)n4

Γ( k
2 )Γ( l

2)Γ(m− k
2
+1)Γ(n− l

2
+1)⊗

⊗
{

∂2

∂x∂y

x∫
0

y∫
∞

∂m+n(ξk−1ηl−1ũ(ξ,η))
(∂ξ2)m(∂η2)n

ξηdξdη

(x2−ξ2)
k
2−m(η2−y2)

l
2−n

+

+ i
xy

∂2

∂x∂y

x∫
0

y∫
∞

∂m+nṽ(ξ,η)
(∂ξ2)m(∂η2)n

ξηdξdη

(x2−ξ2)
k
2−m(η2−y2)

l
2−n

}
.

(17)

Доведення. Справедливiсть формул (14)–(17) встановлюється за лемою.
¤

Отже, розв’язок iнтегрального рiвняння (13) iснує i єдиний. Iнтегральне
зображення (13) встановлює взаємно-однозначну вiдповiднiсть мiж xkyl-
аналiтичними функцiями f̃(z) i аналiтичними функцiями f(z) в областi
G1.

Аналогiчнi теореми мають мiсце в областi G2, яка розмiщена в першiй
чвертi площини z = x + iy, обмежена вiдрiзком l1 дiйсної осi i деякою
кривою Γ1, монотонною по y. Нескiнченно вiддалена точка належить l1
i Γ1. Будь-якi перпендикулярнi вiдрiзки, що виходять з будь-якої точки
областi G2, i ортогональнi до OX або до OY i йдуть в нескiнченнiсть,
належать G2.

Нехай G3 — область така, що будь-якi прямi, якi виходять з будь-якої
точки паралельно осi OX i OY i йдуть в нескiнченнiсть, належать G3.
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Теорема 7. Якщо f(z) = u(x, y) + iv(x, y) аналiтична в G3 i
f(z) = o

(|z|−max(k,l)−ε
)
при z →∞, то функцiя

f̃(z) = ũ(x, y) + iṽ(x, y) =
y∫
∞

x∫
∞

{
x1−ky1−lRe

[
f(ζ)eiπ( k+l

2
−2)

]
+

+iξηIm
[
f(ζ)eiπ( k+l

2
−2)

]} (
ξ2 − x2

) k
2
−1 (

η2 − y2
) l

2
−1

dξdη

(18)

є xkyl-аналiтичною в G3.

Доведення. Достатньо перевiрити, що функцiї ũ(x, y), ṽ(x, y), заданi фор-
мулою (18), задовольняють систему

xkyl ∂ũ

∂x
=

∂ṽ

∂y
,

xkyl ∂ũ

∂y
= −∂ṽ

∂x
.

¤

Iнтегральне зображення (18) встановлює взаємно однозначну вiдповiд-
нiсть мiж xkyl-аналiтичними функцiями f̃(z) та аналiтичними функцiями
f(z) в областi G3.

Теорема 8. Iнтегральне рiвняння (18) є iнтегральним рiвнянням типу
згортки, розв’язок якого у вiдповiдних випадках має вигляд:

1) k
2 − 1 ≡ m, l

2 − 1 ≡ n

u(x, y) + iv(x, y) = 4xy
m!n!

∂m+n+2(xk−1yl−1ũ(x,y))
(∂x2)m+1(∂y2)n+1 +

+i 4
m!n!

∂m+n+2ṽ(x,y)

(∂x2)m+1(∂y2)n+1 ;
(19)

2) k
2 − 1 ≡ m, l

2 − 1 — не цiле
([

l
2

] ≡ n
)

Re
[
f(z)eiπ( k+l

2
−2)

]
+ iIm

[
f(z)e−iπ( k+l

2
−2)

]
=

= (−1)n+m2x

m!Γ( l
2)Γ(n− l

2
+1)

∂
∂y

y∫
∞

∂m+n+1(xk−1ηl−1ũ(x,η))
(∂x2)m+1(∂η2)n

2ηdη

(η2−y2)
l
2−n

+

+i (−1)n+m

m!Γ( l
2)Γ(n− l

2
+1)

2
y

∂
∂y

y∫
∞

∂m+n+1ṽ(x,η)

(∂x2)m+1(∂η2)n
2ηdη

(η2−y2)
l
2−n

;

(20)

3) k
2 − 1 — не цiле

([
k
2

] ≡ m
)
, l

2 − 1 ≡ n

Re
[
f(z)eiπ( k+l

2
−2)

]
+ iIm

[
f(z)e−iπ( k+l

2
−2)

]
=

= (−1)n+m2

n!Γ( k
2 )Γ(m− k

2
+1)

{
2y ∂

∂x

x∫
∞

∂m+n+1(ξk−1yl−1ũ(ξ,y))
(∂ξ2)m(∂y2)n+1

ξdξ

(ξ2−x2)
k
2−m

+

+ i 2
x

∂
∂x

x∫
∞

∂m+n+1ṽ(ξ,y)

(∂ξ2)m(∂y2)n+1
ξdξ

(ξ2−x2)
k
2−m

}
;

(21)
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4) k
2 − 1 не цiле

([
k
2

] ≡ m
)
, l

2 − 1 6= n не цiле
([

l
2

] ≡ n
)

Re
[
f(z)eiπ( k+l

2
−2)

]
+ iIm

[
f(z)e−iπ( k+l

2
−2)

]
=

= (−1)n+m4

Γ( k
2 )Γ( l

2)Γ(m− k
2
+1)Γ(n− l

2
+1)⊗

⊗
{

∂2

∂x∂y

x∫
∞

y∫
∞

∂m+n(ξk−1ηl−1ũ(ξ,y))
(∂ξ2)m(∂η2)n

ξηdξdη

(ξ2−x2)
k
2−m(η2−y2)

l
2−n

+

+ i
xy

∂2

∂x∂y

x∫
∞

y∫
∞

∂m+nṽ(ξ,η)
(∂ξ2)m(∂η2)n

ξηdξdη

(ξ2−x2)
k
2−m(η2−y2)

l
2−n

}
.

(22)

Доведення. Формули (19)–(22) встановлюються за лемою. ¤

Зауваження 2. Нехай G4 — деяка горизонтальна пiвсмуга {0 < x < ∞,
0 < y < y0} або перша чверть площини. Якщо функцiя
f(z) = u(x, y) + iv(x, y) аналiтична в G4 i задовольняє умови

a) v |x=0,0<y<y0 = 0, v |y=0 = 0,

б) f(z) = o
(|z|−k−ε

)
при z →∞,

то iнтегральне зображення (3) i iнтегральне зображення

f̃(z) = ũ(x, y) + iṽ(x, y) =
y∫
∞

x∫
∞

{
x1−ky1−lRe

[
f(ζ)e−iπ( k

2
−1)

]
+

+iξηIm
[
f(ζ)e−iπ( k

2
−1)

]} (
ξ2 − x2

) k
2
−1 (

y2 − η2
) l

2
−1

dξdη

(23)

визначають одну й ту ж xkyl-аналiтичну функцiю в G4.

Справедливiсть цього твердження отримуємо скориставшись тим, що
∞∫

−∞
f(ζ)

(
x1−ky1−l + ξη

) (
x2 − ξ2

) k
2
−1

dξ = 0.

Зауваження 3. Нехай G5 — вертикальна пiвсмуга {0 < x < x0, 0 < y < ∞}
або перша чверть площини. Якщо функцiя f(z) = u(x, y) + iv(x, y) аналi-
тична в G5 i задовольняє умови:

a) v|x=0 = 0, v |y=0,0<x<x0 = 0,

б) f(z) = o
(|z|−l−ε

)
при z →∞,

то iнтегральнi зображення (3) i (13) визначають одну й ту ж xkyl-аналiтичну
функцiю в G5.

Зауваження 4. Нехай G6 — перша чверть площини. Якщо функцiя
f(z) = u(x, y) + iv(x, y) аналiтична в G6 i задовольняє умови:

a) v|x=0 = 0, v|y=0 = 0,

б) f(z) = o
(|z|−max(k,l)−ε

)
при z →∞,

то iнтегральнi зображення (3) i (18) визначають одну й ту ж xkyl-аналiтичну
функцiю в G6.

Задача. Нехай G — права верхня чверть площини {x > 0, y > 0} . Треба
знайти функцiю f̃(z) = ũ(x, y) + iṽ(x, y) xy-аналiтичну в G, неперервну на
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границi G, за винятком може точки (0, 0) i таку, що задовольняє крайовим
умовам

ũ|y=0 = Φ̃(x), 0 ≤ x < ∞, (24)
ṽ|x=0 = 0, 0 ≤ y < ∞, (25)

а при z →∞ — додатковiй умовi

f̃(z) = o(|z|), z ∈ G. (26)

У вiдповiдностi з (3) розв’язок задачi шукаємо у виглядi

f̃(z) =

y∫

0

x∫

0

(u(ξ, η) + iξηv(ξ, η))
dξdη√

x2 − ξ2
√

y2 − η2
, (27)

де f(z) = u(x, y) + iv(x, y) — функцiя аналiтична в G, v|x=0 = 0.
Задовольняючи умову (24), одержимо

Φ̃(x) =

x∫

0

1∫

0

u(ξ, 0)
dξdτ√

x2 − ξ2
√

1− τ2

або

Φ̃(x) =
π

2

x∫

0

u(ξ, 0)
dξ√

x2 − ξ2
.

За формулою обернення

u(x, 0) =
4
π2

d

dx

x∫

0

Φ̃(ξ)
ξdξ√
x2 − ξ2

= α(x),

де α(x) — вiдома величина.
Покладаючи u(−x, 0) = u(x, 0) i вважаючи, що u(x, 0) на всiй осi x пра-

вильно неперервна i в околi нескiнченно вiддаленої точки задовольняє умо-
ву Гельдера, за формулою Шварца одержуємо

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)− 1
πi

∞∫

−∞

u(t, 0)− a

t− z
dt + a, (28)

де a = u(∞, 0), v(0,∞) = 0.
Пiдставляючи (28) в (27) i враховуючи, що lim

z→∞
y>0

f(z) = a, переконуємося,

що функцiя f̃(z), визначена рiвнiстю (27), задовольняє умову (26).
Отже, розв’язок задачi запишеться у виглядi

f̃(z) = ũ(x, y) + iṽ(x, y) =
y∫
0

x∫
0

(
Re 1

πi

∞∫
−∞

u(t,0)−a
t−ζ dt+

+iξηIm 1
πi

∞∫
−∞

u(t,0)−a
t−ζ dt

)
dξdη√

x2−ξ2
√

y2−η2
+ aπ2

4 ,

ζ = ξ + iη.
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