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ДВА МЕТОДИ АПРОКСИМАЦIЇ НЕРУХОМОЇ ТОЧКИ
ФЕЙЄРIВСЬКОГО ОПЕРАТОРА

В. В. Семенов1

Резюме. В роботi дослiджено збiжнiсть двох методiв знаходже-
ння нерухомих точок фейєрiвських (квазiнерозтягуючих) опера-
торiв. Перший метод є новою та привабливою в обчислювальному
планi модифiкацiєю гiбридного методу Такахасi-Такеучi-Куботи.
Другий — варiант класичного методу Гальперна-Сузукi. Доведе-
но теореми про сильну збiжнiсть методiв.

(Присвячується пам’ятi Iвана Iвановича Ляшка)

1. Вступ та допомiжнi факти
Фейєрiвськi оператори та породженi ними iтерацiйнi процеси [1–19] ма-

ють велике значення в оптимiзацiйнiй алгоритмицi. Книга [3] — одне з
найкращих джерел по iтерацiйним алгоритмам з фейєрiвською властивi-
стю для розв’язання рiвнянь, нерiвностей та задач оптимiзацiї.

Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опукла замкнена
множина.

Означення 1. Оператор T : C → H називають фейєрiвським (квазiнероз-
тягуючим), якщо F (T ) = {x ∈ C : x = Tx} 6= ∅ та

‖Tx− z‖ ≤ ‖x− z‖ ∀z ∈ F (T ) ∀x ∈ C.

Основний приклад фейєрiвського оператора — нерозгягуючий оператор
T : C → H (‖Tx− Ty‖ ≤ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ C) з непорожнью множиною
нерухомих точок F (T ).

Зауваження 1. Множнина F (T ) опукла та замкнена [3, 7].

Для фейєрiвського оператора T має мiсце

‖x− z‖2 ≥ ‖Tx− z‖2 = ‖Tx− x + x− z‖2 =

= ‖Tx− x‖2 + 2(Tx− x, x− z) + ‖x− z‖2 ∀z ∈ F (T ) ∀x ∈ C.

Звiдки

(x− Tx, x− z) ≥ 1
2
‖x− Tx‖2 ∀z ∈ F (T ) ∀x ∈ C. (1)

Сильну збiжнiсть в просторi H позначимо через →, а слабку — ⇀.

1Робота виконана за фiнансової допомоги Державного фонду фундаменталь-
них дослiджень України (проект GP/F44/042).
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Означення 2. Оператор F : C → H називають замкненим в точцi y ∈ H,
якщо

xn → x, Fxn → y ⇒ Fx = y.

Означення 3. Оператор F : C → H називають демiзамкненим в точцi
y ∈ H, якщо

xn ⇀ x, Fxn → y ⇒ Fx = y.

Вiдомо, що для нерозтягуючих операторiв T : C → H оператори I − T
(I — тотожний оператор) демiзамкненi в точцi 0 [7, 20].

У данiй роботi ми розглянемо два методи розв’язання задачi

знайти x ∈ F (T ), (2)

де T : C → H — фейєрiвський оператор. Перший метод є модифiкацiєю
гiбридного методу Такахасi-Такеучi-Куботи [21]. Другий — варiант класи-
чного методу Гальперна-Сузукi [22–28].

Позначимо через PC оператор метричного проектування гiльбертового
простору H на замкнену опуклу множину C ⊆ H.

Лема 1 ([7]). Нехай C — замкнена опукла пiдмножина гiльбертового про-
стору H, x ∈ H, y ∈ C. Наступнi умови рiвносильнi:

1) y = PCx;
2) (y − x, z − y) ≥ 0 ∀z ∈ C.

Зауваження 2. Оператор PC є нерозтягуючим [7].

Корисною є

Лема 2 ([25, 26]). Нехай (ξn) — послiдовнiсть невiд’ємних чисел, що за-
довольняє рекурентну нерiвнiсть ξn+1 ≤ (1 − αn)ξn + αnβn + γn ∀n ∈ N,
де послiдовностi (αn), (βn) i (γn) мають властивостi: 1) αn ∈ [0, 1) та∑∞

n=1 αn = +∞; 2) lim supn→∞ βn ≤ 0; 3) γn ∈ [0,+∞) та
∑∞

n=1 γn < +∞.
Тодi limn→∞ ξn = 0.

2. Модифiкований гiбридний метод
В роботi [21] для пошуку нерухомих точок нерозтягуючого оператора

T : C → H запропоновано метод



x0 ∈ C0 = C,
yn = Txn,
Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖} ,
xn+1 = PCn+1x0.

(3)

В припущеннi F (T ) 6= ∅ доведена сильна збiжнiсть послiдовностi (xn) до не-
рухомої точки z = PF (T )x0. Майже без змiн в основних мiркуваннях обгун-
тування цього методу нереноситься на випадок замкнених фейєрiвських
операторiв. Випадок багатозначних фейєрiвських операторiв розглянуто в
роботi [12]. В роботi [13] на базi подiбної схеми побудовано сильно збiжний
екстрапроксимальний алгоритм для розв’язання задач рiвноважного про-
грамування.

47



ДВА МЕТОДИ АПРОКСИМАЦIЇ НЕРУХОМОЇ ТОЧКИ ...

Основний недолiк iтерацiй (3) — зростаюча складнiсть опуклих множин
Cn, на якi проектується точка x0. Бажаною є схема без зростання складно-
стi допомiжних множин. У цьому роздiлi ми пропонуємо можливий варiант
такої схеми. Але цiною буде зростання кiлькостi метричних проектувань на
iтерацiйному кроцi.

Придiлимо спочатку увагу допомiжнiй задачi пошуку спiльної нерухомої
точки злiченної родини нерозтягуючих операторiв2.

Нехай Ti : C → C — злiченний набiр нерозтягуючих операторiв, що
дiють у замкненiй опуклiй пiдмножинi C простору H, F =

⋂∞
i=1 F (Ti) 6= ∅.

Розглядаємо задачу

знайти x ∈ F =
∞⋂

i=1

F (Ti). (4)

Для знаходження спiльної нерухомої точки операторiв Ti можна викори-
стати такий варiант схеми Гальперна.

Алгоритм 1. Задаємо x1 ∈ C i a ∈ C, генеруємо послiдовнiсть елементiв
xn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми

xn+1 = αna +
n∑

i=1

(αi−1 − αi)Tixn,

де α0 = 1, (αn) — спадна послiдовнiсть чисел з (0, 1),
∑∞

n=1 αn = +∞,
αn → 0.

Сильна збiжнiсть цiєї схеми доводиться стандартними мiркуваннями [26,
27]. Наведемо їх для замкненостi статтi.
(Факт 1). Послiдовнiсть (xn) обмежена. Дiйсно, для p ∈ F маємо

‖xn+1 − p‖ ≤ αn ‖a− p‖+
n∑

i=1

(αi−1 − αi) ‖Tixn − p‖ ≤

≤ αn ‖a− p‖+ (1− αn) ‖xn − p‖ ≤ max {‖a− p‖ , ‖xn − p‖} .

Звiдки iндукцiєю отримуємо

‖xn − p‖ ≤ {‖x1 − p‖ , ‖a− p‖} , n ≥ 1.

(Факт 2). Для послiдовностi (xn) виконується ‖xn+1 − xn‖ → 0. Маємо

xn+1 − xn = (αn − αn−1)a +
n∑

i=1

(αi−1 − αi)Tixn −
n−1∑

i=1

(αi−1 − αi)Tixn−1 =

= (αn − αn−1)a +
n∑

i=1

(αi−1 − αi)(Tixn − Tixn−1) + (αn−1 − αn)Tnxn−1.

Звiдки

‖xn+1 − xn‖ ≤ (1− αn) ‖xn − xn−1‖+ (αn−1 − αn) ‖a− Tnxn−1‖ .

2Запропонована нижче схема апроксимацiї розв’язку задачi (2) буде проiнтер-
претована як варiант схеми Гальперна для задачi пошуку спiльної нерухомої то-
чки певної злiченної родини нерозтягуючих операторiв
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З леми 2 про числовi послiдовностi випливає бажане.
(Факт 3). Для всiх i має мiсце ‖xn − Tixn‖ → 0. Маємо

n∑

i=1

(αi−1 − αi)(xn − Tixn) = αn(a− xn) + xn − xn+1.

Для довiльного p ∈ F розглянемо рiвнiсть
n∑

i=1

(αi−1 − αi)(xn − Tixn, xn − p) =

= αn(a− xn, xn − p) + (xn − xn+1, xn − p).

Оскiльки

‖xn − p‖2 ≥ ‖Tixn − p‖2 = ‖Tixn − xn‖2 + ‖xn − p‖2 + 2(Tixn − xn, xn − p),

то
n∑

i=1

(αi−1 − αi) ‖Tixn − xn‖2 ≤ 2αn(a− xn, xn − p) + 2(xn − xn+1, xn − p).

Для фiксованого i при n > i маємо

‖Tixn − xn‖2 ≤ M (αn + ‖xn − xn+1‖)
(αi−1 − αi)

.

Звiдки
‖xn − Tixn‖ → 0.

Доведемо, що
lim sup

n→∞
(PF a− xn, PF a− a) ≤ 0. (5)

Видiлимо з (xn) пiдпослiдовнiсть (xnk
) таку, що

lim sup
n→∞

(PF a− xn, PF a− a) = lim
k→∞

(PF a− xnk
, PF a− a).

Можна вважати, що xnk
⇀ x̃. З принципу демiзамкненостi випливає вклю-

чення x̃ ∈ F . Тому одержуємо

lim
k→∞

(PF a− xnk
, PF a− a) = (PF a− x̃, PF a− a) ≤ 0,

чим i доводимо (5).
Покажемо тепер, що xn → z = PF a. Маємо

‖xn+1 − z‖2 =

∥∥∥∥∥αna +
n∑

i=1

(αi−1 − αi)Tixn − z

∥∥∥∥∥
2

=

=

∥∥∥∥∥αn (a− z) +
n∑

i=1

(αi−1 − αi)(Tixn − z)

∥∥∥∥∥
2

≤

≤
∥∥∥∥∥

n∑

i=1

(αi−1 − αi)(Tixn − z)

∥∥∥∥∥
2

+ 2αn (a− z, xn+1 − z) ≤

≤ (1− αn) ‖xn − z‖2 + 2αn (a− z, xn+1 − z) . (6)
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Застосувавши до одержаної рекурентної нерiвностi (6) лему 2 про числовi
послiдовностi, робимо висновок, що ‖xn − z‖ → 0. Отже, має мiсце

Теорема 1. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, Ti : C → C — нерозтягуючi оператори, F =
=

⋂∞
i=1 F (Ti) 6= ∅, a ∈ C. Тодi згенерована алгоритмом 1 послiдовнiсть

(xn) сильно збiгається до точки PF a.

Тепер повернемость до задачi (2). Для її розв’язання пропонуємо

Алгоритм 2 (модифiкований гiбридний метод). Для a ∈ C, x1 ∈ C гене-
руємо послiдовнiсть елементiв xn ∈ H за допомогою iтерацiйної схеми




yn = Txn,
Cn = {z ∈ C : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖} ,



zn,1 = PC1xn,
zn,2 = PC2xn,
...................
zn,n = PCnxn,

xn+1 = αna +
∑n

k=1(αk−1 − αk)zn,k,

де α0 = 1, (αn) — спадна послiдовнiсть чисел з (0, 1) та
∑∞

n=1 αn = +∞,
αn → 0.

Нехай C = H. Розпишемо у явному виглядi обчислювальнi формули
алгоритму 2



yn = Txn,



zn,1 =

{
xn − max{0,(x1−y1,xn)−(‖x1‖2−‖y1‖2)/2}

‖x1−y1‖2 (x1 − y1), x1 − y1 6= 0,

xn, iнакше,

zn,2 =

{
xn − max{0,(x2−y2,xn)−(‖x2‖2−‖y2‖2)/2}

‖x2−y2‖2 (x2 − y2), x2 − y2 6= 0,

xn, iнакше,
...............................................

zn,n =

{
xn − max{0,(xn−yn,xn)−(‖xn‖2−‖yn‖2)/2}

‖xn−yn‖2 (xn − yn), xn − yn 6= 0,

xn, iнакше,
xn+1 = αna +

∑n
k=1(αk−1 − αk)zn,k.

Має мiсце

Теорема 2. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, T : C → H — фейєрiвський оператор, оператор
I − T замкнений в 0, a ∈ C. Тодi породжена алгоритмом 2 послiдовнiсть
(xn) сильно збiгається до точки PF (T )a.

Доведення. Множини Cn — опуклi та замкненi. Покажемо, що для всiх
n ∈ N має мiсце вкладення F (T ) ⊆ Cn. Для p ∈ F (T ) маємо

‖yn − p‖ = ‖Txn − p‖ ≤ ‖xn − p‖ .

Отже, p ∈ Cn. Звiдки випливає F (T ) ⊆ Cn.
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Алгоритм 2 можна записати у виглядi

xn+1 = αna +
n∑

k=1

(αk−1 − αk)PCk
xn.

За теоремою 1, маємо xn → z = PF a, де F =
⋂∞

n=1 F (PCn) =
⋂∞

n=1 Cn.
Покажемо, що z ∈ F (T ), чим i доведемо теорему. Оскiльки z ∈ ⋂∞

n=1 Cn,
то

‖xn − z‖ ≥ ‖yn − z‖ = ‖Txn − z‖ .

Пiсля граничного переходу, отримаємо

lim
n→∞ ‖Txn − z‖ = 0.

Звiдки, маємо z = Tz. ¤
Зауваження 3. Теорема 2 буде справедливою i для варiанту модифiкова-
ного гiбридного методу з yn = λnxn + (1− λn)Txn (0 ≤ λn ≤ λ < 1).

3. Метод Гальперна-Сузукi
Для розв’язання задачi (2) можна використати

Алгоритм 3 (метод Гальперна-Сузукi). Обираємо a ∈ H, x1 ∈ C, генеру-
ємо послiдовнiсть елементiв (xn) за допомогою iтерацiйної схеми

xn+1 = PC (αna + (1− αn)Tλnxn) ,

де αn ∈ (0, 1), limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=1 αn = +∞, Tλn = λnI + (1 − λn)T ,
λn ∈ [λ, λ] ⊆ (0, 1).

Зауваження 4. Дослiдження збiжностi алгоритму 3 у класi нерозтягу-
ючих операторiв має довгу iсторiю. Принциповi результати отримано в
роботах Б. Гальперна [22], П.-Л. Лiонса [23], Р. Вiттмана [24], Х. К. Ксу
[25, 26, 27] та Т. Сузукi [28].

Наша мета — доведення сильної збiжностi алгоритму 3 для фейєрiвських
операторiв T : C → H з демiзамкненим в 0 оператором I − T .

Має мiсце

Лема 3. Послiдовнiсть (xn) обмежена.

Доведення. Для p ∈ F (T ) маємо

‖xn+1 − p‖ ≤ ‖αna + (1− αn)Tλnxn − p‖ ≤
≤ αn ‖a− p‖+ (1− αn) ‖Tλnxn − p‖ ≤

≤ αn ‖a− p‖+ (1− αn) ‖xn − p‖ ≤ max {‖a− p‖ , ‖xn − p‖} .

Звiдки iндукцiєю отримуємо

‖xn − p‖ ≤ max {‖x1 − p‖ , ‖a− p‖} , n ≥ 1.

Таким чином, послiдовнiсть (xn) обмежена. ¤
Доведення збiжностi алгоритму 3 грунтується на такiй лемi.
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Лема 4. Для z = PF (T )a та послiдовностi (xn) виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + αn ‖xn − z‖2 +

+ (1− αn)λn(1− λn) ‖xn − Txn‖2 ≤ 2αn (a− z, yn − z) ∀n ∈ N, (7)

де yn = αna + (1− αn)Tλnxn.

Доведення. Має мiсце нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 = ‖PC (αna + (1− αn)Tλnxn)− z‖2 ≤
≤ ‖αn (a− z) + (1− αn) (Tλnxn − z)‖2 ≤

≤ (1− αn)2 ‖Tλnxn − z‖2 + 2αn (a− z, yn − z) ≤
≤ (1− αn) ‖Tλnxn − z‖2 + 2αn (a− z, yn − z) , (8)

де yn = αna + (1− αn)Tλnxn. Маємо

‖Tλnxn − z‖2 = ‖λnxn + (1− λn)Txn − z‖2 =

= ‖xn − z + (1− λn)(Txn − xn)‖2 =

= ‖xn − z‖2 − 2(1− λn)(xn − z, xn − Txn) + (1− λn)2 ‖Txn − xn‖2 .

З (1) випливає

‖Tλnxn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − λn(1− λn) ‖Txn − xn‖2 .

Урахувавши це в (8), отримаємо

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + αn ‖xn − z‖2 +

+ (1− αn)λn(1− λn) ‖xn − Txn‖2 ≤ 2αn (a− z, yn − z) ,

що i треба було довести. ¤
Має мiсце

Теорема 3. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, T : C → H — фейєрiвський оператор, оператор
I − T — демiзамкнений в 0, a ∈ H. Тодi згенерована алгоритмом 3 послi-
довнiсть (xn) сильно збiгається до точки z = PF (T )a.

Доведення. З леми 3 випливає iснування такого числа M > 0, що

|(a− z, yn − z)| ≤ M

для всiх n ∈ N. Тодi з леми 4 одержуємо оцiнку

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + αn ‖xn − z‖2 +

+ (1− αn)λn(1− λn) ‖xn − Txn‖2 ≤ 2αnM. (9)

Використаємо прийом з роботи [29]. Розглянемо числову послiдовнiсть
(‖xn − x̄‖). Можливi два варiанти:

(a) iснує номер n̄ ∈ N такий, що

‖xn+1 − z‖ ≤ ‖xn − z‖ ∀n ≥ n̄;
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(b) iснує зростаюча послiдовнiсть номерiв (nk) така, що

‖xnk+1 − z‖ > ‖xnk
− z‖ ∀ k ∈ N.

Розглянемо варiант (a). У цьому випадку iснує limn→∞ ‖xn − z‖ ∈ R.
Оскiльки ‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 → 0 та αn → 0, маємо

‖xn − Txn‖ → 0.

Отже, слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать множинi F (T ).
Доведемо, що

lim sup
n→∞

(a− z, yn − z) ≤ 0. (10)

Маємо

(a− z, yn − z) = αn(a− z, a) + (1− αn)(1− λn)(a− z, Txn − xn)︸ ︷︷ ︸
→0

+

+ (1− αn)(a− z, xn − z).

Видiлимо з (xn) пiдпослiдовнiсть (xnk
), таку, що

lim sup
n→∞

(a− z, xn − z) = lim
k→∞

(a− z, xnk
− z).

Можна вважати, що xnk
⇀ x̃ ∈ F (T ). Тому одержуємо

lim
k→∞

(a− z, ynk
− z) = (a− z, x̃− z) = (a− PF (T )a, x̃− PF (T )a) ≤ 0,

чим i доводимо (10).
З (10) та нерiвностi

‖xn+1 − z‖2 ≤ (1− αn) ‖xn − z‖2 + 2αn (a− z, yn − z)

робимо висновок, що ‖xn − z‖ → 0.
Розглянемо варiант (b). У цьому випадку можна розглянути послiдов-

нiсть номерiв

πn = max {n1 ≤ k ≤ n : ‖xk+1 − z‖ > ‖xk − z‖} .

Послiдовнiсть (πn) має властивостi:
(i) πn ↗ +∞;
(ii) ‖xπn+1 − z‖ ≥ ‖xπn − z‖ для всiх n ≥ n1;
(iii) ‖xπn+1 − z‖ ≥ ‖xn − z‖ для всiх n ≥ n1.

З (9) та (ii) випливає

απn ‖xπn − z‖2 + (1− απn)λπn(1− λπn) ‖xπn − Txπn‖2 ≤
≤ 2απn (a− z, yπn − z) ≤ 2απnM.

Звiдси
‖xπn − Txπn‖ → 0.

Отже, слабкi частковi границi послiдовностi (xπn) належать множинi F (T )
та має мiсце нерiвнiсть

lim sup
n→∞

(a− z, yπn − z) ≤ 0.
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Маємо
lim sup

n→∞
‖xπn − z‖2 ≤ 2 lim sup

n→∞
(a− z, yπn − z) ≤ 0.

Отже, limn→∞ ‖xπn − z‖ = 0. Оскiльки

‖xπn+1 − xπn‖ ≤ απn ‖a− xπn‖+ (1− απn)(1− λπn) ‖Txπn − xπn‖ → 0,

то
lim

n→∞ ‖xπn+1 − z‖ = 0.

Ураховуючи нерiвностi (iii), отримуємо, що limn→∞ ‖xn − z‖ = 0. ¤

Зауваження 5. Для схеми з похибками

yn+1 = PC (αna + (1− αn)Tλnyn + en)

має мiсце аналогiчне теоремi 3 твердження за умови (‖en‖) ∈ `1.

4. Заключнi зауваження

Модифiкований гiбридний метод легко адаптувати для задачi пошуку
спiльної нерухомої точки скiнченної родини фейєрiвських операторiв

{T1, T2, ..., Tp} , Ti : C → H.

Алгоритм 4. Для a ∈ C, x1 ∈ C генеруємо послiдовнiсть елементiв xn ∈ H
за допомогою iтерацiйної схеми





yn,i = Tixn,
Cn,i = {z ∈ C : ‖yn,i − z‖ ≤ ‖xn − z‖} ,



zn,1 =
(

1
pPC1,1 + 1

pPC1,2 + ... + 1
pPC1,p

)
xn,

zn,2 =
(

1
pPC2,1 + 1

pPC2,2 + ... + 1
pPC2,p

)
xn,

...................

zn,n =
(

1
pPCn,1 + 1

pPCn,2 + ... + 1
pPCn,p

)
xn,

xn+1 = αna +
∑n

k=1(αk−1 − αk)zn,k.

Алгоритм 5. Для a ∈ C, x1 ∈ C генеруємо послiдовнiсть елементiв xn ∈ H
за допомогою iтерацiйної схеми





yn =
(

1
pT1 + 1

pT2 + ... + 1
pTp

)
xn,

Cn = {z ∈ C : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖} ,



zn,1 = PC1xn,
zn,2 = PC2xn,
...................
zn,n = PCnxn,

xn+1 = αna +
∑n

k=1(αk−1 − αk)zn,k.

Теорема, аналогiчна теоремi 3, має мiсце для схеми в’язкої апроксимацiї

yn+1 = PC (αnSyn + (1− αn)(λnyn + (1− λn)Tyn)) ,
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де S : C → C — стискаючий оператор (αn ∈ (0, 1), (αn) ∈ c0\`1, λn ∈
[λ, λ] ⊆ (0, 1)). За умов теореми 3, послiдовнiсть (yn) сильно збiгається до
єдиного розв’язку варiацiйної нерiвностi

z ∈ F (T ) : (z − Sz, y − z) ≥ 0 ∀y ∈ F (T ).

Автор щиро вдячний Ю. В. Малiцькому за конструктивнi зауваження.
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