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УСЕРЕДНЕННЯ СПЕКТРАЛЬНОЇ ЗАДАЧI НА
ДРIБНО-ПЕРIОДИЧНIЙ СIТЦI В

КОМПЛЕКСНОЗНАЧНОМУ ВИПАДКУ

А. С. Крилова, Г. В. Сандраков

Резюме. Проводиться усереднення спектральної задачi на дрiб-
но-перiодичнiй сiтцi iз перiодичними крайовими умовами та наве-
дена оцiнка, що є обґрунтуванням отриманої асимптотики. Мето-
дом теорiї Флоке побудованi точнi власнi функцiї задачi на сiтцi.
Встановлено вiдповiднiсть мiж усередненими розв’язками та то-
чними власними функцiями Флоке.

Вступ
У данiй роботi проводиться усереднення спектральної задачi для рiв-

нянь другого порядку на дрiбно-перiодичнiй сiтцi, де розглядатимемо ком-
плекснозначнi власнi функцiї. Випадок дiйснозначних власних функцiй
такої задачi був розглянутий у [1]. Теорiя задач усереднення для дифе-
ренцiальних рiвнянь, якi описують рiзноманiтнi фiзичнi процеси в мiкро-
неоднорiдних середовищах, iнтенсивно розвивається останнi 30 рокiв. Усе-
реднення рiвнянь на дрiбно-перiодичнiй сiтцi розглядалось у [2], а на дрiб-
но-перiодичному каркасi з тонких стержнiв у [3]. Питання усереднення спе-
ктральних задач вивчались у роботах [3]–[6]. Усереднення високочастотно-
го спектру для задач на областi вивчалося у [6]. Спектральнi задачi на
сiтках дослiджувались у [7] i [8].

Для поставленої задачi можливо використовувати й iнший пiдхiд за ра-
хунок спектру Флоке, який був розглянутий у [9]. Дослiдження спектраль-
ної задачi на дрiбно-перiодичнiй сiтцi прямим методом, який ґрунтується
на iдеях теорiї Флоке, дає точнi розв’язки спектральної задачi на сiтцi iз
досить щiльним спектром.

Перш нiж визначити задачу на сiтцi, розглянемо задачу на перiодично-
повторюванiй комiрцi, яка є фрагментом сiтки.

1. Постановка задачi на комiрцi
Визначимо множину Y як об’єднання двох замкнутих натягнутих струн

σ1 та σ2, якi зв’язанi у їх спiльнiй серединi та мiстяться у прямокутнику
Q = [0, 1]× [0, l] ⊂ R2, де l фiксоване додатне число. Розглянемо покриття
R2 сiткою таких прямокутникiв, в кожному з яких знаходиться одна й та са-
ма множина Y . Множину Y будемо називати перiодично-повторювальною
комiркою сiтки. Прикладом такого об’єднання струн, якi мiстяться у перi-
одично-повторювальнiй комiрцi, є струнний хрест, який розглянутий у [7],
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[9]. Струни хреста будемо вважати однорiдними вiдрiзками, розташовани-
ми пiд прямим кутом вiдносно одна одної та такими, що мають одиничний
натяг та щiльнiсть розподiлу мас [7].

Позначимо через C(Y ) множину функцiй u : Y → C, якi є обмеженнями
на Y неперервних функцiй, визначених на прямокутнику Q. Функцiю u на
струнному хрестi будемо розглядати як набiр неперервних звужень функцiї
на кожну струну хреста, якi позначенi через u1(y1), u2(y2) та параметри-
зованi природним чином координатами y1 iз [0, 1], y2 iз [0, l]. Визначимо
iнтеграл як суму iнтегралiв по кожнiй iз струн, помножену на нормуючий
множник l/(l + 1)

∫

Y
u(y) dy =

l

l + 1

(∫ 1

0
u1(y1) dy1 +

∫ l

0
u2(y2) dy2

)
. (1)

Визначимо C1(Y ) як множину функцiй u : Y → C, якi є обмеження-
ми на Y функцiй iз C1(Q), завданих на прямокутнику Q. Простiр L2(Y )
це поповнення простору C(Y ) по нормi, iндукованої скалярним добутком
(u, v)L2(Y ) =

∫
Y uv dy.

Функцiональний простiр H1(Y ) є поповненням C1(Y ) по нормi ‖ · ‖H1(Y ),
що вiдповiдає скалярному добутку 〈u, v〉H1(Y ) =

∫
Y uvdy +

∫
Y (∂yu)(∂yv) dy.

Множину функцiй u ∈ C1(Y ), що задовольняють умовам перiодичностi

u1(0) = u1(1), u2(0) = u2(l), ∂y1u1(0) = ∂y1u1(1), ∂y2u2(0) = ∂y2u2(l)

позначимо через C1
per(Y ). Через H1

per(Y ) позначимо поповнення множини
перiодичних функцiй C1

per(Y ) по нормi ‖u‖H1(Y ) =
∫
Y |u|2dy +

∫
Y |∂yu|2 dy.

Будемо розглядати таку Y -перiодичну спектральну задачу на комiрцi:
знайти u ∈ H1

per(Y ) таку, що ‖u‖L2(Y ) = 1 та

− ∂ 2
y1

u1(y1) = λu1(y1) при y1∈ [0, 1],

− ∂ 2
y2

u2(y2) = λu2(y2) при y2∈ [0, l],

u1(0) = u1(1), u2(0) = u2(l), ∂y1u1(0) = ∂y1u1(1), ∂y2u2(0) = ∂y2u2(l)

(2)

з умовами неперервностi функцiй та потокiв у вузлах перетину струн

u1

(
1
2

)
= u2

(
l

2

)
,

∂y1u1

(
1
2

+ 0
)
− ∂y1u1

(
1
2
− 0

)
+ ∂y2u2

(
l

2
+ 0

)
− ∂y2u2

(
l

2
− 0

)
= 0.

Слiд зазначити, що умови неперервностi та перiодичностi виконанi ав-
томатично для u ∈ C1

per(Y ) (i, у вiдомому сенсi [2], для u ∈ H1
per(Y )).

2. Задача на сiтцi
Зменшимо прямокутник Q i струни хреста Y у N разiв, де N є заданим

натуральним числом. Отримаємо множини Qε i Yε iз координатами x′=εy
при ε = 1/N . Повторимо по перiодичностi прямокутники Qε та отримаємо
замкнену область Ω= [0, 1]×[0, l]⊂R2 з границею ∂Ω. На цю область на-
тягнута дрiбно-перiодична сiтка Gε в R2, що є об’єднанням N2 струнних
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хрестiв Yε. Таке Yε назвемо перiодично-повторюваною комiркою з ребрами
довжиною ε та lε. Параметр x′ визначає положення точки на сiтцi Gε.

Подiбна сiтка розглядається у [2] з довiльними дугами замiсть однорi-
дних натягнутих струн. Згiдно [2], на множинi Gε визначається простiр
H1(Gε) функцiй, якi є неперервними у вузлах та абсолютно неперервними
на кожнiй струнi, iз нормою

‖u‖2
H1(Gε)

= ε

∫

Gε

(
|u|2 + |∂x′u|2

)
dx′. (3)

Простiр функцiй H1
per(Gε) ⊂ H1(Gε) перiодичних на Gε ∩ ∂Ω визнача-

ється аналогiчно до визначення такого простору на Y . Надалi функцiю
uε ∈ H1(Gε) зручнiше розглядати як набiр 2N функцiй uε

1j(x
′
1j) та uε

2j(x
′
2j),

визначених на прямих, отриманих перiодичними продовженнями струн εσ1

та εσ2, якi параметризованi координатами x′1j ∈ [0, 1] та x′2j ∈ [0, l], де
j = 1, . . . , N .

Таким чином, розглядається наступна крайова спектральна задача на
сiтцi Gε: знайти uε ∈ H1

per(Gε) таку, що ‖uε‖L2(Gε) = 1 та

−ε2∂ 2
x′1j

(uε
1j) = λεu

ε
1j при x′1j ∈ [0, 1],

−ε2∂ 2
x′2j

(uε
2j) = λεu

ε
2j при x′2j ∈ [0, l],

(4)

uε
1j(0) = uε

1j(1), uε
2j(0) = uε

2j(l),

∂x′1j
uε
1j(0) = ∂x′1j

uε
1j(1), ∂x′2j

uε
2j(0) = ∂x′2j

uε
2j(l),

(5)

де j = 1, . . . , N . Умови перiодичностi (5) та неперервностi функцiй i потокiв
у вузлах перетину струн сiтки Gε, якi визначенi для функцiй uε

1j(x
′
1j) та

uε
2j(x

′
2j), виконанi автоматично, оскiльки uε ∈ H1

per(Gε). Крiм того, uε
1j та

uε
2j є досить гладкими завдяки елiптичностi цих рiвнянь.
Задача на сiтцi (4)–(5) має тривiальний розв’язок uε = C, де |C| = l−1/2,

для власного значення λε = 0. Щоб виключити такий розв’язок iз розгляду,
визначимо простiр H1

per∗(Gε) =
{
u ∈ H1

per(Gε) : (u, 1)L2(Gε) = 0
}
iз нормою

‖u‖2
H1∗(Gε)

= ε
∫
Gε
|∂x′u|2 dx′, яка еквiвалентна нормi (3) на H1

per(Gε) в силу
нерiвностi Пуанкаре. За визначенням, iснують зчисленнi множини власних
значень λ1

ε, λ2
ε, . . . та ортонормованих власних функцiй u1

ε, u2
ε, . . . цiєї задачi

таких, що αε2 ≤ λ1
ε ≤ . . . ≤ λs

ε ≤ . . ., з урахуванням кратностi, де α є
деякою додатною сталою та lims→∞ λs

ε = ∞.

3. Спектр Флоке
Вiдмiннiстю комплекснозначного випадку вiд дiйснозначного є можли-

вiсть знаходження великої кiлькостi точних розв’язкiв, якi описанi в [9]
на основi iдеї теорiї Флоке для найпростiшого фрагменту сiтки. Iдеї теорiї
Флоке використовувалися ранiше у [6] при усередненi спектральних задач
iз швидко осцилюючими коефiцiєнтами, де спектр Флоке iз вiдповiдними
власними функцiями називається також спектром Блоха iз вiдповiдними
власними функцiями. Наведемо, наприклад, для непарного N та l = 1,
доведену у [9], таку теорему.
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Теорема 1. Для непарного N (N = 2K +1 з K ≥ 1) спектральна задача
(4)–(5) має власне значення λε = 4π2 (n + εm)2 при m = 1, . . . , N − 1 та
n ∈ Z+, якому вiдповiдає такий чотирьох-вимiрний власний пiдпростiр:

uε
1j = ei(2j−1)πεmAei2π(Nn+m)x′1j + e−i(2j−1)πεmC2e

i2π(Nn+m)x′1j+

+ei(2j−1)πεmC1e
−i2π(Nn+m)x′1j + e−i(2j−1)πεmCe−i2π(Nn+m)x′1j, x′1j∈ [0, 1],

uε
2j = ei(2j−1)πεmAei2π(Nn+m)x′2j + ei(2j−1)πεmC2e

−i2π(Nn+m)x′2j+

+e−i(2j−1)πεmC1e
i2π(Nn+m)x′2j + e−i(2j−1)πεmCe−i2π(Nn+m)x′2j, x′2j∈ [0, 1],

(6)

де A, C1, C2, C є довiльними комплексними сталими та j = 1, 2, . . . , N .
Випадок парного N дещо вiдрiзняється. Власний пiдпростiр, коли зна-

чення N = 2K та m = K, має досить ”велику” розмiрнiсть при великих N
та вiдповiднi точки спектру є ”суттєво” особливими при N →∞ (детальнi-
ше див. [9]). Для всiх iнших точок спектру, тобто коли m 6= K, матимемо
скiнченну розмiрнiсть, яка не залежить вiд N . Такий випадок розглянутий
у наступнiй теоремi.
Теорема 2. Для N = 2K iз K > 1 спектральна задача (4)–(5) має

власне значення λε = 4π2 (n + εm)2 при m = 1, . . . , K − 1,K + 1, . . . , N − 1
та n ∈ Z+, якому вiдповiдає чотирьох-вимiрний власний пiдпростiр (6).

Такий пiдхiд дає досить ”багато” власних функцiй та щiльний спектр при
великих N для задачi на дрiбно-перiодичнiй сiтцi. Однак, й до такої спе-
ктральної задачi можливо застосувати теорiю усереднення для подальшого
дослiдження спектру.

4. Побудова та обґрунтування асимптотики
Побудуємо асимптотику ”низькочастотного” спектру, тобто будемо вико-

ристовувати власне значення λ0 = 0 задачi на комiрцi (2) iз власною фун-
кцiєю N0(y) = C, де |C| = l−1/2. При побудовi початкових доданкiв асим-
птотичного розкладення для розв’язкiв задачi (4)–(5), будемо слiдувати
принципам усереднення, якi сформульованi у роботi [10]. Розклад власної
функцiї uε та власного значення λε задачi (4)–(5) будемо шукати у виглядi
асимптотичних сум

ua(x′,
x′

ε
) = u0(x′,

x′

ε
) + εu1(x′,

x′

ε
) + ε2u2(x′,

x′

ε
),

λa = λ0 + ελ1 + ε2λ2,

(7)

де функцiї u0(x, y), u1(x, y), . . . , якi визначеннi при (x, y)∈Q×Y , розгляда-
ються при x = x′, y = x′/ε, мають роздiленi змiни та є Y -перiодичними по
другому аргументу. Такi функцiї шукатимемо у виглядi ui =Ni (y) vi(x), де
Ni∈ H1

per(Y ). Пiдставляючи асимптотичну суму ua(x, y) в (4), матимемо

−{
∂2

y + 2ε1∇∂y + ε2∇2
}

ua(x, y) = λaua(x, y),

де y = x′/ε, x = x′ та, для зручностi запису, використовувалися позначення

∂2
y =

(
∂2

∂y2
1

,
∂2

∂y2
2

)
, ∇∂y =

(
∂

∂x1

∂

∂y1
,

∂

∂x2

∂

∂y2

)
, ∇2 =

(
∂2

∂x2
1

,
∂2

∂x2
2

)
.
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Прирiвняємо коефiцiєнти при однакових ступенях ε та отримаємо рiвня-
ння для знаходження функцiй u0, u1 та u2. Таким чином, при ε0, матимемо
задачу на комiрцi. Тому оберемо u0 = Av(x), де сталу A та функцiю v(x)
визначимо пiзнiше. З умови розв’язностi рiвняння при ε1 матимемо λ1 = 0
та u1 = Av1(x), де функцiю v1(x) оберемо нульовою для простоти розра-
хункiв.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при ε2, маємо таку рiвнiсть на комiрцi, яку
за визначенням можливо розглядати як систему рiвнянь

−∂2
y1

u1
2(y1, x) = A∂2

x1
v + λ2Av, −∂2

y2
u2

2(y2, x) = A∂2
x2

v + λ2Av.

Знайдемо скалярний добуток правої частини отриманого рiвняння та скла-
дової N0(y) ядра задачi на комiрцi та прирiвняємо цей добуток до нуля. В
результатi отримаємо для функцiї v(x), нормованою умовою ‖v‖L2(Ω) = 1,
наступну спектральну усереднену задачу

∂2
x1

v(x) + l∂2
x2

v(x) + (l + 1)λ2v(x) = 0 при x ∈ Ω

v(x) = v(x + li), ∂xv(x) = ∂xv(x + li) при x ∈ ∂Ω,
(8)

яка доповнена умовами перiодичностi у вiдповiдностi iз (4)–(5), де позна-
чено l1 = 1 та l2 = l. Розв’язки цiєї спектральної задачi визначаються
зчисленними множинами власних значень

λs = 4π2(l + 1)−1(n2 + m2l−1)

при m,n ∈ N = {1, 2, . . . }, якi упорядкуємо так, що 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . .
(iз урахуванням кратностi, яка може дорiвнювати 2, 4 або 8 у залежностi
вiд l), та власних функцiй vs(x), якi матимуть наступний вигляд

l−1/2ei2π(nx1+ml−1x2), l−1/2ei2π(nx1−ml−1x2),

l−1/2ei2π(−nx1+ml−1x2), l−1/2ei2π(−nx1−ml−1x2),

при m, n ∈ N. Вiдомо [11], що λs = 4πs l−1 + O(s1/2) при великих s. У ре-
зультатi, можливо отримати, при A = 1, для асимптотики власних значень
та функцiй такi представлення

λs
a = ε2λs, us

a(x, y) = vs(x) + ε2N2(y)
(
∂2

x1
vs
0(x) + λsvs

0(x)
)
,

де N2(y) ∈ H1
per(Y ) задовольняє такiй системi рiвнянь

−∂2
y1

N1
2 (y1) = 1, −∂2

y2
N2

2 (y2) = −l−1,

яка має розв’язок (визначений з точнiстю до постiйної функцiї AN0(y)),
що нормується таким чином, щоб

∫
Y N2(y)N0(y)dy = 0. Функцiю N2(y)

будемо продовжувати по перiодичностi на всю сiтку. Таким чином, функцiя
us

a(x
′, x′

ε ) є визначеною на Gε. Бiльш того, функцiя us
a(x

′, x′
ε ) автоматично

задовольняє умовам перiодичностi (5) та неперервностi функцiй i потокiв
у вузлах перетину струн сiтки Gε, оскiльки функцiя vs(x), визначена на
прямокутнику Ω, є гладкою та задовольняє умовам перiодичностi на Ω, а
функцiя N2(y) належить H1

per(Y ) та є досить регулярною на Y як розв’язок
елiптичного рiвняння на хрестi [2].

Обґрунтуванням побудованої асимптотики є наступна теорема.
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Теорема 3. Для власних значень λs
ε та власних функцiй us

ε задачi (4)–
(5) iснує стала C, яка не залежать вiд ε та s, така, що

|λs
ε − ε2λs| ≤ Cε3(λs)3/2, ‖us

ε − vs‖L2(Gε)
≤ Cε(λs)1/2,

при λs ¿ ε−2 i 0 < ε ≤ ε0, де λs та vs є власним значенням та власною
функцiєю вiдповiдної усередненої задачi, яка буде визначена надалi.

Оцiнка цiєї теореми виконана для всiх таких λs i us
ε, що λs ≤ c ε−2+σ iз

деякою сталою c при 0 < σ ≤ 2 та 0 < ε ≤ ε0 (це i означає, що λs ¿ ε−2),
але доведення цiєї теореми може бути некоректним для λs = c ε−2. Така
ситуацiя є природною i пов’язана iз наявнiстю у задачi (4)–(5) високоча-
стотного спектру, який буде представленим та обґрунтованим у наступних
дослiдженнях.

5. Доведення основних результатiв

Доведення теореми 1 будемо проводити прямим методом. Для то-
го, щоб перевiрити чи є функцiя uε власною, двiчi продиференцiюємо на-
веденi в теоремi 1 власнi функцiї. Спершу розглянемо функцiю uε

1j для
j = 1, . . . , N

∂ 2
x′1j

uε
1j = −4π2 (Nn + m)2

(
ei(2j−1)πεmAei2π(Nn+m)x′1j+

+e−i(2j−1)πεmC2e
i2π(Nn+m)x′1j + ei(2j−1)πεmC1e

−i2π(Nn+m)x′1j+

+e−i(2j−1)πεmCe−i2π(Nn+m)x′1j

)
= −4π2 (Nn + m)2 uε

1j .

Пiдставляючи отриманий результат в рiвняння (4) матимемо

−ε2∂ 2
x′1j

(uε
1j) = ε24π2 (Nn + m)2 uε

1j = 4π2 (n + εm)2 uε
1j = λεu

ε
1j .

Таким чином маємо власне значення λε = 4π2 (n + εm)2, тобто uε
1j є вла-

сною функцiєю. Аналогiчним чином перевiряється, що uε
2j є також власною

функцiєю.
Функцiя e±i2π(Nn+m)x′ та її похiдна є один-перiодичною по x′, тому власнi

функцiї задачi (4) задовольняють умовам перiодичностi (5).
Перевiримо рiвнiсть власних функцiй у вузлах сiтки. Струни сiтки, якi

горизонтально направленi, мають координати x2 = 1
2ε, 3

2ε, . . . , 1− 1
2ε, а стру-

ни сiтки, якi розташованi вертикально, вiдповiдно x1 = 1
2ε, 3

2ε, . . . , 1 − 1
2ε.

Оберемо будь-який вузел сiтки та покажемо рiвнiсть вiдповiдних функцiй
в цьому вузлi. Наприклад, вузел, який знаходиться на перетинi третьої го-
ризонтальної та другої вертикальної струн, має координати (3/2ε, 5/2ε) та
такi значення власних функцiй

uε
13=ei5πεmAei2π(Nn+m) 3

2
ε+e−i5πεmC2e

i2π(Nn+m) 3
2
ε+ei5πεmC1e

−i2π(Nn+m) 3
2
ε+

+e−i5πεmCe−i2π(Nn+m) 3
2
ε=(−1)n

(
ei8πεmA+e−i2πεmC2+ei2πεmC1+e−i8πεmC

)
,

uε
22=ei3πεmAei2π(Nn+m) 5

2
ε+ ei3πεmC2e

−i2π(Nn+m) 5
2
ε+e−i3πεmC1e

i2π(Nn+m) 5
2
ε+

+e−i3πεmCe−i2π(Nn+m) 5
2
ε=(−1)n

(
ei8πεmA+e−i2πεmC2+ei2πεmC1+e−i8πεmC

)
.
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Отже в даному вузлi власнi функцiї рiвнi. Аналогiчним чином доводиться
рiвнiсть функцiй й у всiх iнших вузлах. Умова балансу натягу виконується
автоматично, адже власнi функцiї є неперервними разом iз їх похiдними.

Таким чином власне значення λε = 4π2 (n + εm)2 та вiдповiднi власнi
функцiї (6) є точним розв’язком задачi на дрiбно-перiодичнiй сiтцi (4)–(5),
що доводить теорему 1. 2

Доведення теореми 2 проводиться аналогiчно до доведення теоре-
ми 1, де виключається з розгляду значення m для якого mε = 1/2, адже
для такого m ми маємо (2N + 1)-вимiрний власний пiдпростiр, який бiльш
детально описаний в [9]. 2

Для доведення теореми 3 необхiдно розглянути допомiжне твердження
про замiну iнтегралy по Ω = [0, 1]× [0, l] на iнтеграл по дрiбно-перiодичнiй
сiтцi Gε та аналог леми Рiмана-Лебега.
Твердження 1. Для функцiї v ∈ H2(Ω) iснує стала C, яка не зале-

жить вiд ε, така що виконується нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

v(x) dx− ε

∫

Gε

v(x′) dx′

∣∣∣∣∣∣
≤ Cε2.

Доведення. Розглянемо лiнiйний функцiонал

l(v) =
∫

Ω

v(x)dx− ε

∫

Gε

v(x′)dx′.

За визначенням

l(v) =
N∑

i=1

N∑

j=1




∫

Qij
ε

v(x) dx− ε

∫

Y ij
ε

v(y) dy


 .

Оцiнимо функцiонал в дужках lij(v), скориставшись лемою Брембла-
Гiльберта з [12].

Перш нiж скористуватись оцiнкою вкладення H2(Qij
ε ) ⊂ C(Qij

ε ) iз ста-
лими, що не залежать вiд ε, зробимо замiну y = x/ε та введемо наступне
позначення ṽ(y) = v(εy). Звiдки випливає

lij(v) = lij(ṽ) = ε2




∫

Qij

ṽ(y) dy −
∫

Y ij

ṽ(y) dy


 .

Враховуючи для Qij оцiнку вкладання max
y∈Qij

|ṽ(y)| ≤ C‖ṽ(y)‖H2(Qij), ма-
ємо

|lij(ṽ)| ≤ Cε2‖ṽ(y)‖H2(Qij).

Безпосередньо перевiряється, що на многочленах першого ступеня, фун-
кцiонал l(ṽ) обертається в нуль. Тодi, згiдно лемi Брембла-Гiльберта, маємо
вiдповiдну оцiнку. В цiй оцiнцi перейдемо знову до змiнної x та отримуємо

|lij(v)| ≤ Mε2|ṽ(y)|H2(Qij) = Mε3|v(x)|
H2(Qij

ε )
.
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Таким чином, виконанi спiввiдношення

|l(v)| ≤ Mε3
N∑

i=1

N∑

j=1

|v(x)|
H2(Qij

ε )
= Mε3N




N∑

i=1

N∑

j=1

|v(x)|2
H2(Qij

ε )




1
2

=

=Mε2|v(x)|H2(Ω).

Отже, замiна iнтегралу дає похибку O(ε2), що необхiдно було довести. 2

Твердження 2. Для функцiї U ∈ L2(Y ), подовженої по перiодично-
стi на всю сiтку, та функцiї v ∈ H2

per(Ω) такої, що ‖∂2
x′v‖L2(Gε) ≤ c iз

сталою c, яка не залежить вiд ε, виконується нерiвнiсть
∣∣∣∣∣∣
ε

∫

Gε

U

(
x′

ε

)
v(x′) dx′ − l−1

∫

Y

U(y) dy

∫

Ω

v(x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤ Cε2,

де стала C не залежить вiд ε.
Доведення. Визначимо M(y) ∈ H2

per∗(Y ) як розв’язок рiвняння

∂2
yM(y) = U(y)− l−1

∫

Y
U(y)dy

та подовжемо M(y) по перiодичностi на всю сiтку. Враховуючи, що

ε2∂2
x′M

(
x′

ε

)
= ∂2

yM(y)
∣∣
y=x′

ε

= U

(
x′

ε

)
− l−1

∫

Y
U(y)dy,

помножимо це рiвняння на функцiю v(x) та проiнтегруємо по мiлко-перi-
одичнiй сiтцi Gε. Таким чином, отримаємо

ε3

∫

Gε

∂2
x′M

(
x′

ε

)
v(x′) dx′ = ε

∫

Gε

U

(
x′

ε

)
v(x′) dx′ − εl−1

∫

Y
U(y)dy

∫

Gε

v(x′)dx′.

Розглянемо окремо лiву частину рiвняння. Двiчi проiнтегруємо її по ча-
стинах та застосуємо нерiвнiсть Коши-Буняковського. З огляду перiоди-
чностi функцiй на сiтцi матимемо

ε3

∫

Gε

∂2
x′M

(
x′

ε

)
v(x′) dx′ = ε3

∫

Gε

M

(
x′

ε

)
∂2

x′v(x′) dx′ ≤

≤ ε2

√
ε

∫

Gε

∣∣∣∣M
(

x′

ε

)∣∣∣∣
2

dx′
√

ε

∫

Gε

∣∣∂2
x′v(x′)

∣∣2 dx′ ≤ c ε2‖M‖L2(Y ),

оскiльки

‖M
(

x′

ε

)
‖2

L2(Gε)
=

N∑

i=1

N∑

j=1

ε

∫

Y ij
ε

∣∣∣∣M
(

x′

ε

)∣∣∣∣
2

dx′=
N∑

i=1

N∑

j=1

ε2 ‖M‖2
L2(Y ) =‖M‖2

L2(Y ).

Користуючись твердженням 1, ми отримали похибку O(ε2), яка визнача-
ється пiвнормами ‖M‖L2(Y ), ‖∂2

x′v‖L2(Gε) та ‖∂2
xv‖L2(Ω), що необхiдно було

довести. 2
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Тут використовувалися простори H2
per∗(Y ), H2

per(Ω), . . . якi визначаються
звичайним чином згiдно роздiлу 2, [8] та [12]. Надалi, через C позначаються
сталi, якi не залежать вiд ε та s, можливо рiзнi в рiзних формулах.
Доведення теореми 3 для власних значень та власних функцiй задачi

(4)–(5) з не дуже великими номерами (s ¿ ε−2) проведемо, використову-
ючи метод Рєлея-Рiтца, який доведений у [11], та вiдому теорему Вiшика-
Люстернiка [13], [14].

Нехай H1 та L2 є гiльбертовими просторами. Простiр H1 компактно
вкладається у L2 та H−1 є спряженим простором до H1 вiдносно скаляр-
ного добутку в L2. Оператор L : H1 → H−1 є неперервним i таким, що
〈Lv, v〉L2 ≥ α‖v‖2

L2 ∀v ∈ H1, де α деяка додатна стала, та L∗ = L. Тодi
власнi значення λk оператору L є дiйсними, створюють неспадаючу послi-
довнiсть α ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... (iз урахуванням кратностi), а власнi функцiї
u1, u2, . . . ортонормованi в L2. Для такого оператору L виконується така
теорема.
Теорема 4 (Вiшика-Люстернiка). Нехай λk i uk власнi значення i

функцiї оператору L та iснують µ ∈ R i u ∈ H1 такi, що ‖u‖L2 = 1 та

‖Lu− µu‖L2 ≤ β.

Тодi iснує λs таке, що |µ−λs| ≤ β i для кожного σ > β iснує ũ ∈ H1 таке,
що ‖ũ‖L2 = 1 та

‖u− ũ‖L2 ≤ 2βσ−1,

де ũ є лiнiйною комбiнацiєю власних векторiв оператора L, якi вiдповiда-
ють власним значенням з iнтервалу (µ− σ, µ + σ).

Подiємо оператором L = −ε2∂2
x′ на наближену функцiю us

a = us
0 + ε2us

2

з чого отримаємо

Lus
a

(
x′, x′/ε

)
= −ε2∇2us

0 − ε2∂2
yus

2 − 2ε3∇∂yu
s
2 − ε4∇2us

2 =

= ε2λsus
0 + ε4λsus

2 + ε3Ks = ε2λsus
a

(
x′, x′/ε

)
+ ε3Ks(x′, x′/ε),

(9)

де, для ws
3/2 = ∂3

xvs + λs∂xvs та ws
2 = ∂4

xvs + 2λs∂2
xvs + λsλsvs , позначено

Ks(x, y) = −2∇∂yu
s
2 − ε∇2us

2 − ελsus
2 = −2(∂yN2)ws

3/2 − ε(N2)ws
2.

При великих λs, безпосередньо iз (8), матимемо
∥∥∂xvs

∥∥2

L2(Ω)
= O(λs) та

∥∥∂2
xvs

∥∥2

L2(Ω)
= O((λs)2),

∥∥∂2
xvs + λsvs

∥∥2

L2(Ω)
= O((λs)2),

∥∥ws
3/2

∥∥2

L2(Ω)
= O((λs)3),

∥∥ws
2

∥∥2

L2(Ω)
= O((λs)4),

∥∥∂2
x((ws

3/2)
2)

∥∥
L2(Ω)

= O((λs)4),
∥∥∂2

x((ws
2)

2)
∥∥

L2(Ω)
= O((λs)5).

Аналогiчнi оцiнки
∥∥∂x′v

s
∥∥2

L2(Gε)
= O(λs), . . . виконанi для вiдповiдних норм

на Gε, оскiльки диференцiювання ∂x′1 i ∂x′2 вiд vs надає множник еквiва-
лентний (λs)1/2, |vs| ≤ 2l−1/2 за визначенням та, наприклад, ε

∫
Gε

1 dx′ = l.
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Використовуючи твердження 2 (iз урахуванням залежностi сталої вiд v),
регулярнiсть функцiї N2(y) та гладкiсть функцiї vs(x) маємо

ε

∫

Gε

∣∣Ks(x′, x′/ε)
∣∣2dx′ ≤ 4ε

∫

Gε

∣∣∂yN2w
s
3/2

∣∣2dx′ + 2ε3

∫

Gε

∣∣N2w
s
2

∣∣2dx′ ≤

≤ C

∫

Ω

∣∣ws
3/2

∣∣2dx + ε2C

∫

Ω

∣∣ws
2

∣∣2dx + ε2C(λs)4 + ε4C(λs)5,
(10)

де стала C не залежить вiд ε та s, що є актуальним при великих λs.
Крiм того, згiдно твердженню 2, виконанi наступнi спiввiдношення
∣∣∣ ‖us

a(x
′, x′/ε)‖2

L2(Gε)
− 1

∣∣∣ ≤ Cε2λs +
∫

Ω
|vs(x)|2dx− 1 + Cε4(λs)2 +

+ . . . + Cε6(λs)3 + ε4

∫

Y
|N2(y)|2dy

∫

Ω

∣∣∂2
xvs(x) + λsvs(x)

∣∣2 dx ≤

≤ Cε2λs + Cε4(λs)2 + Cε6(λs)3 ≤ Cε2λs

(11)

при λs ¿ ε−2 (тобто для λs ≤ C ε−2+σ при 0 < σ ≤ 2), де стала C не
залежить вiд ε та s, оскiльки

∫
Ω |vs(x)|2dx = 1 та

∫
Y N0(y)N2(y)dy = 0 за

визначенням. Аналогiчно перевiряється, що∣∣∣∣ ε

∫

Gε

us
a(x

′, x′/ε)uj
a(x′, x′/ε)dx′

∣∣∣∣ ≤ Cε2λs + Cε2λj

при s 6= j та λs, λj ¿ ε−2, тобто функцiї u1
a, u2

a,. . . , us
a є майже ортонормова-

ними в L2(Gε) (у сенсi виконання двох останнiх нерiвностей) i тому є лiнiй-
но незалежними при λs ¿ ε−2. Тут важливо, що система власних функцiй
{vs}∞s=1 є ортонормованою в L2(Ω). Згiдно (11), також маємо ‖us

a‖L2(Gε) 6= 0
при λs ¿ ε−2 i, позначивши ûs

a = ‖us
a‖−1

L2(Gε)
us

a, отримаємо ‖ûs
a‖L2(Gε) = 1.

Перенесемо в лiву частину рiвняння (9) доданок iз власним значенням λs,
пiднесемо до другого степеня отриманий вираз, помножимо на ε та зiнте-
груємо по сiтцi Gε. Тодi при λs ¿ ε−2, враховуючi (10) та (11), отримуємо

ε

∫

Gε

∣∣Lus
a − ε2λsus

a

∣∣2 dx′ =
∥∥Lus

a − ε2λsus
a

∥∥2

L2(Gε)
= ε7

∫

Gε

∣∣Ks(x′, x′/ε)
∣∣2 dx′ ≤

≤ ε6C(λs)3 + ε8C(λs)4 + ε10C(λs)5 ≤ ε6C(λs)3.
Таким чином, матимемо наступну нерiвнiсть

∥∥Lûs
a − ε2λsûs

a

∥∥
L2(Gε)

≤ ε3C(λs)3/2,

де стала C не залежить вiд ε та s при λs¿ ε−2. Тому, згiдно теореми 4,
знайдеться власне значення λ

k(s)
ε задачi (4)–(5) таке, що виконується нерiв-

нiсть ∣∣∣λk(s)
ε − ε2λs

2

∣∣∣ ≤ ε3C(λs)3/2. (12)

Iз нерiвностi (12) буде випливати оцiнка теореми 3 для власних значень
задачi (4)–(5), якщо буде перевiрено, що k(s) = s для кожного s = 1, 2 . . . .

Розглянемо перше власне значення задачi (4)–(5). Перш нiж використа-
ти метод Рєлея-Рiтца для d = 1, розглянемо вiдповiднi власнi функцiї. За

66



УСЕРЕДНЕННЯ СПЕКТРАЛЬНОЇ ЗАДАЧI НА ДРIБНО-ПЕРIОДИЧНIЙ ...

визначенням, u1
ε задовольняє рiвностi

(
u1

ε, 1
)
L2(Gε)

= 0. Побудоване асим-
птотичне розкладення u1

a для u1
ε може не задовольняти умовi ортогональ-

ностi константi, тому вiднiмемо вiд u1
a постiйну A1

ε = εl−1
∫
Gε

u1
adx′, так, щоб

u1
a −A1

ε ∈ H1
per∗(Gε). Тодi, за твердженням 2, маємо

εl−1

∫

Gε

u1
adx′=

∫

Ω
v1dx + ε2

∫

Ω

(
∂2

xv1 + λ1v1
)
dx

∫

Y
N0N2dy + O(ε2) = O(ε2),

оскiльки
∫
Ωv1(x)dx=0 та

∫
Y N0N2(y)dy =0 за визначенням. Таким чином,

можемо написати A1
ε =ε2Ã1

ε, де |Ã1
ε| ≤ C, та C не залежить вiд ε. Позначимо

ũ1
a = u1

a − ε2Ã1
ε, тодi ũ1

a ∈ H1
per∗(Gε) за визначенням постiйної Ã1

ε.
Подiємо оператором L на отриману функцiю ũ1

a(x
′, x′/ε). Тодi, отримає-

мо результат (аналогiчний до (9) при s = 1), який запишемо у виглядi

Lũ1
a

(
x′, x′/ε

)
= ε2λ1

(
u1

0 + ε2u1
2 − ε2Ã1

ε

)
+ ε3K̃1(x′, x′/ε),

де використанi перетворення з роздiлу 4 та K̃1(x, y) = K1(x, y)+ε2Ã1
ελ

1.
Помножимо отриманий вираз на εũ1

a(x′, x′/ε) та проiнтегруємо по сiтцi
(
Lũ1

a, ũ
1
a

)
L2(Gε)

= ε

∫

Gε

Lũ1
aũ

1
adx′ = ε2λ1 ‖ũ1

a‖2
L2(Gε)

+ ε4

∫

Gε

K̃1ũ1
adx′. (13)

Розглянемо останнiй доданок виразу (13). Використавши оцiнку (10) та
нерiвнiсть Коши-Буняковского, отримаємо наступне

ε

∫

Gε

K̃1ũ1
adx′ ≤

[
ε

∫

Gε

∣∣∣K̃1
∣∣∣
2
dx′

]1/2 [
ε

∫

Gε

∣∣ũ1
a

∣∣2 dx′
]1/2

≤ C‖ũ1
a‖L2(Gε).

Вiднiмання постiйної ε2Ã1
ε вiд функцiї u1

a iстотно не впливає на оцiнку (11),
тому можливо вважати, що ‖ũ1

a‖L2(Gε) = 1 + O(ε2).
Позначимо через U1

a = ũ1
a ‖ũ1

a‖−1
L2(Gε)

, тодi матимемо ‖U1
a‖L2(Gε) = 1 та

U1
a ∈ H1

per∗(Gε).
Визначимо 1-вимiрний пiдпростiр H1 ⊂ H1

per∗(Gε), де U1
a (x′, x′/ε) ∈ H1,

та ортогональний проектор P1 на H1. За визначенням, P1U
1
a = U1

a . Тодi
iснує власне значення µ1

ε i ортонормована власна функцiя w1
ε оператору

L1 = P1LP1. Крiм того, згiдно методу Рєлея-Рiтца, матимемо λ1
ε ≤ µ1

ε.
Використовуючи отриманi вище результати для U1

a (x′, x′/ε) маємо

L1U
1
a (x′, x′/ε) = P1LU1

a = ε2λ1U1
a + O(ε3)

Отже маємо оцiнку зверху для першого власного значення задачi (4)–(5)
в наступному виглядi

λ1
ε ≤ ε2λ1 + Cε3.

Зафiксуємо натуральне d > 1. Далi ортонормуємо функцiї U1
a (x′, x′/ε),

u2
a(x

′, x′/ε), . . . , ud
a(x

′, x′/ε) у просторi L2∗(Gε).
Визначимо постiйну Ai

ε = εl−1
∫
Gε

ui
adx′ для i = 2, . . . d. Тодi, як у випадку

i = 1, можемо написати Ai
ε = ε2Ãi

ε, де |Ãi
ε| ≤ C, та C не залежить вiд

ε. Таким чином, матимемо ũi
a = ui

a − ε2Ãi
ε ∈ H1

per∗(Gε) для i = 2, . . . d.
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Визначимо також постiйну A21
ε = ε

∫
Gε

ũ2
aU

1
adx′. Тодi, за твердженням 2,

маємо
A21

ε =
∫

Ω
v2v1 dx + O(ε2) = O(ε2),

оскiльки
∫
Ω v2(x)v1(x) dx = 0 за визначенням. Таким чином, можемо напи-

сати A21
ε = ε2Ã21

ε , де |Ã21
ε | ≤ C, та C не залежить вiд ε.

Позначимо ŭ2
a = ũ2

a−ε2Ã21
ε U1

a . Тодi ŭ2
a є ортогональною до U1

a i задоволь-
няє спiввiдношенням аналогiчним (9)–(11) та (13), тобто U2

a = ŭ2
a ‖ŭ2

a‖−1
L2(Gε)

є визначеною i ортогональною до U1
a , ‖U2

a‖L2(Gε) = 1 та U2
a ∈ H1

per∗(Gε).
Далi, за iндукцiєю знайдемо ортонормованi U1

a , U2
a ,. . . , Ud−1

a та визначемо
функцiю

ŭd
a = ũd

a − ε2Ãd,d−1
ε Ud−1

a − · · · − ε2Ãd1
ε U1

a ,

яка є ортогональною до U i
a при ε2Ãdi

ε = ε
∫
Gε

ũd
aU

i
adx′ iз |Ãdi

ε | ≤ C для
i = 1, . . . , d − 1 (тут важливо, що система власних функцiй v1, . . . , vd є
ортонормованою) i задовольняє спiввiдношенням аналогiчним (9)–(11) та
(13). Таким чином, Ud

a = ŭd
a ‖ŭd

a‖−1
L2(Gε)

є визначеною i ортогональною до
функцiй U1

a , U2
a , . . . , Ud−1

a . Крiм того, ‖Ud
a‖L2(Gε) = 1 та Ud

a ∈ H1
per∗(Gε).

Визначимо d-вимiрний пiдпростiр Hd ⊂ H1
per∗(Gε), як лiнiйну оболонку

функцiй U1
a (x′, x′/ε), U2

a (x′, x′/ε), . . . , Ud
a (x′, x′/ε), та ортогональний прое-

ктор Pd на Hd. За визначенням для U ∈ H1
per∗(Gε) маємо

PdU =
d∑

i=1

U i
a (U i

a, U)L2∗(Gε)

i тому PdU
i
a = U i

a для i = 1, . . . d. Тодi iснують d-множини власних значень
µ1

ε, µ
2
ε, . . . , µ

d
ε i ортонормованих власних функцiй w1

ε , w
2
ε , . . . , w

d
ε оператору

Ld = PdLPd таких, що виконанi нерiвностi µ1
ε ≤ µ2

ε ≤ . . . ≤ µd
ε з урахуван-

ням кратностi. Крiм того, згiдно методу Рєлея-Рiтца, матимемо

λ1
ε ≤ µ1

ε, . . . , λ
d
ε ≤ µd

ε .

Використовуючи спiввiдношення аналогiчнi (9)–(11) та (13) для функцiй
U1

a (x′, x′/ε), U1
a (x′, x′/ε), . . . , Ud

a (x′, x′/ε), маємо

LdU
i
a(x

′, x′/ε) = PdLU i
a = ε2λiU i

a + O(ε3)

i ∥∥LdU
i
a − ε2λiU i

a

∥∥
L2(Gε)

≤ ε3C,

де i = 1, . . . , d та стала C не залежить вiд ε. Тому, згiдно теореми 4, знайде-
ться власне значення µ

j(i)
ε оператору Ld таке, що виконується нерiвнiсть∣∣∣µj(i)

ε − ε2λi
∣∣∣ ≤ ε3C, (14)

де i=1, . . . , d та C не залежить вiд ε. Тут не важлива залежнiсть C вiд i
(яка фактично вiдома з спiввiдношень аналогiчних (9)–(11)), адже для за-
вершення доведення оцiнки теореми 3 для власних значень задачi (4)–(5)
залишилось перевiрити тiльки, що k(s)=s в (12) для кожного s=1, 2, . . . , d.
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Слiдуючи [14], [13], перевiримо, що фактично j(i) = i в (14) для ко-
жного i = 1, . . . , d. Дiйсно, якщо власнi значення λ1, . . . , λd є простими,
тодi одразу маємо j(i) = i для кожного i = 1, . . . , d, оскiльки d упорядкова-
них чисел µ1

ε, . . . , µ
d
ε знаходяться у ε3-околах d строго упорядкованих чисел

ε2λ1, . . . , ε2λd, що є можливим тiльки при j(i) = i. Проте, в залежностi вiд
l, кратнiсть власного значення λ1 є рiвною або двом або чотирьом.

Розглянемо, наприклад, перший випадок, тодi λ3 вiдокремлена вiд λ1 на
деяку константу δ (наприклад, для l = 1/2 константа δ = 1). Обираючи
d = 2 в (14) маємо j(1) = 1 та j(2) = 2 (що i необхiдно довести, оскiльки
λ1 = λ2 ) або j(1) = 2 та j(2) = 2. В останньому випадку, iснує стала σ > 0
така, що µ1

ε < µ2
ε−ε2σ < µ2

ε +ε2σ < µ3
ε i на iнтервалi (ε2λ1−ε2σ, ε2λ1 +ε2σ)

знайдеться тiльки одне власне значення µ2
ε оператору L2. Таким чином,

маємо

‖U1
a − w2

ε‖L2(Gε) ≤ εC, ‖U2
a − w2

ε‖L2(Gε) ≤ εC

згiдно теореми 4. Однак, це є неможливим [14], оскiльки нормована фун-
кцiя w2

ε наближає одразу двi ортонормованi функцiї U1
a та U2

a .
Таким чином, доведенi рiвностi j(i) = i для i = 1, 2. Аналогiчно доводи-

ться, що k(s) = s в (15) для s = 1, 2 (якщо кратнiсть λ1 є рiвною 2). Дiйсно,
на вiдрiзку [αε2, µ2

ε] знаходяться тiльки два власних значення λ1
ε, λ

2
ε задачi

(4)–(5), оскiльки αε2 ≤ λ1
ε ≤ λ2

ε ≤ µ2
ε, завдяки методу Рєлея-Рiтца. Крiм

того, виконана нерiвнiсть (12) i тому k(1) = 1 та k(2) = 2 або k(1) = 2 та
k(2) = 2. В останньому випадку, iснує стала σ > 0 така, що на iнтервалi
(ε2λ1 − ε2σ, ε2λ1 + ε2σ) знайдеться тiльки одне власне значення λ2

ε опера-
тору L. Тому, згiдно теореми 4, майже ортонормованi функцiї û1

a та û2
a (у

вiдповiдностi iз (11)) наближаються однiєю нормованою функцiєю u2
ε, що

є неможливим.
Розглянемо тепер, наприклад, випадок коли кратностi λ1 та λ3 є рiв-

ними 2 та r вiдповiдно. Обираючи d = 3 + r − 1 в (14) матимемо, що у
ε3-околу ε2λ1 знаходяться власнi значення µ1

ε, µ
2
ε та принаймнi µ3+r−1

ε на-
лежить ε3-околу числа ε2λ3. Якщо µ3

ε не належить ε3-околу числа ε2λ3, тодi
r ортонормованих функцiй U3

a , . . . , U3+r−1
a можуть бути наближенi (r − 1)

ортонормованими функцiями w4
ε , . . . , w3+r−1

ε , що є неможливим.
Таким чином, доведенi рiвностi j(i) = i для i = 1, . . . , 3 + r − 1. Ана-

логiчно доводиться, що k(s) = s в (12) для s = 1, . . . , 3 + r − 1. Завдяки
нерiвностi (12) та методу Рєлея-Рiтца, це доведення можливо продовжити
для iнших d при λd ¿ ε−2, що доводить оцiнку теореми 3 для власних зна-
чень задачi (4)–(5). Тут є важливим, що для кожного d та ε виконується
спiввiдношення

αε2 ≤ λ1
ε ≤ λ2

ε ≤ · · · ≤ λd
ε ≤ µd

ε ,

яке надає контроль над кiлькiстю власних значень задачi (4)–(5) на кон-
кретному вiдрiзку [αε2, µd

ε ] ⊂ [αε2, ε2λd + ε2C(λd)3/2]. Це є важливим тому,
що функцiя k(s) в (12) може фактично залежати вiд ε. Точнiше, теорема 4
гарантує тiльки, що для фiксованих s та ε число k(s) iз (12) є визначеним.
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Розглянемо тепер деяке власне значення λs задачi (8) кратностi r (яка
може дорiвнювати 2, 4 або 8). Тодi, за визначенням, маємо спiввiдношення

λs−1 < λs = λs+1 = · · · = λs+r−1 < λs+r.

Позначимо через σs найменше число iз (λs−1 + λs)/2 та (λs + λs+r)/2. Iз
нерiвностi (12) витiкає, що iнтервалу (ε2λs − ε2σs, ε

2λs + ε2σs) належать
тiльки власнi значення λs

ε, . . . , λs+r−1
ε задачi (4)–(5). Тому, згiдно теореми

4, знайдуться (можливо залежнi вiд ε) постiйнi αj
i при i, j = s, s + r − 1

такi, що
∥∥ûs

a − αs
su

s
ε − · · · − αs

s+r−1u
s+r−1
ε

∥∥
L2(Gε)

≤ C ε (λs)3/2σ−1
s ,

. . . . . . . . . ,
∥∥ûs+r−1

a − αs+r−1
s us

ε − · · · − αs+r−1
s+r−1u

s+r−1
ε

∥∥
L2(Gε)

≤ C ε (λs)3/2σ−1
s .

(15)

Крiм того, в силу умов теореми 4, матимемо
∥∥αs

su
s
ε + · · ·+ αs

s+r−1u
s+r−1
ε

∥∥
L2(Gε)

= 1, . . . ,
∥∥αs+r−1

s us
ε + · · ·+ αs+r−1

s+r−1u
s+r−1
ε

∥∥
L2(Gε)

= 1,
(16)

Функцiї us
ε, . . . , us+r−1

ε є ортонормованими i тому
(
αs

s

)2 + · · ·+ (
αs

s+r−1

)2 = 1, . . . ,
(
αs+r−1

s

)2 + · · ·+ (
αs+r−1

s+r−1

)2 = 1

у вiдповiдностi iз (16), тобто матриця
{
αi

j

}
i,j=s,s+r−1

є ортогональною.
Визначимо функцiї ǔs

a, . . . , ǔs+r−1
a як ортогональнi перетворення фун-

кцiй ûs
a, . . . , ûs+r−1

a матрицею
{
αi

j

}
i,j=s,s+r−1

. Тодi, iз (15) матимемо

‖ǔs
a − us

ε‖L2(Gε)
≤Cε (λs)3/2σ−1

s , . . . ,
∥∥ǔs+r−1

a − us+r−1
ε

∥∥
L2(Gε)

≤Cε (λs)3/2σ−1
s ,

що завершує доведення теореми 3 (оскiльки, можна вважати, що λs = σs

при великих s), де за власну функцiю vs задачi (8), яка фiгурує у оцiнцi
теореми 3, слiд обрати вiдповiдну лiнiйну комбiнацiю власних функцiй

l−1/2ei2π(nx1+ml−1x2), l−1/2ei2π(nx1−ml−1x2),

l−1/2ei2π(−nx1+ml−1x2), l−1/2ei2π(−nx1−ml−1x2),
(17)

iз коефiцiєнтами, якi розташованi у однiй iз строк матрицi
{
αi

j

}
i,j=s,s+r−1

,
та вiдповiдними n i m. Пiдкреслимо, що для власного значення λs задачi
(8) кратностi r iснує довiльнiсть у виборi власних функцiй vs, . . . , vs+r−1,
яка визначається деякою ортогональною матрицею. Тому i виникає необ-
хiднiсть у використаннi строк вiдповiдної матрицi

{
αi

j

}
i,j=s,s+r−1

. 2

6. Висновки та зауваження

У випадку l = 1 можна помiтити наступний цiкавий факт. Для отрима-
них власних значень λs та вiдповiдних власних функцiй vs(x) усередненої
задачi (8) оберемо n = m. Тодi матимемо власне значення λs = 4π2m2, а
вiдповiднi власнi функцiї обмежимо на сiтку, тобто зафiксуємо, наприклад,
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для функцiї ei2π(mx1+mx2), координати x2 = 1
2ε, 3

2ε, . . . , 1− 1
2ε, якi вiдповiд-

ають координатам горизонтальних струн, та x1 = 1
2ε, 3

2ε, . . . , 1 − 1
2ε, якi

вiдповiдають координатам вертикальних струн. В результатi ми отримає-
мо такi власнi функцiї на кожнiй струнi дрiбно-перiодичної сiтки

eiπmεei2πmx11 , ei3πmεei2πmx12 , . . . , e−iπmεei2πmx1N ;

eiπmεei2πmx21 , ei3πmεei2πmx22 , . . . , e−iπmεei2πmx2N .

Оберемо для точного власного значення λε = 4π2 (n + εm)2, яке описане
в теоремi 1 для непарного значення N , значення n = 0, m = 1, 2, . . . , N − 1.
Тодi λε = ε24π2m2 а вiдповiднi власнi функцiї матимуть такий вигляд (iз
значеннями довiльних констант A = 1, C1 = 0, C2 = 0 та C = 0)

uε
1j = ei(2j−1)πmεei2πmx1j , x1j ∈ [0, 1], uε

2j = ei(2j−1)πmεei2πmx2j , x2j ∈ [0, 1],

де j = 1, 2, . . . , N . Таким чином точний розв’язок, який побудований на
основi теорiї Флоке, спiвпадає iз усередненою поверхнею vs(x), яка розгля-
нута на сiтцi Gε.

Аналогiчним чином показується вiдповiднiсть мiж усередненою поверх-
нею ei2π(−mx1+mx2) та точними власними функцiями

(
uε
1j , u

ε
2j

)
iз значення-

ми довiльних констант A = 0, C1 = 1, C2 = 0, C = 0; мiж ei2π(mx1−mx2) та(
uε
1j , u

ε
2j

)
iз значеннями довiльних констант A = 0, C1 = 0, C2 = 1, C = 0;

а також мiж ei2π(−mx1−mx2) та
(
uε
1j , u

ε
2j

)
iз значеннями довiльних констант

A = 0, C1 = 0, C2 = 0, C = 1.
Для парного значення N (розв’язки спектральної задачi (4)–(5) в цьому

випадку описанi в теоремi 2) робимо такi самi висновки, окрiм значення m,
коли mε = 1/2. Тодi перетином усереднених розв’язкiв та точних власних
функцiй є чотирьох-вимiрний власний пiдпростiр, проте є ще й (2N − 3)-
вимiрний власний пiдпростiр, який бiльш детально описаний в [9]. Тому
значення m для якого mε = 1/2 ми виключаємо з розгляду.

Отже, нами була побудована асимптотика для власних значень та ком-
плекснозначних власних функцiй спектральної задачi на сiтцi (4)–(5), а
також доведена теорема 3 для s-го власного значення λs

ε та s-ої власної
функцiї us

ε цiєї задачi, що є обґрунтуванням побудованих асимптотик, де
λs власне значення осередненої задачi (8) iз власною функцiєю vs, що орто-
нормована придатним чином, тобто vs є вiдповiдною лiнiйною комбiнацiєю
власних функцiй наведених у (17). Крiм того встановлена вiдповiднiсть мiж
точними розв’язками задачi на дрiбно-перiодичнiй сiтцi, якi описанi в тео-
ремах 1 та 2, та наближеними розв’язками, якi були отриманi в результатi
побудови асимптотики.
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