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МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

С. С. Зуб

Резюме. В статье дано введение в теоретико-групповые методы
для гамильтоновой динамики магнитно взаимодействующих тел.
Конфигурационные и фазовые пространства для гамильтоновой
динамики магнитно взаимодейтвующих твердых тел тесно связа-
ны с группами Ли SO(3) и SE(3). В некоторых случаях группа
Ли непосредственно является конфигурационным пространством
простой механической системы, описывающей движение магни-
тного тела. При этом не все преобразования группы являются
симметриями динамической системы. Поэтому соответствующая
пуассонова структура не является структурой Ли-Пуассона, ко-
торой посвящены большинство работ по применению групп Ли в
механике. В данной работе рассматривается применение аппара-
та дифференциальной геометрии для описания структур гамиль-
тоновой динамики на фазовом пространстве группы Ли.

Введение

Как показано в работах [1, 2, 3, 4], гамильтонов формализм является
удобным инструментом для исследования динамики магнитно взаимодей-
твующих твердых тел.

Необходимо отметить, что исследование устойчивости в гамильтоновых
системах сталкивается с рядом специфических трудностей [5, 6]. Для га-
мильтоновых систем с симметриями применение теоретико-групповых ме-
тодов позволяет преодолеть указанные трудности в ряде интересных слу-
чаев. В частности, это позволило обнаружить возможность устойчивых
орбитальных движений в магнитных системах [2, 3, 4].

Так как имеются аргументы математического характера (теорема Ирн-
шоу [7], проблема «1/r3» [8], которые ставят под сомнения саму возмо-
жность существования устойчивых статических и динамических равнове-
сий в магнитных системах, то возникает необходимость строгого аналити-
ческого доказательства устойчивости.

Конфигурационные и фазовые пространства для гамильтоновой дина-
мики магнитно взаимодейтвующих твердых тел тесно связаны с группами
Ли SO(3) и SE(3). В некоторых случаях группа Ли непосредственно яв-
ляется конфигурационным пространством простой механической системы
[9], [10, c. 341], [6, c. 45], описывающей движение магнитного тела.
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Потенциальная энергия магнитного взаимодействия, как правило, не
является инвариантной относительно всех преобразований группы, кото-
рая является конфигурационным пространством системы. Поэтому фазо-
вое пространство системы не допускает редукции к структуре Ли-Пуассона,
которой посвящена большая часть исследований по применению групп Ли
в механике.

Прежде чем исследовать конкретные группы Ли, связанные с динамикой
твердых тел, имеет смысл рассмотреть общую дифференциально-геометри-
ческую технику для описания структур гамильтоновой динамики на фазо-
вом пространстве группы Ли.

1. Математические обозначения

Обозначения дифференциально-геометрической техники в основном со-
ответствуют обозначениям книги [11, с. 119–142].

Если Q — дифференцируемое многообразие, то T (Q) — его касательное
расслоение; если φ : P → Q — дифференцируемое отображение много-
образия P в многообразие Q, то Tφ : T (P ) → T (Q) — его производное
(касательное) отображение, а T ∗φ — сопряженное к нему отображение, т.е.
для ξ ∈ Ta(P ) и β ∈ T ∗

a (Q) выполняется ⟨T ∗
aφ · β, ξa⟩ = ⟨β, Taφ · ξ⟩; T∗φ —

Cotangent Lift диффеоморфизма φ: T∗aφ = (T ∗
aφ)

−1.
Пусть
p(t) ∈ P — кривая на многообразии P , а q(t) = φ ◦ p(t) ∈ Q — ее образ

на многообразии Q, тогда dq
dt = Tφ · dpdt ;

в общем случае символ «·» (contraction) будет употребляться для обозна-
чения действия линейного оператора A на вектор ξ, т.е. Aξ = A[ξ] = A · ξ
и как свертка ковектора с вектором: ⟨α, ξ⟩ = α · ξ = α[ξ] — спаривание
векторов и ковекторов (ξ ∈ Ta(Q), α ∈ T ∗

a (Q));
G — связная группа Ли, (a, b, g, h — ее элементы);
T (G)

τG−→ G — касательное расслоение группы G;
T ∗(G)

πG−−→ G — кокасательное расслоение группы G;
g = Te(G) — алгебра Ли группы G (ξ, η, ζ — ее элементы);
g∗ = T ∗

e (G) — пространство, дуальное к g (µ, α — его элементы);
ξL — левоинвариантное векторное поле на G такое, что ξL(e) = ξ ∈ g;
ξR — правоинвариантное векторное поле на G такое, что ξR(e) = ξ ∈ g;
ξ̃L — Cotangent Lift левоинвариантного векторного поля ξL;
ξ̃R — Cotangent Lift правоинвариантного векторного поля ξR;
αL — левоинвариантная 1-форма на G такая, что αL(e) = α ∈ g∗;
{ei} — выбранный базис в g (ei ∈ g);
{ei} — соответствующий кобазис в g∗ (ei ∈ g∗, ⟨ei, ek⟩ = δik);
ϵ = eie

i
L — векторозначная 1-форма Маурера-Картана на группе G

(T (G) ϵ−→ g);
JR — отображение момента, соответствуещее действию группы G

на себе правыми сдвигами (T ∗(G)
JR−−→ g∗);

85



ГРУППА ЛИ КАК КОНФИГУРАЦИОННОЕ ПРОСТРАНСТВО ...

JL — отображение момента, соответствуещее действию группы G

на себе левыми сдвигами (T ∗(G)
JL−−→ g∗).

2. Левая тривиализация для расслоений
над группой Ли

По определению (см. [12, (1), с. 91]) локально каждое расслоение три-
виализуется, т.е. некоторая «цилиндрическая» окрестность любой точки
представляется в виде прямого произведения проекции этой окрестности
на базу расслоения и стандартного слоя расслоения.

Но касательное и кокасательное расслоение произвольной группы Ли
допускают не только локальные, но и глобальные тривиализации, карты
(см. [12, (1), с. 91]) которых назовем λt и λct соответственно.

Пусть ei ∈ g — базис в алгебре Ли группы G, а ei ∈ g∗ — соответствую-
щий кобазис.

Обозначим ϵ = eie
i
L — (векторозначную) 1-форму Маурера-Картана, то-

гда левая тривиализация касательного (λt) и кокасательного (λct) рассло-
ений определяется следующими отображениями:{

λt = τG × ϵ : T (G) 7→ G× g,

λct = πG × JR : T ∗(G) 7→ G× g∗,
(1)

где JR соответствует действию группы G на себе правыми сдвигами;{
JR : T ∗(G) 7→ g∗, JR(αa) = T ∗

e La · αa,

JL : T ∗(G) 7→ g∗, JL(αa) = T ∗
eRa · αa

(2)

при этом {
JR(αa) = µ←→ αa = µL(a),

JL(αa) = µ←→ αa = µR(a).
(2a)

В определениях 1-формы Маурера-Картана ϵ и отображения момента
JR наблюдается высокая степень симметрии:{

⟨µ, ϵ(ξa)⟩ = ⟨µL(a), ξa⟩,
⟨JR(αa), ξ⟩ = ⟨αa, ξ

L(a)⟩.
(3)

2-е из выражений (3) можно интерпретировать так: компоненты момента
JR(αa)i = JR(αa) · ei есть компоненты ковектора αa в кобазисе eiL 1-форм
Маурера-Картана.

Пусть вектор ξ ∈ T (T ∗(G)), тогда в представлении левой тривиализа-
ции с учетом (1) можно условиться записывать ξ ∈ T (G)× g∗ × g∗ и даже
ξ ∈ G×g∗×g×g∗ без явного указания изоморфизмов соответствующих про-
странств. В последнем представлении первые 2 сомножителя представляют
фазовое пространство (кокасательное расслоение), т.е. точку закрепления
вектора, а последние 2 сомножителя представляют компоненты вектора.

Итак, точка закрепления вектора — это пара (a, α) ∈ G × g∗, а компо-
ненты вектора — это пара (ξ(h), ξ

(v)) ∈ g × g∗.
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Иначе говоря, если ξ ∈ Tαa(T
∗(G)), то{

ξ(h) = π∗Gϵ(ξ) ∈ g,

ξ(v) = TJR · ξ ∈ g∗.
(4)

Рассмотрим некоторую кривую α(t) на T ∗(G). Ее проекцией на G бу-
дет a(t) = πG(α(t)). Если кривая α(t) полностью расположена в одном
слое T ∗(G), т.е. a(t) = a = const, то 1-я строка (4) дает ξ(h) = 0. Если
же JR(α(t)) = µ = const, то α(t) = µL(a(t)), т.е. кривая α(t) полностью
определяется своей проекцией a(t) на G. В этом случае ξ(v) = 0.

Из (4) также имеем (где, как и ранее, πG(α) = a)

ξ(h)(α) = π∗Gϵ(ξα) = eiπ
∗
Ge

i
L(ξα) = eie

i
L(TπG[ξα]) =

= eie
i
L((TLa ◦ TLa−1) · TπG[ξα]) = eie

i
L(TLa · (TLa−1 ◦ TπG)[ξα]) =

= eie
i((TLa−1 ◦ TπG)[ξα]) = (TLa−1 ◦ TπG)[ξα],

т.е.
ξ(h)(α) = π∗Gϵ(ξα) = TLa−1 · TπG[ξα]. (5)

Введем координатные функции

µi(αa) = ⟨JR(αa), ei⟩. (6)

Тогда
dµi(ξ) = ξ

(v)
i . (7)

Дифференциал функции на T ∗(G) следует разложить в соответствии с
разложением вектора, касательного к T ∗(G) расслоения.

В соответствии с разложением (4) запишем

∂ξF = dF · ξ = δgF · ξ(h) + δµF · ξ(v), ξ ∈ Tαa(T
∗(G)). (8)

Соотношение (8), фактически, является определением «дифференциа-
лов» δg и δµ, причем последний является настоящим частным дифферен-
циалом.

Из (8) также следует, что

δgF ∈ g∗; δµF ∈ g. (9)

Разберем 2 частных случая.
1. Рассмотрим функции вида F ◦ πG.
Из (5) выводим

d(F ◦ πG)[ξα] = dF · TπG[ξα] =

= d(F ◦ La)[(TLa−1 ◦ TπG) · ξα] = d(F ◦ La)[ξ(h)(α)] = δgF · ξ(h)(α),
т.е.

d(F ◦ πG)[ξα] = δg(F ◦ πG) · ξ(h)(α) −→ δµ(F ◦ πG) = 0. (10)

Заметим, что дифференциал функции F ◦πG, являясь линейной формой
на касательных к G векторах, тем самым является элементом T ∗(G), т.е.
d|α(F ◦ πG) ∈ T ∗

|α(G). Тогда

δgF · ξ(h)(α) = dF · TeLa[ξ(h)(α)] = T ∗
e La[dF|a] · ξ(h)(α) = JR(dF|a) · ξ(h)(α),
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т.е. {
δµ(F ◦ πG) = 0,

δg(F ◦ πG)|α = JR(dF|a).
(11)

2. Рассмотрим функции, зависящие в представлении левой тривиализа-
ции только от переменных µ на g∗. Множество таких функций, очевидно,
совпадает с множеством левоинвариантных функций. Тогда из (7), (8) по-
лучаем

dFL · ξ =
∂FL

∂µi
dµi(ξ), (12){

δgFL = 0,

δµFL = ∂FL
∂µi

ei.
(12a)

Заметим, что при теоретико-групповом описании механики твердого те-
ла представление левой тривиализации соответствует системе координат,
связанной с телом см. [10, 11], тогда как представление правой тривиали-
зации соответствует инерциальной системе координат.

Представление правой тривиализации может быть рассмотрено совер-
шенно аналогично левой тривиализации. При этом можно пользоваться
следующей простой связью этих представлений:{

ϱt ◦ λ−1
t (a, ξ) = (a,Ada[ξ]),

ϱct ◦ λ−1
ct (a, µ) = (a,Ad∗a−1 [µ]).

(13)

3. Левое и правое действие в представлении
левой тривиализации

Группа Ли действует на себе, как на конфигурационном пространстве,
левыми и правыми сдвигами. Эти преобразования расширяются (поднима-
ются) на касательное и кокасательное расслоения следующим образом:

Tangent Lift определяется при левой тривиализации следующими фор-
мулами: {

TLb 7→ Lb × idg,
TRb 7→ Rb ×Adb−1 ,

(14)

Cotangent Lift — следующими формулами:{
T∗Lb 7→ Lb × id∗g,
T∗Rb−1 7→ Rb−1 ×Ad∗b−1 .

(15)

Представляет интерес найти в этом представлении выражения для лево-
и правоинвариантных полей.

Для левоинвариантных полей получаем{
ζ
′L
|(a,ξ) = (ζ,−adζξ),
ζ̃L|(a,µ) = (ζ, ad∗ζµ).

(16)

88



С. С. ЗУБ

Для правоинвариантных полей получаем{
ζ
′R
|(a,ξ) = (Ada−1 [ζ], 0),

ζ̃R|(a,µ) = (Ada−1 [ζ], 0),
(17)

здесь ζ
′ — продолжение (Tangent Lift) лево-/правоинвариантного поля с

группы G на T (G), а ζ̃ — продолжение (Cotangent Lift) лево-/правоинва-
риантного поля с группы G на T ∗(G).

Левоинвариантные поля являются генераторами правых сдвигов на
T ∗(G), тогда как правоинвариантные поля являются генераторами левых
сдвигов на T ∗(G).

Тогда, если FL — левоинвариантная функция, то ∂ξ̃RFL = 0 и, следова-
тельно, как и в (12a)

∂ξ̃RFL = 0 −→ δgF ·Ada−1 [ξ] = 0, ∀ξ ∈ g −→ δgF = 0. (18)

Для правоинвариантных функций

∂ξ̃LFR = 0 −→ δgFR · ξ + ⟨ad∗ξ [µ], δµFR⟩ = 0, ∀ξ ∈ g (19)

−→ δgF = ad∗(δµFR)[µ].

4. Отображение момента для действия группы на себе
Если группа действует на многообразие, то это действие, как было опи-

сано выше, продолжается (Cotangent Lift) на кокасательное расслоение к
этому многообразию.

На каждом кокасательном расслоении существует каноническая 1-форма
Θ (форма Лиувилля), внешний дифференциал которой определяет кано-
ническую симплектическую структуру Ω = −dΘ на кокасательном рассло-
ении (см. [11, п.3, с. 377], а также формулы (11.3.1-4) там же).

При помощи формы Лиувилля определяется выражение для отображе-
ния момента на кокасательном расслоении многообразия:

⟨J(z), ξ⟩ = (iξPΘ)(z) = Θ(ξP (z)). (20)

В карте левой тривиализации λct имеем для действия группы на себе ле-
выми сдвигами такие генераторы (которые являются правоинвариантными
полями):

ξP |(a,µ) = (ξR(a), 0) (21)

соответственно {
ξP (h) = ϵ(ξR(a)) = Ada−1 [ξ],

ξ
(v)
P = TJR · ξ = 0.

(21a)

Используя выражение для формы Лиувилля в карте λct (см. следующий
раздел), получим

⟨JL(z), ξ⟩ = Θ|(a,µ)(ξP ) = ⟨µ,Ada−1 [ξ]⟩ = ⟨Ad∗a−1µ, ξ⟩,
т.е.

JL(a, µ) = Ad∗a−1µ. (22)
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В карте левой тривиализации λct для действия группы на себе правыми
сдвигами генераторами будут левовоинвариантные поля:

ξP |(a,µ) = (ξLa , ad
∗
ξµ) (23)

соответственно {
ξP (h) = ϵ(ξL(a)) = ξ,

ξ
(v)
P = ad∗ξµ.

(23a)

Поэтому
⟨JR(z), ξ⟩ = Θ|(a,µ)(ξP ) = ⟨µ, ξ⟩,

т.е.
JR(a, µ) = µ. (24)

Итак, для отображения момента, соответствующих левым и правым
сдвигам, получаем выражения{

JR(a, µ) = µ,

JL(a, µ) = Ad∗a−1 [µ].
(25)

5. Симплектическая структура на T ∗(G)

На P = T ∗(G) существует каноническая симплектическая структура,
основанная на форме Лиувилля Θ. Рассмотрим ее в представлении левой
тривиализации кокасательного к G расслоения.

Ω = −dΘ. (26)

Для любой 1-формы β на G обозначим

β̄ = π∗Gβ. (27)

Тогда в карте λct имеем

Θ|(a,µ) = µiπ
∗
Ge

i
L|a = π∗GµL(a) = µ̄L(a), a ∈ G,µ ∈ g∗, (28)

1-формы Маурера-Картана eiL удовлетворяют структурным уравнениям
[12, (4), с. 134]

deiL = −1

2
cijke

j
L ∧ ekL −→ dēiL = −1

2
cijkē

j
L ∧ ēkL, (29)

поэтому

Ω = −dΘ = ēiL ∧ dµi +
1

2
µic

i
jkē

j
L ∧ ēkL. (30)

Имеет место соотношение

ad∗ξµ = µic
i
jkξ

jek. (31)

Т.о.
iξΩ = ξi(h)dµi − ξ

(v)
i ēiL + (ad∗ξ(h)µ)L (32)

или
iξΩ = ξi(h)dµi − ξ

(v)
L + (ad∗ξ(h)µ)L. (32a)

Отсюда

Ω(ξ, η) = ⟨η(v), ξ(h)⟩ − ⟨ξ(v), η(h)⟩+ ⟨µ, [ξ(h), η(h)]⟩, (33)
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Ω(ξ, η) = η(v)[ξ(h)]− ξ(v)[η(h)] + µ([ξ(h), η(h)]), (33a)

Ω(ξ, η) = η(v) · ξ(h) − ξ(v) · η(h) + µ · [ξ(h), η(h)]. (33b)

Этот результат с точностью до обозначений совпадает с п. (ii) предло-
жения [10, п. 4.4.2, с. 316].

6. Скобки Пуассона в представлении левой тривиализации
По определению гамильтонова поля ξ = ξH , соответствующего гамиль-

тониану H (см. [11, (5.4.1), с. 153])

iξHΩ = dH −→ Ω(ξH , η) = dH · η = ∂ηH. (34)

Тогда скобки Пуассона (СП) определяется так (см. [11, (5.5.1), с. 156])

{F,H}(z) = Ω(ξF (z), ξH(z)) (35)

и выполняются соотношения (см. [11, (5.5.5), с. 158])

{F,H} = dF · ξH = ∂ξHF. (36)

В соответствии с разложением (4) §3 запишем

∂ξF = dF · ξ = δgF · ξ(h) + δµF · ξ(v), ∀ξ ∈ T (T ∗(G)) (37)

−→ δgF ∈ g∗, δµF ∈ g.

Уравнения (34) имеют вид (см. (33b))

η(v)·ξ(h)−ξ(v)·η(h)+µ·[ξ(h), η(h)] = δgH ·η(h)+δµH ·η(v), ∀η ∈ T (T ∗(G)). (38)

Рассмотрим вначале такие η, что η(h) = 0, а затем η такие, что η(v) = 0.
В результате получим{

ξ(h) = δµH,

ξ(v) = −δgH + ad∗ξ(h) [µ].
(39)

Подставляя (39) в (36), находим

{F,H} = δgF · δµH − δgH · δµF − ⟨µ, [δµF, δµH]⟩. (40)

Выведенная с помощью развитой здесь техники (40) с точностью до обо-
значений совпадает с малоизвестным выражением [13, (1.13), с. 22].

7. Вывод скобок Ли-Пуассона
Как согласуется выведенная выше скобка Пуассона на группе G с ши-

роко известными результатами, в частности, со скобкой Ли-Пуассона на
пространстве g∗, дуальном к алгебре Ли g группы G [11, (13.1.1), с. 426]?

Итак, для СП на группе G получено выражение

{F,H}|(a,µ) = (δgF · δµH − δgH · δµF − ⟨µ, [δµF, δµH]⟩)|(a,µ), (41)

а формула для скобок Ли-Пуассона имеет вид [11, (13.1.1), с. 426]

{F,H}±(µ) = ±⟨µ, [δµF, δµH]⟩. (42)

Знак «+» относится к правоинвариантным функциям, а «−» — к ле-
воинвариантным [11, (13.1.8–9), с. 427].

Придерживаемся прежних обозначений:
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ξ̃L — Cotangent Lift левоинвариантного поля ξL на группе G, генератор
правых сдвигов на T ∗(G);
ξ̃R — Cotangent Lift правоинвариантного поля ξR на группе G, генератор

левых сдвигов на T ∗(G).
Как следует из формул (16)–(17){

ζ̃L|(a,µ) = (ζ, ad∗ξµ),

ζ̃R|(a,µ) = (Ada−1 [ζ], 0).
(43)

Из формул (18)-(19) следует{
∂ξ̃RFL = 0 −→ δgF = 0,

∂ξ̃LFR = 0 −→ δgF = ad∗(δµFR)[µ].
(44)

Тогда из (41) и 1-й строки (44) сразу следует

{FL,HL}|µ = −⟨µ, [δµF, δµH]⟩, (45)

что, фактически, совпадает с [11, (13.1.8), с. 427].
Для правоинвариантных функций

{FR, HR}|µ = ⟨ad∗(δµFR)[µ], δµHR⟩ − ⟨ad∗(δµFR)[µ], δµHR⟩+ (46)

+⟨µ, [δµFR, δµHR]⟩ = ⟨µ, [δµFR, δµHR]⟩,
что, фактически, совпадает с [11, (13.1.9), с. 427].

Рассмотрим СП [11, (12.1.18), с. 395].
В нашем случае следует для начала ограничиться левоинвариантными

полями, тогда по определению momentum function на [11, с. 391] имеем

Π(ξL)(αa) = ⟨αa, ξ
L(a)⟩, (47)

а из (3) имеем
⟨αa, ξ

L(a)⟩ = ⟨JR(αa), ξ⟩ = ⟨µ, ξ⟩. (47a)

Т.о.
Π(ξL)(αa) = ⟨JR(αa), ξ⟩ = ⟨µ, ξ⟩ −→ δµΠ(ξL) = ξ. (48)

Рассмотрим теперь функции вида F ◦ πG. Для них из (11) имеем{
δµ(F ◦ πG) = 0,

δg(F ◦ πG)|α = T ∗
e La[dF|a] · ξ(h)(α) = JR(dF|a).

(49)

Тогда из (41) следует, что

{F ◦ πG,H ◦ πG} = 0, (50)

{F ◦ πG,Π(ξL)}|(a,µ) = δg(F ◦ πG)|(a,µ) · ξ = (51)

= d(F ◦ La) · ξ = dF · ξL(a) = (∂ξLF )|a = (∂ξLF )|πG(a,µ).

Т.о., получаем, фактически, соотношения [11, (12.1.18), с. 395]
{F ◦ πG,H ◦ πG} = 0,

{Π(ξL1 ),Π(ξL2 )} = −Π([ξL1 , ξ
L
2 ]),

{F ◦ πG,Π(ξL)} = (∂ζLF ) ◦ πG.
(52)
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