
Журнал обчислювальної та 2013, №2(112)
прикладної математики

Journal of Computational
& Applied Mathematics

УДК 519.86; 339.13.012.432

ПОБУДОВА УЗАГАЛЬНЕНОЇ МОДЕЛI ОЛIГОПОЛIЇ
КУРНО-ПУ ТА ДОСЛIДЖЕННЯ СТIЙКОСТI ЇЇ ТОЧКИ

РIВНОВАГИ

Н. Л. Iващук, Б. В. Гнатiв, I. I. Кавалець

Резюме. У статтi розглянуто одну з основних моделей, яка опи-
сує поведiнку учасникiв олiгополiстичного ринку. Побудовано еко-
номiчну модель олiгополiї — узагальнену модель Курно-Пу. Вве-
дено поняття точки рiвноваги Курно. Описано процес дослiдже-
ння стiйкостi точки рiвноваги побудованої моделi.

Вступ
Олiгополiя (oligopoly) — це структура ринку, при якiй в однiй галузi до-

мiнує невелика кiлькiсть конкуруючих фiрм, при цьому хоча б одна або двi
з них виробляють значну частку продукцiї даної галузi, а поява нових про-
давцiв ускладнена чи неможлива. Як правило, на олiгополiстичних ринках
є вiд двох до десяти фiрм, на якi припадає половина чи бiльше загального
обсягу продажiв продукту. На таких ринках декiлька або й усi фiрми у
довгостроковому часовому промiжку одержують значнi прибутки, оскiль-
ки вхiднi бар’єри ускладнюють або унеможливлюють вхiд фiрм-новачкiв
на ринок. Товар на олiгополiстичному ринку може бути однорiдний i не-
однорiдний. Якщо продається однорiдний товар (тобто покупцi не мають
вибору), то маємо справу з гомогенною олiгополiєю, а якщо рiзноманiтний
товар (тобто покупцi можуть вибирати згiдно зi своїми уподобаннями), то
маємо справу з гетерогенною олiгополiєю.

Олiгополiя є переважаючою формою ринкової структури. До олiгопо-
лiстичних галузей належать автомобiльна, сталеплавильна, нафтохiмiчна,
електротехнiчна, енергетична, комп’ютерна iндустрiї та iн. На олiгополi-
стичних ринках деякi фiрми можуть впливати на формування цiн, оскiль-
ки охоплюють значну частку продукцiї у загальнiй кiлькостi виробленого
товару. Продавцi на олiгополiстичному ринку свiдомi того, що змiни цiн чи
обсягiв випуску продукцiї одного з учасникiв ринку можуть впливати на
фiнансовi результати (в тому числi й на прибутки) усiх без винятку фiрм
iз цiєї галузi. Iншими словами, продавцi усвiдомлюють свою взаємозале-
жнiсть на даному ринку. Передбачається, що кожна фiрма у галузi визнає,
що змiна її цiни чи випуску викликає реакцiю з боку iнших фiрм. Реакцiя,
якої очiкує одна iз фiрм-олiгополiстiв вiд фiрм-конкурентiв у вiдповiдь на
змiни встановленою нею цiни, обсягу випуску чи змiн у маркетинговiй стра-
тегiї, є основним чинником, що визначає його рiшення. Така реакцiя може
впливати на рiвновагу олiгополiстичних ринкiв.
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Сьогоднi вiдома достатньо велика кiлькiсть моделей, якi описують пове-
дiнку фiрм на олiгополiстичному ринку.

Олiгополiстичнi ринки розрiзняють за тiєю ознакою, чи дiють їхнi уча-
сники — олiгополiсти цiлком незалежно один вiд одного, на свiй страх i
ризик, чи, навпаки, вступають в змову, яка може бути явною, вiдкритою
або таємною, закритою. В першому випадку, зазвичай, говорять про неко-
оперативну олiгополiю (noncooperative oligopoly), а в другому — про коопе-
ративну (cooperative oligopoly), однiєю iз форм якої є картель [1].

Очевидно, що при аналiзi поведiнки олiгополiстiв, якi дiють цiлком не-
залежно один вiд одного, тобто у випадку некооперативної олiгополiї, вирi-
шальне значення мають вiдмiнностi в припущеннях вiдносно реакцiї супер-
никiв. В залежностi вiд того, що саме вибирає олiгополiст керуючою змiн-
ною — величину випуску чи цiну — розрiзняють олiгополiю пiдприємств,
якi встановлюють величину випуску, або просто кiлькiсну олiгополiю i олi-
гополiю пiдприємств, якi встановлюють цiну, або цiнову олiгополiю.

Iснують моделi кiлькiсної олiгополiї Курно (Antoine-Augustin Cournot,
1838 р.) i Чемберлена (Edward Hastings Chamberlin), а також модель Шта-
кельберга (Heinrich von Stackelberg), яка пропонує асиметричну поведiнку
олiгополiстiв та моделi цiнової олiгополiї Бертрана (Joseph Louis Francois
Bertrand), Еджуорта (Francis Ysidro Edgeworth, 1925 р.) i Свiзi (Paul Sweezy)
[2]. Серед моделей олiгополiї, в яких пiдприємства спiвпрацiюють з ме-
тою максимiзацiї прибуткiв (кооперативна олiгополiя) видiляють картелi
(kartel) та моделi цiнового лiдерства. Розрiзняють картелi двох типiв: кар-
телi, якi максимiзують спiльний прибуток (централiзований) та картелi,
якi дiлять мiж собою ринок. Серед моделей цiнового лiдерства видiляють
модель домiнуючої фiрми та модель з низькими витратами.

В моделi олiгополiї Курно кожне пiдприємство вважає обсяг продукцiї
iнших пiдприємств за заданий. Натомiсть цiну визначає ринок. В моделi
олiгополiї Бертрана усi пiдприємства за заданi вважають цiни, встановленi
конкурентами. Отже, цiну визначає продавець. Спiльним є те, що в обох
моделях маємо справу iз грою. Результатом гри є так звана рiвновага Не-
ша — збiр стратегiй (тобто, обсягiв продукцiї у випадку олiгополiї Курно
або цiн, встановлених окремими фiрмами у випадку моделi Бертрана) з та-
кою властивiстю, що жодному з гравцiв (тобто фiрм на ринку) невигiдно
змiнювати своєї стратегiї.

Зупинимося на моделях, в яких стратегiями гравцiв є манiпулювання
обсягами виробництва. Розглянемо модель Курно, з якої починалася су-
часна теорiя олiгополiї. Її базова модель була запропонована у 1838 роцi
французьким математиком та економiстом Антуаном Огюстеном Курно
(Augustin Cournot, Recherches sur les Principes Mathematiques de la Theorie
des richesses, 1838 ), який у своїй роботi поставив проблему олiгополiстичної
взаємозалежностi i необхiдностi кожнiй фiрмi при визначеннi своєї ринко-
вої стратегiї приймати до уваги поведiнку конкурентiв [3]. Курно розглядав
дуополiю, тобто ситуацiю, коли на ринку є лише двi фiрми. У цiй моделi
припускається, що обидвi фiрми виробляють стандартизований продукт (з
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такими самими параметрами) i знають криву ринкового попиту. На осно-
вi цього кожна фiрма визначає свої обсяги виробництва, беручи до уваги,
що її конкурент також прийматиме рiшення щодо власних обсягiв випуску
аналогiчного продукту. Причому кiнцева цiна продукту залежатиме вiд за-
гального обсягу виробництва продукцiї (обох фiрм разом), яка потрапить
на ринок. Тобто, запрацює механiзм встановлення ринкової рiвноваги, який
залежить вiд ринкового попиту та загальної пропозицiї товару на даному
ринку.

Суть моделi Курно полягає у тому, що: кожна фiрма приймає обсяг виро-
бництва свого конкурента постiйним; виходячи з цих даних та iнформацiї
про ринковий попит на даний продукт, приймає власне рiшення щодо вста-
новлення таких обсягiв його виробництва, якi б забезпечували максималь-
ний прибуток (на основi дотримання правила рiвностi граничного доходу
i граничних витрат). Отже, основна задача даної моделi — визначити, при
якому обсягу випуску продукцiї обидвi фiрми досягають рiвноваги.

Як уже згадувалося, модель Курно — це модель одночасної кiлькiсної
конкуренцiї. Її можна проаналiзувати за допомогою одноразової гри при
недосконалiй iнформацiї. У цiй грi фiрми встановлюють обсяг (кiлькiсть)
продукцiї, а ринок встановлює спiльну цiну на такому рiвнi, який врiвно-
важує попит з пропозицiєю. Доступними для кожної фiрми стратегiями є
рiзнi кiлькостi товару, який вона може виробляти (i продавати). В момент
встановлення обсягу продукцiї фiрма не має iнформацiї про рiшення iншої
фiрми щодо обсягiв випуску даного продукту.

У данiй моделi олiгополiї припускається, що процес регулювання випу-
ску Курно повинен бути хаотичним, оскiльки функцiї реакцiї є немоно-
тонними. Цей результат був виключно математичним, без iстотного еко-
номiчного пiдґрунтя, доки Пу (Tonu Puu) [4] не передбачив один тип еко-
номiчних умов — iзоеластичний попит з рiзними постiйними граничними
витратами, пiд якими були розвинутi багатозначнi функцiї реакцiї. Вiдто-
дi багатьма економiстами були розробленi рiзнi їх модифiкацiї. Зокрема,
Россер (B. Rosser) у статтi [5] зробив аналiтичний огляд теоретичного роз-
витку складної динамiки олiгополiї.

Найбiльш вивченою для моделi Курно-Пу (Cournot-Puu model) є ситу-
ацiя дуополiї (duopoly), коли на ринку є лише двi фiрми. Значну увагу
придiлено саме дослiдженню керування хаосом, який виникає з даної мо-
делi. Деякi методи, такi як DFC-метод [6], OGY-метод контролю хаосу,
метод розмiщення полюса [7] були застосованi до моделi Курно-Пу. Але
дослiдження олiгополiстичного ринку лише на випадок дуополiї є досить
обмеженим, а тому природньо постає питання побудови узагальненої моде-
лi, що i зроблено в данiй роботi. Деякi аспекти нелiнiйної моделi олiгополiї
на випадок N фiрм розглянуто в роботi [8].

В данiй роботi розглянуто узагальнену модель олiгополiї Курно-Пу i вве-
дено поняття рiвноваги Курно. Вагомим результатом тут є встановлення
умов, за яких точка рiвноваги є стiйкою.
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1. Узагальнена модель Курно-Пу

Для побудови моделi потрiбно чiтко описати поведiнку учасникiв рин-
ку: мотиви їхньої поведiнки, умови перебування на ринку та обмеження, з
якими вони стикаються.

Позначимо фiрми-олiгополiсти через F1,F2,. . . ,Fn, обсяги випуску проду-
кцiї кожної складають q1, q2, . . . , qn вiдповiдно. Введемо припущення Курно
та Пу, щоб отримати вигляд функцiй реакцiї.

Узагальнене припущення Курно полягає у тому, що кожна i -та (i=1,2,. . . ,
n) фiрма очiкує вiд свого j-го конкурента (j=1,2,. . . ,n, j ̸= i) пропозицiї
такого обсягу продажу продукту в поточний перiод, як i в попередньому
перiодi.

Згiдно з цим припущенням, загальнi функцiї реакцiї кожної з фiрм бу-
дуть такими:

q1(t+ 1) = f1(q2(t), q3(t), . . . , qn(t)) ,
q2(t+ 1) = f2(q1(t), q3(t), . . . , qn(t)),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
qn(t+ 1) = fn(q1(t), q2(t), . . . , qn−1(t)).

Функцiя реакцiї — це крива, яка показує обсяг продукцiї виробленої
одним виробником при кожному заданому обсязi виробництва iншого ви-
робника. Сукупнiсть точок на кривiй реакцiї показує, якою буде реакцiя
однiєї iз фiрм (при виборi обсягу власного випуску) на рiшення iнших фiрм
вiдносно величини їхнього випуску. Отже, кожна iз функцiй qi(t+ 1) — це
крива реакцiї i-ого олiгополiста на обсяги випуску, запропонованi iншими
олiгополiстами.

Узагальненi припущення Пу полягають у тому, що
1. Ринковий попит є iзоеластичним, тобто цiна p вiдповiдає повному по-

питу q, тобто p = 1/q.
2. Товари є взаємозамiнними так, що попит дорiвнює постачанню (про-

позицiї), тобто q = q1 + q2 + . . .+ qn.
3. Конкуренти мають сталi, але рiзнi граничнi витрати. Позначимо їх

через ci , i = 1, . . . , n.
Базуючись на даних припущеннях, дохiд фiрми Fi (i=1,2,. . . ,n) можна

подати у такому виглядi

Ui (t+ 1) =
qi (t+ 1)

qi (t+ 1) +
n∑

j=1,j ̸=i

qj (t)

− ciqi (t+ 1) .

Кожна iз фiрм бажає досягти такого обсягу випуску, який би максимi-
зував її дохiд:
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∂Ui (t+ 1)

∂qi (t+ 1)
=

qi (t+ 1) +
n∑

j=1,j ̸=i

qj (t)−

(
1 +

n∑
j=1,j ̸=i

∂qj (t)

∂qi (t+ 1)

)
qi (t+ 1)(

qi (t+ 1) +
n∑

j=1,j ̸=i

qj (t)

)2 −

−ci = 0.

Звiдси, враховуючи припущення Курно про те, що

∂qj (t)

∂qi (t+ 1)
= 0, i ̸= j,

отримаємо

n∑
j=1,j ̸=i

qj (t)− ci

qi (t+ 1) +
n∑

j=1,j ̸=i

qj (t)

2

= 0, i = 1, n. (1)

Розв’язки системи рiвнянь (1) — це функцiї реакцiї для фiрм F1,F2,. . . ,Fn.
Тобто матимемо систему таких рiвнянь:

qi (t+ 1) =

√√√√ n∑
j=1,j ̸=i

qj (t)

ci
−

n∑
j=1,j ̸=i

qj (t) , i = 1, n. (2)

Щоб знайти точки рiвноваги, потрiбно розв’язати систему (2). Ми отри-
маємо двi рiвноважнi точки: тривiальну (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n

) i нетривiальну (q∗1, . . . , q
∗
n).

Всi дослiдження стосуватимуться надалi лише нетривiальної точки, яку
називають точкою рiвноваги Курно (Cournot equilibrium) або точкою рiв-
новаги Неша (Nash equilibrium).

Рiвновага Курно — це точка перетину функцiй реакцiї кожної iз фiрм Fi

(i=1,2,. . . ,n) на дiї конкурентiв. Ця точка також визначає таку кiлькiсть
продукцiї, яку невигiдно змiнювати жоднiй iз фiрм.

Знайдемо значення точки рiвноваги.
Оскiльки загальний обсяг виробництва можна описати у виглядi

q = qi +
n∑

j=1,j ̸=i

qj ,

а iз системи (2) за умов стацiонарностi отримуємо

q∗i +
n∑

j=1,j ̸=i

q∗j =

√√√√√ n∑
j=1,j ̸=i

q∗j

ci
,

тодi маємо
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q∗ =

√√√√√ n∑
j=1,j ̸=i

q∗j

ci
або

q∗2ci =
n∑

j=1,j ̸=i

q∗j .

Отже,

q∗i = q∗ − q∗2ci, i = 1, n. (3)

Просумувавши всi q∗i , отримаємо

q∗ = nq∗ − q∗2
n∑

i=1

ci.

Звiдси отримаємо нетривiальний розв’язок

q∗ =
n− 1
n∑

i=1
ci

.

Пiдставивши отримане значення q∗ у вираз (3), отримаємо значення
q∗i , i = 1, n,

q∗i =
n− 1
n∑

j=1
cj

− ci

n− 1
n∑

j=1
cj


2

= (n− 1)

n∑
j=1

cj − (n− 1) ci(
n∑

j=1
cj

)2 , i = 1, n,

або

q∗i = (n− 1)

− (n− 2) ci +
n∑

j=1,j ̸=i

cj(
n∑

j=1
cj

)2 , i = 1, n. (4)

2. Методика оцiнки стiйкостi точки рiвноваги Курно
Дослiдимо стiйкiсть точки рiвноваги (q∗1, q

∗
2, . . . , q

∗
n). Для цього лiнеари-

зуємо систему (2) в околi рiвноважної точки. Введемо позначення:

δqi(t) = qi(t)− q∗i , i = 1, 2, . . . , n

i перейдемо до вiдхилень:
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δqi (t+ 1) + q∗i =

√
n∑

j=1,j ̸=i

q∗j
ci
−

n∑
j=1,j ̸=i

q∗j+

+
n∑

j=1

[
∂qi (t+ 1)

∂qj (t)

]
(q∗1 ,q∗2 ,...,q∗n)

· δqj (t) , i = 1, n.

(5)

Лiнеаризувавши систему (5), отримаємо

δqi (t+ 1) =
n∑

j=1,j ̸=i

 1

2

√
ci

n∑
j=1,j ̸=i

qj (t)

− 1


(q∗1 ,q∗2 ,...,q∗n)

· δqj (t) , i = 1, n.

Пiдставимо значення рiвноважної точки (4):

δqi (t+ 1) =
n∑

j=1,j ̸=i

 1

2

√
ci

(n− 1)2 ci

(c1 + c2 + ...+ cn)
2

− 1

 · δqj (t) , i = 1, n,

тобто

δqi (t+ 1) =

n∑
j=1,j ̸=i

c1 + c2 + ...+ cn − 2 (n− 1) ci
2 (n− 1) ci

· δqj (t) , i = 1, n.

Запишемо отриману систему в матричному виглядi:

δq (t+ 1) = J · δq (t) , (6)

де

δq (t+ 1) = (δq1 (t+ 1) , δq2 (t+ 1) , ..., δqn (t+ 1))T ,

δq (t) = (δq1 (t) , δq2 (t) , ..., δqn (t))
T .

J — матриця Якобi лiнеаризованої системи:

J =



0 p1 ... ... ... ... ... p1
p2 0 p2 ... ... ... ... p2
... ... ... ... ... ... ... ...
pi ... ... pi 0︸︷︷︸

i−та позицiя
pi ... pi

... ... ... ... ... ... ... ...
pn ... ... ... ... ... pn 0


,

елементи pi якої мають вигляд
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pi =
c1 + c2 + ...+ (3− 2n) ci + ...+ cn

2 (n− 1) ci
, i = 1, n.

Стiйкiсть системи (6) обумовлюється характеристичним рiвнянням

det (J − λI) = 0

або

λn + a1λ
n−1 + ...+ an−1λ+ an = 0. (7)

Як вiдомо [9], побудова аналiтичного вигляду коефiцiєнтiв характери-
стичного полiнома може бути здiйснена за допомогою головних мiнорiв
матрицi Якобi J .

Коефiцiєнт при λn−1 дорiвнює слiду матрицi, взятого зi знаком мiнус.
Оскiльки в нашому випадку всi дiагональнi елементи дорiвнюють нулю, то

a1 = −trJ = 0.

Вiльний член an характеристичного многочлена (7) матрицi Якобi J до-
рiвнює визначнику цiєї матрицi, помноженому на (−1)n, де n — порядок
матрицi. Отже,

an = (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 p1 ... p1
p2 0 ... p2
... ... ... ...
pn pn ... 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Коефiцiєнти ai, i = 2, n− 1, при λm, m = n− 2, 1, будуємо за формулою

ai = (−1)n−m
k∑

j=1

∆j , i = 2, n− 1, m = n− i, k = (ni ) =
n!

i! (n− i)!
,

де ∆j , j = 1, k — мiнори матрицi Якобi J порядку n−m, утворенi шляхом
викреслювання m рядкiв з номерами i1, i2, ..., im та m стовпцiв з цими ж
номерами.

За вiдомою теоремою фон Неймана точка рiвноваги (q∗1, q
∗
2, . . . , q

∗
n) є асим-

птотично стiйкою, якщо для всiх власних значень λ матрицi Якобi J вико-
нується умова

|λ| < 1. (8)

Розглянемо простiр A всiх коефiцiєнтiв характеристичного рiвняння по-
рядку n. Умова (8) визначає у цьому просторi геометричну область асим-
птотичної стiйкостi. Аналiтичний опис цiєї областi стiйкостi може бути
побудований за допомогою класичної процедури Рауса-Гурвiца (classical
Routh-Hurwitz procedure) у виглядi нелiнiйних нерiвностей. Ця процедура
може бути описана таким чином [9].

Спершу побудуємо параметри
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b0 =
n∑

i=0
ai, де a0 = 1,

b1 =
n∑

i=0
ai (n− 2i) ,

. . . ,

br =
n∑

i=0
ai

n∑
k=0

(−1)k
(
n−i
r−k

) (
i
k

)
, де

(
i
k

)
=


i!

k!(i−k)! , i ≥ k, k ≥ 0,

0, i < k,
0, k < 0,

. . . ,
bn = 1− a1 + a2 − ...+ (−1)n−1 an−1 + (−1)n an.

Далi будуємо матрицю
b1 b3 b5 ... ... ...
b0 b2 b4 ... ... ...
0 b1 b3 ... ... ...
0 b0 b2 ... ... ...
... ... ... ... ... ...
... ... ... ... ... ...


i ї ї головнi мiнори ∆r, r = 1, n, порядку r, що побудованi iз перших r
стовпцiв та перших r рядкiв верхнього лiвого кутка даної матрицi, тобто,

∆1 = b1,

∆2 =

∣∣∣∣ b1 b3
b0 b2

∣∣∣∣ ,
∆3 =

∣∣∣∣∣∣
b1 b3 b5
b0 b2 b4
0 b1 b3

∣∣∣∣∣∣ ,
...,

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 b3 b5 ...
b0 b2 b4 ...
0 b1 b3 ...
0 b0 b2 ...
... ... ... ...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Умовами асимптотичної стiйкостi є

b0 > 0, ∆r > 0, r = 1, 2, ..., n,

i межi областi стiйкостi в просторi A визначаються за допомогою описаної
вище процедури Рауса-Гурвiца у виглядi нелiнiйних рiвностей

b0 = 0, ∆r = 0, r = 1, 2, ..., n. (9)

На межах (9) абсолютнi значення деяких власних значень матрицi Якобi
дорiвнюють 1, а також є безлiч рiзних бiфуркацiйних явищ [9].
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Детальний опис процедури Рауса-Гурвiца для дво- та тривимiрного ви-
падку, а також геометрична побудова областi стiйкостi розглянуто у робо-
тах M. Сонiса (M. Sonis) [9, 10].

Висновки

Управлiння фiнансовими ринками та економiчними процесами є одним
iз найважливiших завдань, що стоять перед менеджерами фiрм, економi-
стами та творцями економiчної полiтики в урядi сьогоднi.

У данiй роботi модель дуополiї Курно-Пу узагальнено на випадок при-
сутностi на олiгополiстичному ринку N фiрм. Вважається, що кожна з
фiрм-олiгополiстiв виробляє таку саму, стандартну продукцiю, яку змуше-
на продавати по тiй самiй цiнi (встановленiй на основi розмiрiв загальної
продукцiї у галузi). На цьому ринку кожна окрема фiрма може (за та-
ких умов) через своє рiшення щодо обсягiв власного випуску впливати на
загальний обсяг продукцiї i, тим самим, на її ринкову цiну. Окрiм того,
кожна iз фiрм характеризується функцiєю оптимальної реакцiї. Дана фун-
кцiя описує оптимальний обсяг продукцiї (такий, що максимiзує прибуток)
однiєї фiрми в залежностi вiд рiшення щодо обсягу продукцiї iнших фiрм.

Побудована модель є системою нелiнiйних рiвнянь, яка має як тривiаль-
ну, так i нетривiальну точки рiвноваги. Нетривiальна точка рiвноваги —
це рiвновага Курно (Неша). В умовах такого типу рiвноваги кожне пiдпри-
ємство приймає таке рiшення (реалiзує стратегiю), яке дає змогу максимi-
зувати його прибуток, передбачаючи таку саму поведiнку конкурента. В
умовах олiгополiї рiвновага наступає при нижчiй цiнi, бiльшiй продукцiї i
меншому загальному прибутку у порiвняннi з чистою монополiєю. Зважа-
ючи на два першi параметри (нижчу цiну i бiльшу продукцiю), олiгополiю
можна вважати кращим варiантом для ринкової економiки нiж монополiя.

Процес дослiдження стiйкостi точки рiвноваги Курно у випадку олiго-
полiї є достатньо трудомiсткою задачею i потребує потужного пакету ма-
тематичних програм. А це i є альтернативою подальших дослiджень.
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